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2.1 Grundprinzipien der induktiven Statistik

Ziel: Inferenzschluss, Reprasentationsschluss: Schluss von einer Stichprobe auf Eigen-
schaften der Grundgesamtheit, aus der sie stammt.

e Von Interesse sei ein Merkmal X in der Grundgesamtheit G.

e Ziehe eine Stichprobe (g1, ..., g,) von Elementen aus G und werte X jeweils aus.
e Man erhalt Werte x4, ..., x,. Diese sind Realisationen der i.i.d Zufallsvariablen oder
Zufallselemente X1, ..., X,,, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung der X4, ..., X,

genau die Haufigkeitsverhiltnisse in der Grundgesamtheit widerspiegelt (vgl. Bem.
1.50).
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Die Frage lautet also: wie kommt man von Realisationen x1,...,x, von i.i.d. Zufallsva-
riablen X1, ..., X,, auf die Verteilung der X7

e Dazu nimmt man haufig an, man kenne den Grundtyp der Verteilung der X4, ..., X,,.
Unbekannt seien nur einzelne Parameter davon (vgl. Kap. 1.6).

Beispiel: X; sei normalverteilt, unbekannt seien nur p, 0.

—> parametrische Verteilungsannahme (meist im Folgenden)

e Alternativ: Verteilungstyp nicht oder nur schwach festgelegt (z.B. symmetrische
Verteilung)

— nichtparametrische Modelle (“verteilungsfreie Verfahren“) (hier kaum behan-
delt)

e Klarerweise gilt im Allgemeinen (generelles Problem bei der Modellierung): Parame-
trische Modelle liefern scharfere Aussagen — wenn ihre Annahmen zutreffen. Wenn
ihre Annahmen nicht zutreffen, dann existiert die groBe Gefahr von Fehlschliissen.
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Wichtige Fragestellungen der induktiven Statistik:
Treffe mittels der Auswertung einer

e /ufallsstichprobe

e moglichst gute x x

e Aussagen *x

e liber bestimmte Charakteristika x

e der Grundgesamtheit.
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* Welche Charakteristika sind fiir die Fragestellung relevant? Natiirlich werden fiir die
Inferenz beziiglich des Erwartungswerts andere Methoden als fiir Schliisse iiber die
Varianz bendtigt.

** verschiedene Formen:
- Punktschatzung: z.B. wahrer Anteil 0.4751
- Interhvallschatzung: z.B. wahrer Anteil liegt zwischen 0.46 und 0.48

- Hypothesentest: Die Annahme, der Anteil liegt hoéchstens bei 50% kann nicht
aufrecht erhalten werden

* x x Was heilit gut?

. Festlegung von , Giitekriterien” (Genauigkeit? Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
gering?)

- Wie konstruiert man ein gutes/optimales Verfahren?

- Sicherheitsstellung der ,,Objektivitat der statistischen Analyse”. Jeder wendet das
beste Verfahren an = gleiche Auswertung
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Wichtig: Festgelegt werden vor dem Ziehen der Stichprobe (bzw. vor dem Bekanntwer-
den der Daten) Auswertungsverfahren, also Zufallsvariablen. lhre Eigenschaften werden
mittels der Wahrscheinlichkeitsrechnung ermittelt.
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Man beachte, dass die ganze Argumentation auf der Zufalligkeit der Stichprobenziehung
aufbaut. Methoden der statistischen Inferenz sind also nicht geeignet fiir nicht
zufallige Auswahlen und auch nicht fiir Vollerhebungen. Bei letzteren sind sie
nicht notwendig, da man ja hier die Grundgesamtheit kennt. Bei nicht zufalligen
Auswahlen greift die Grundidee, den nicht ausschlieBbaren Induktionsfehler durch die
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu kontrollieren, nicht. Die entsprechenden Schliisse weisen
also einen unkontrollierten Fehler auf. Nicht zufallige Auswahlen entstehen z.B. durch
Auswahl auf das Geratewohl (z.B. im Internet; Fenster popt auf: ,,Haben Sie Zeit,
uns ein paar Fragen zu beantworten?"). Problematisch in diesem Kontext sind auch
Untersuchungen, bei denen die Teilnahmeverweigerung von Personen nicht zufallig ist,
sondern mit inhaltlich interessierenden Merkmalen der Verweigerenden zusammenhangt.
Hier sind mindestens aufwandige, modellbasierte Korrekturverfahren notig; oft ist aber
auch eine auf absolut prazise Ergebnisse zielende induktive Verallgemeinerung der
Ergebnisse der Auswertung schlicht nicht zulassig.
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2.2 Punktschatzung

Ziel: Finde ein moglichst gutes Schatzverfahren und damit einen moglichst guten
Schatzwert fiir eine bestimmte KenngroBe 1) (Parameter) der Grundgesamtheit, z.B.
den wahren Anteil der rot/griin-Wahler, den wahren Mittelwert, die wahre Varianz, aber
auch z.B. das wahre Maximum (z.B. von Windgeschwindigkeit).

2.2.1 Schatzfunktionen

Gegeben sei die in Kapitel 2.1 beschriebene Situation, also eine i.i.d. Stichprobe
X1,...,X,, eines Merkmales X.
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Definition 2.1.

Sei X1,...,X,, i.i.d. Stichprobe. “Jede" Funktion
T=g(X1,...,Xp)

heiBt Schdtzer oder Schitzfunktion.

Inhaltlich ist g(-) eine Auswertungsregel der Stichprobe: , Welche Werte sich auch in der
Stichprobe ergeben, ich wende das durch g(-) beschriebene Verfahren auf sie an. (z.B.
ich bilde den Mittelwert der Daten)"
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Typische Beispiele fiir Schatzfunktionen:

1. Arithmetisches Mittel der Stichprobe:
X = g(Xy, .. X)) = Zn:X.
=g 1y An _ni:1 )
Fiir binire X; mit X; € {0,1} ist X auch die relative Hiufigkeit des Auftretens von

,X; = 1" in der Stichprobe

2. Stichprobenvarianz:

5 = glXiy o0 Xo) = 5 Y (X=X = (iZX?)<X>2 - (307 - nx?)
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3. Korrigierte Stichprobenvarianz:

1 < _ 1 _
S? =g(Xy,..., X,) = D (Xi- X)? = Y X?-n-X?

4. GroBter Stichprobenwert:

Xy =9(Xy,...,X,) = max X

5. Kleinster Stichprobenwert:

Xy =g9(Xy,...,X,;) = min X,
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Schatzfunktion und Schatzwert: Da X,..., X,, zufdllig sind, ist auch die Schatz-
funktion T' = ¢g(X1,..., X,) zufillig. Zieht man mehrere Stichproben, so erhdlt man
jeweils andere Realisationen von X1,..., X, und damit auch von T'.

Die Realisation ¢ (konkreter Wert) der Zufallsvariable T' (Variable) heiBt Schdtzwert.

Man hat in der Praxis meist nur eine konkrete Stichprobe und damit auch nur einen
konkreten Wert ¢ von T'. Zur Beurteilung der mathematischen Eigenschaften werden
aber alle denkbaren Stichproben und die zugehorigen Realisationen der Schatzfunktion
T herangezogen.

D.h. beurteilt wird nicht der einzelne Schatzwert als solcher, sondern die Schatzfunktion,
als Methode, d.h. als Regel zur Berechnung des Schatzwerts aus der Stichprobe.

Andere Notation in der Literatur: 9 Schitzer fiir ¥.

Dabei wird nicht mehr direkt unterschieden zwischen Zufallsvariable (bei uns GroBbuch-
staben) und Realisation (bei uns klein). = Schreibe ¥( X1, ..., X},) bzw. ¥(z1,...,z,)
wenn die Unterscheidung bendétigt wird.
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2.2 Punktschatzung

Bsp. 2.2.

Durchschnittliche Anzahl der Statistikbiicher in einer Grundgesamtheit von Studierenden

schatzen.

e Grundgesamtheit: Drei Personen Q = {0, W, 3}

e Merkmal X: Anzahl der Statistikbiicher

X@)=3 X(@)=1 X(@3)=2.
Wahrer Durchschnittswert: y = 2.

e Stichprobe X7, X5 ohne Zuriicklegen (Stichprobenumfang n = 2):

~ ~

X1 = X(wl) X2 = X(LUQ)

wobeli

w1y erste gezogene Person, ws zweite gezogene Person.
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Betrachte folgende moglichen Schatzer:

- X1+ X
i = g(X1,X2)=X="— 5 <
T2 = X1
2 2
T3 — g(Xl,XQ) — §X(2) — §maX(X1,X2)
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