Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.7 Grenzwertsatze und Approximationen

1.7.4 Der zentrale Grenzwertsatz

e Gibt es fiir groBe Stichprobenumfinge RegelmaBigkeiten im Verteilungstyp?

e Gibt es eine Standardverteilung, mit der man oft bei groBen empirischen Untersu-

chungen rechnen kann? Damit kann man dann insbesondere Fehlermargen einheitlich
behandeln.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 240



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.7 Grenzwertsatze und Approximationen

Satz 1.86. [Zentraler Grenzwertsatz]

Seien X1,...,X,, i.i.d. mit (existierendem) Erwartungswert E(X;) und (existierender)
Varianz Var(X;) > 0 sowie

“n \/‘Z \/Var

=1

Dann gilt: Z,, ist asymptotisch standardnormalverteilt, in Zeichen: Z,, ~ N(0;1), d.h.
es gilt fiir jedes z

lim P(Z <z) = O(z2).
N—00 ™ N~
Vertellungsfunktlon Verteilungsfunktion
von Zp, der Standardnormalverteilung
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Fiir die Eingangsfragen gilt also:

e Ja, wenn man die Variablen geeignet mittelt, standardisiert und mit ﬁ reskaliert,
dann kann man bei groBem n naherungsweise mit der Normalverteilung rechnen. Dabei
ist fiir festes n die Approximation umso besser, je ,, symmetrischer” die urspriingliche

Verteilung ist.
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Anwendung des zentralen Grenzwertsatz auf X:

GemaB dem Gesetz der groBen Zahlen weiB man: X,, — E(X;)
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Fiir die Praxis ist es aber zudem wichtig, die konkreten Abweichungen bei groBem aber
endlichem n zu quantifizieren, etwa zur Beantwortung folgender Fragen:

e Gegeben eine Fehlermarge € und Stichprobenumfang n: Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, dass X hochstens um ¢ von 1 abweicht?

e Gegeben eine Fehlermarge € und eine , Sicherheitswahrscheinlichkeit” ~: Wie groB
muss man n mindestens wahlen, damit mit mindestens Wahrscheinlichkeit v das
Stichprobenmittel hochstens um € von p abweicht (Stichprobenplanung)?
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Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt mit © = E(X;) und 0? = Var(X;):

Li Xi—p\ i Xi—np
\/ﬁizl o Vo

’n,)_(n—'n,,u_Xn—u
Jn-o  o/yn

oder auch (,,Standardisierung riichwéarts angewandt")

— 0'2

anC\LJN oy —
n

a
~J

N(0,1)
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Wichtige Anwendung: Approximation der Binomialverteilung

Sei X ~ B(n,m). Kann man die Verteilung von X (jetzt ja nur eine Beobachtung!)
approximieren?

Hier hat man zunachst nur ein X. Der zentrale Grenzwertsatz gilt aber fiir eine Summe
vieler Glieder. ldee: Schreibe X als Summe von biniaren Zufallsvariablen.

X ist die Anzahl der Treffer in einer 7.7.d. Folge Y1, ...,Y,, von Einzelversuchen, wobeli

1 Treffer
0O kein Treffer

Die Y; sind i.i.d. Zufallsvariablen mit Y; ~ Bin(1,7) und es gilt

X=>)Y EY)=r Va®;)=r (1-m)
=1
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Damit lasst sich der zentrale Grenzwertsatz anwenden:

1 E(Y;) 1 > . Yi—n-m
2 v/ Var(Y;) \le \/7r 1—m) v\ /m(1—7)
_ Soo Yi—n-7 & A0, 1)

vn-m(l—m)
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und damit
X — E(X)

Var(X)

PX <3) = (I)( T—n-m )

~N(0,1)

so dass

vn-m(l—m)

falls n groB genug ist.

Man beachte: Ob eine Approximation gut genug ist, ist eine inhaltliche Entscheidung.

Trotzdem werden oft Faustregeln angegeben, ab wann diese Approximation als gut gelte,
z.B.
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Stetigkeitskorrektur: Durch die Approximation der diskreten Binomialverteilung durch
die stetige Normalverteilung geht der diskrete Charakter verloren. Man erhalt als

Approximation P(X = z) = 0 fiir jedes x € N, was gerade fiir mittleres n unerwiinscht
Ist.

Benutze deshalb
P X <zx)=P(X <z+0.5)

bei ganzzahligem x € IN.
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Man erhalt als bessere Approximation

x4+ 0.5 —nm
PX<z)=®
(X <) <\/n7r(17r)>

und damit

P(X=2)=P(X <z+05)—P(X <z—0.5)

~ D a:—1—0.5n7r> _ <x0.5n7r>
<\/n7r(1 — ) vnm(l— )
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Bsp. 1.87. Fiktives Beispiel

Ein Politiker ist von einer gewissen, umstrittenen MaBnahme in seiner Partei liberzeugt
und Uberlegt, ob es taktisch geschickt ist, zur Unterstiitzung der Argumentation eine
Mitgliederbefragung zu dem Thema durchzufiihren. Er wahlt als “Probelauf” 200
Mitglieder zufillig aus und beschlieBt, eine Mitgliederbefragung zu , riskieren”, falls er
in der Stichprobe mindestens 52% Zustimmung erhalt.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe mindestens 52% Zustimmung zu
erhalten, obwohl der wahre Anteil nur 48% betragt?
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1.8 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Im Folgenden Beschriankung auf den diskreten Fall und zweidimensionale Zufallsvaria-
blen.

»Schnelldurchgang unter Bezug auf das Eindimensionale, Statistik | und auf die Tatsa-
che, dass X = x; und Y = y,; Ereignisse sind”

Das Hauptinteresse gilt (entsprechend der Kontingenztafel in Statistik |) der gemeinsa-
men Verteilung

PH{X =z} n{Y =y;})
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Definition 1.88.

Betrachtet werden zwei eindimensionale diskrete Zufallselemente X und Y (zu demselben
Zufallsexperiment, also iiber denselben Grundraum). Die Wahrscheinlichkeit

P(X =x;,Y =y;) = P({X =x;} n{Y =y;})

in Abhangigkeit von x; und y; heilt gemeinsame Verteilung der mehrdimensionalen
Zufallsvariable (3) bzw. der Variablen X und Y.

Randwahrscheinlichkeiten:

Pie = P(X=2x;)= ZP(X =z, Y = y;)
j=1
k
pej = PY =y;)=> P(X =u2,Y =y)
1=1
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Bedingte Verteilungen:

P(Y =y;)
P(Y =y;|X =x;) = P(XPT)?S;J )

Stetiger Fall (nicht klausurrelevant): Zufallsvariable mit zweidimensionaler Dichtefunk-
tion f(x,y):

b d
P(a,ngb,chSd):/ (/ f(a:,y)dy)dx
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Definition 1.89.

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen. Dann heiBt
OXy = Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y)))

Kovarianz von X und Y.

Rechenregeln:

e Cov(X,X) = Var(X)

o Cov(X,Y) = B(XY) - E(X) - E(Y)

o COV(X Y) = Cov(Y, X)

o Mit X =axX +bxy und Y =ayY + by ist

Cov(X,Y) =ax -ay - Cov(X,Y)

e Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2 - Cov(X,Y)
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Definition 1.90.

Zwei Zufallsvariablen X und Y mit Cov(X,Y) = 0 heiBen unkorreliert.
Satz 1.91.

Stochastisch unabhangige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt jedoch
im allgemeinen nicht.

Definition 1.92.

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y. Dann heiBt

_ Cov(X,Y)
\/Var(X) \/Var(Y)

Korrelationskoeffizient von X und Y.

p(X,Y)
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Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten:
° MitX:axX—FbX und Y:ayY—Fby Ist

|/0()~(7)~/)| — ‘p(X, Y)l

o —1<p(X,Y)<1.
e p(X,)Y)=1<—=Y=aX+D

e Sind Var(X) > 0 und Var(Y) > 0, so gilt p(X,Y) = 0 genau dann, wenn
Cov(X,Y) =0.
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Bsp. 1.93. [Chuck-a-Luck:]

X1 Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf 1 gesetzt wird.

X¢ Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf 6 gesetzt wird.
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Kovarianz zwischen X; und Xg:

COU(X17X6) = E(Xl . X6) — E(Xl) . E(XG)

Zur Berechnung von E(X; - Xg) Hilfsvariable Z denken: Z = X - Xg;
dann: E(X - X¢) =E(Z) =) .2 - P(Z = z)

(r1,26) | P(X1 = xgle6 =xg) | ©1- w6 || (x1,26) | P(X1 = xi, X =xg) | 1 6
(—1,-1) % | (—1,3) @ -3
(—1,1) % 1| 3,-1) %Tf -3
(1,—1) % —1 (1,1) @ 1
(—1,2) % —2 (1,2) % 2
(2,—1) 216 —2 (1,2) 916 2
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2 | P(Z =z)-216
3] 1+1=2
—2 | 12+12=24
—1 | 48448 =96
1 | 64+24 =88
2 34+3=06

E(Z) = ) z-P(Z=2),

z€Z
1
alsoE(X1 - Xg) = ((—3)-2+(—2)-24+(—1)-96+1-88+2-6)-%
—50
— 2 02314
516 0.23148
= COV(Xl,Xﬁ) — E(X1 . X6) — E(Xl) . E(X(;)

= —0.23148 — (—0.0787) - (—0.0787) = —0.23768

X1 und Xg sind negativ korreliert.
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