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1.4.3 Stetige Zufallsvariablen

Im Folgenden nur die Grundidee, keine ,,mathematisch saubere” Herleitung.

e Eine stetige Zufallsvariable
X: Q — QX =R
besitzt liberabzahlbaren Ergebnisraum 2x, d.h. jeder Wert innerhalb eines Intervalls
la, b] ist ein mdgliches Ergebnis.

e Vorstellung: Auswertung eines stetigen Merkmals X an zufallig ausgewahlter Person
aus einer Grundgesamtheit. (in Erweiterung der Situation aus 1.50)

e Problem: Den einzelnen Ereignissen kann keine positive Wahrscheinlichkeit mehr
zugeordnet werden: ,,Unendlich oft” positive Werte aufsummieren ergibt immer eine
Zahl > 1 = P(Q)
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Idee zur Erlduterung: Versuche eine stetige Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] zu
konstruieren. Dazu geben wir uns ein diskretes, gleichabstandiges Gitter bestehend aus
n Werten aus (0, 1] vor, also die Werte

1 2 —1
X:{—,—,...,n ,1}.
n n n

Die diskrete Gleichverteilung auf diesem Gitter ergibt die Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(x):P(X:a:):%, Y

= Wahlt man n gerade und lasst nun n — oo, macht man also das Gitter beliebig fein,
so geht die Wahrscheinlichkeit fiir jeden einzelnen Wert gegen Null.
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Tatsachlich gilt fiir jede stetige Zufallsvariable
Px({x}) =0 fiir jedes x € R,

d.h. die Wahrscheinlichkeitsbewertung von Elementarereignissen enthalt keine Informa-
tion mehr. Andererseits bleibt die Wahrscheinlichkeit

P(X <05) =~

1—05
- 2 n

konstant, unabhangig vom Feinheitsgrad des Gitters.
Allgemeiner gilt hier (im Grenzfall) sogar

P(X <xz)=ux, firallez€]l0,1]
= Verteilungsfunktion betrachten, sie enthalt weiterhin die Information liber die Wahr-

scheinlichkeitsverteilung. Im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen ist die Verteilungs-
funktion jetzt allerdings stetig.
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Bem. 1.55.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen ist (nicht mehr durch
die Wahrscheinlichkeitsbewertung der Elementarereignisse mittels der Wahrscheinlich-
keitsfunktion, sondern nur mehr) durch die Verteilungsfunktion

F(z) = P(X < z)

eindeutig festgelegt.

Allgemeiner als zuvor gilt hier

Pla< X <b) = Pla<X<)D)
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Bem. 1.56.

e Stetige Zufallsvariablen sind in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und in der induktiven
Statistik sehr wichtig. Spater wird fast ausschlieBlich mit stetigen Zufallsvariablen
gerechnet.

e Insbesondere ergeben sich Approximationsmoglichkeiten fiir diskrete durch stetige
Zufallsvariablen bei groBeren Stichprobenumfangen. Damit lassen sich zahlreiche Be-
rechnungen vereinfachen (auch wenn die stetige Formulierung zunachst komplizierter
wirkt).
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Typische Verteilungsfunktion: (z.B. zur Beschreibung der Dauer von Arbeitslosigkeit)

A

1a,

F(z) =1 —exp[(—Az)]

Die Kurve ist unterschiedlich steil. Sie hat zwar in keinem Punkt eine Sprungstelle
(P(X = z) =0), aber in jedem kleinen Intervall um z ist:

Plxr—h<X<x+h)=F(x+h)— F(z—h)

durchaus unterschiedlich.
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Die Steigung
lim F(r+h)— F(x—h)
h—0 h
enthalt also wesentliche Information liber P. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 1.57.

Gegeben sei eine stetige Zufallsvariable X mit differenzierbarer Verteilungsfunktion
F(z). Dann heiBt die Ableitung von F'(z) nach z, also

Dichte der Zufallsvariablen X .

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 151



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende

Bem. 1.58.

1.4 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Man kann zeigen, dass man die Definition allgemein auch dort anwenden kann, wenn
die Funktion ,, nur stiickweise differenzierbar® ist.

Umgekehrt erhdlt man aus der Dichte die Verteilungsfunktion durch Integration:
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Satz 1.59.

In der Situation der obigen Definition gilt

ﬂ@—jﬂmm

und damit fiir beliebige reelle Zahlen ¢ und b mit a < b

Pla<X<b) = Pla<X<b)=Pla<X<b)
= Pla< X <b)
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Bem. 1.60.

Jede Funktion f auf R mit f(x) > 0 fiir alle = und

/_Zf(x)dle

kann als Dichte verwendet werden.

Alternative Definition stetiger Zufallsvariblen: Eine Zufallsvariable X heiBt stetig,
wenn es eine Funktion f(x) > 0 gibt, so dass fiir jedes Intervall |a, b]

b
Pla< X <b) = /f(a:)dx (= Flache zwischen a und b unter der Funktion)

a

gilt.
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Bsp. 1.61.

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion

(0 z <0
F(r)=4 -z z€]0,40]
\1 x > 40

Bestimmen Sie die Dichte f(xz) von X, skizzieren Sie f(x) und interpretieren Sie f(x)
anschaulich!

Skizze zu F(x):
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Bei der Modellbildung geht man auch haufig umgekehrt vor: Gegeben ist eine Dichte,
die die Verteilungsfunktion eindeutig bestimmt.

Man erhalt die Verteilungsfunktion durch

Flr)=P(X <z)= / f(u) du

und das WahrscheinlichkeitsmaBB P liber

b

P(a<X§b):/f(a:) dz.

a
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Bsp. 1.62.

Gegeben sei die Funktion

) = c-x z € [0,1]

0 sonst.

a) Wie ist ¢ zu wahlen, dass f. eine Dichte ist?

b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion und P(X € [1,3])!

alternativ:
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1.4.4 Lebensdauern; Hazardrate und Survivorfunktion

Moderner Zweig vieler empirischer Untersuchungen: Lebensdaueranalyse bzw. allgemei-
ner Ereignisanalyse. Im Folgenden nur eine kurze Einfiihrung, weiterfiihrende Texte sind
z.B. mit einem Schwergewicht auf sozialwissenschaftlichen Anwendungen:

e Rohwer und Potter (2001): Grundziige der sozialwissenschaftlichen Statistik, So-
ziologische Grundlagentexte (Teil Il). Beltz Juventa

e Blossfeld, Hamerle, Mayer (1986): Ereignisanalyse: Statistische Theorie und An-
wendungen in den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften. Campus.

e Diekmann und Mitter (1984): Methoden zur Analyse von Zeitverldufen. Teubner.

e Blossfeld und Rohwer (1995): Techniques of Event History Modelling. Erlbaur.

e Briiderl, Josef, Peter Preisendorfer and Rolf Ziegler (1996): Der Erfolg neugegriinde-
ter Betriebe: Eine empirische Studie zu den Chancen und Risiken von Unterneh-

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 159



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.4 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

mensgrindungen [The Success of Newly Founded Firms: An Empirical Study/
Berlin: Duncker & Humblot. 309 pages. 2. edition 1998. 3. enlarged edition 2007.
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Betrachtet wird die ZufallsgroBe , Zeit bis zu einem Ereignis”, z.B. Tod, Riickkehr
aus Arbeitslosigkeit, Konkurs. Um den zeitlichen Aspekt (time) zu betonen, wird die
interessierende Zufallsvariable haufig mit 1" statt mit X bezeichnet.

Bedingt durch die spezielle Anwendung, werden in der Lebensdaueranalyse meist nicht
die Dichte oder die Verteilungsfunktion betrachtet, sondern alternative Charakterisie-
rungen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Satz 1.63.

i) Die Verteilung einer nicht negativen, stetigen Zufallsvariable X wird eineindeutig
sowohl durch die Uberlebensfunktion (Survivorfunktion)

S(x):= P(X > x)

als auch durch die Hazardrate

< < >
Az) = lim Plr < X <x+h|X >2x)
h—0 h

beschrieben.
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ii) Es gelten folgende Zusammenhinge (mit exp(z) := €?)

S(x) = 1—F(x)

Zur Interpretation der Hazardrate: (Formel am geschicktesten oft von innen nach auBen
zu lesen)

e Beachte: A\(z) kann Werte zwischen 0 und unendlich annehmen, ist also insbesondere
keine Wahrscheinlichkeit.
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e Sehr anschauliches Instrument zur Beschreibung von Lebensdauerverteilungen.
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Dichtefunktionen im Weibull-Modell
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1.4 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Funktionen im Weibull-Modell // Ma stab auf Ordinate nicht einheitlich
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Hazardraten im Weibull-Modell
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Survivorfunktionen im Weibull-Modell
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Verteilungsfunktionen im Weibull-Modell
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Hazardrate einer beispielhaften log—logistischen Verteilung

00 02 04 06 08 1.0
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1.4.5 Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen

Definition 1.64.

Zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Verteilungsfunktionen F'x und Fy heiBen
stochastisch unabhdngig, falls fiir alle z und y gilt

PHX <zjn{Y <y}) = P{X <z})- P{Y <y}) = Fx(z) - Fy(y),

andernfalls heiBen sie stochastisch abhangig.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 171



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.4 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Bem. 1.65.

e Entspricht der Definition der Unabhangigkeit fiir die Ereignisse

{X <z} und {Y <y}

(wird hier allerdings fiir alle moglichen Werte von x und y gefordert!).

e Fiir diskrete Zufallsvariablen kann man alternativ fordern, dass
P X=xY=y=PX=x) PY =y)

fir alle z und y gilt.
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