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1 Einfithrung und erste Grundbegriffe

1.1 Vorbemerkungen zur Organisation, Bedeutung und Struktur der
Veranstaltung

1.2 Was soll Statistik (nicht)?

1.3 Literatur

1.4 Grundbegriffe

Notation Merkmale werden typischerweise mit Gro3buchstaben bezeichnet (X, Y, Z, etc.),
Ausprigungen mit dem zugehorigen Kleinbuchstaben (z, y, z). Der Wertebereich wird mit
Wa, Wy, W, bzw. W bezeichnet.

Formal ist jedes Merkmal eine Funktion.

Merkmalstypen

e Stetige, quasi-stetige und diskrete Merkmale
e Skalenniveaus

e Qualitative und quantitative Merkmale
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2 Haufigkeitsverteilungen

Ausgangssituation An n Einheiten wy,...,w, sei das Merkmal X beobachtet worden. Die
verschiedenen potentiell méglichen Merkmalsauspriagungen werden mit aq, ..., a; bezeichnet.

2.1 Haufigkeiten

Absolute Haufigkeiten der Merkmalsauspragungen Fiir jedes aj, j = 1,...,k, bezeichnen
h; und h(a;) die absolute Haufigkeit der Auspragung a;, d.h. die Anzahl der x; aus z1,..., 2z,
mit z; = a;.

Formal:
hj = h(a;) == {w € Q| X(w) = a;}].
Es gilt:
k
hj = n.
j=1
Relative Haufigkeiten der Merkmalsauspragungen Fiir jedes a;, j = 1,..., k, bezeichnen f;

und f(a;) die relative Hiufigkeit der Auspragung a;, also

b
fi = flag) == .
f1, fo, ..., fr nennt man die relative Hdufigkeitsverteilung.
Es gilt:
k
Y fi=1
j=1
Haufigkeitstabelle
J aj h; fj
1 ap hy fi
2 az ho f2
3 as hs /3
k ag h, Tk
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2.2 Grafische Darstellung

2.3 Histogramm

2.4 Kumulierte Haufigkeiten und empirische Verteilungsfunktion

Definition Gegeben sei die Urliste z1,...,z, eines (mindestens) ordinalskalierten Merkmals
mit der Hiufigkeitsverteilung hq, ..., hx bzw. fi,..., fi.
Dann heif3t

H@)= Y o) = 3 by

jia;<z jia;<w

absolute kumulierte Haufigkeitsverteilung und

relative kumulierte Hdufigkeitsverteilung bzw. empirische Verteilungsfunktion.

Gruppierte Daten

e k Klassen [cp, 1), ..., [¢j-1,¢5),- -, [ck—1,ck), h; Hiufigkeit in j-ter Klasse,
=1,k

e Verwende bei einem x aus der Klasse [¢j_1,¢;) als Approximation fiir H(z) folgenden,
aus der linearen Interpolation gewonnenen, Punkt:

H(e) % Hlej1) + s (o= ey

(¢j = ¢
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3 Lage- und Streuungsmale

3.1 Arithmetisches Mittel und Varianz

Definition (Arithmetisches Mittel) Sei z1,...,z, die Urliste eines (mindestens) intervalls-
kalierten Merkmals X. Dann heift .
1
T = — Z €X;
i3

das arithmetische Mittel der Beobachtungen z1, ..., zy.

Alternative Berechnung basierend auf Haufigkeiten Hat das Merkmal X die Ausprigungen
ai,...,a und die (relative) Haufigkeitsverteilung hq,..., hy bzw. fi,..., fx, so gilt:

k k
_ 1
Tr = g Zajhj = Zajfj.
j=1 j=1
Definition (Varianz) Sei zi,...,z, die Urliste eines intervallskalierten Merkmals X. Dann
heilen
1 n
53( = E Zl(l'l - i‘)Q
1=

die (empirische) Varianz oder Stichprobenvarianz und

Sx ::\/ég(

die empirische Streuung, Stichprobenstreuung oder Standardabweichung von X.

Alternative Berechnung basierend auf Haufigkeiten Sind die Ausprigungen aq, ..., ax mit
(relativer) Haufigkeitsverteilung hq, ..., hx bzw. fi1,..., fr gegeben, so gilt

1 k k
5% = - > hila; —2)* = fila; — 1)
=1

Verschiebungssatz Es gilt
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Korrigierte empirische Varianz Sei z1,...,xz, die Urliste eines intervallskalierten Merkmals
X. Dann heifit .
1
2 . 2
SX 1= z;(acz z)
1=

die korrigierte empirische Varianz oder korrigierte Stichprobenvarianz von X.

Satz (Arithmetisches Mittel und lineare Transformationen) Gegeben sei die Urliste z1, ...,z
eines (mindestens) intervallskalierten Merkmals X. Betrachtet wird das (linear transformierte)
Merkmal Y = a - X + b und die zugehérigen Ausprigungen y1,...,Yn.

Dann gilt fiir das arithmetische Mittel 4 von Y:

J=a-T+b.
Satz (Varianz und lineare Transformationen) Sei zi,...,x, die Urliste eines mindestens
intervallskalierten Merkmals X mit Sx > 0 und y, ..., y, die zugehorige Urliste des Merkmals
Y =a-X +b. Dann gilt

=2 2 =2

Sy =a - Sy

und
Sy = |a] - 5x.

Definition (Arithmetisches Mittel bei gruppierten Daten) Sei X ein intervallskaliertes Merk-

mal, das in gruppierter Form mit k& Klassen [co, 1), [c1,¢2), ..., [ck—1, ck] erhoben wurde. Mit
7 ¢ =1,...k, als absoluter Haufigkeit der /—ten Klasse, f/ als zugehoriger relativer Hiufigkeit
und my := CH% als der jeweiligen Klassenmitte definiert man als arithmetisches Mittel fiir

gruppierte Daten

k k
= . 1 h/ _ /
Lgrupp = E My = ffmf-
(=1 (=1

Satz (Arithmetisches Mittel bei geschichteten Daten) Zerfiillt die Grundgesamtheit in z
Schichten, so kann Z aus den Schichtmitteln z9), £ = 1,..., z, berechnet werden:

- % S n®z0).
/=1

Dabei bezeichnet n(¥) die Anzahl der Elemente in der /-ten Schicht.
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Satz (Varianz bei geschichteten Daten) — Varianzzerlegung / Streuungszerlegung

e Schicht 1,...,¢,...,z

e Besetzungszahlen n, ... n® ... n(); S =n
e Mittelwerte :E(l), ... ,:E(g), ... ,:E(Z)
. ~o(1 ~o ~o(z
e Varianzen 3% ), .. .,s2< ), .. .,s2< )
1 z
. =2 L 0) 20
Mit Sinnerhalb - E Zn( )S
/=1
. ) z)?
sowie zw1schen = Z n
. 22 22 =2
gllt 8" = Sinnerhalb + Szwischen*

3.2 Median & Quantile

Defintion (Median) Gegeben sei die Urliste z1,...,x, eines (mindestens) ordinalskalierten
Merkmals X. Jede Zahl x,,.q mit

|{Z|xz < xmed}’ ’{Z’xz > wmed}’

> 0.5 und > 0.5
n n
heifit Median.
Definition (Quantile) Gegeben sei die Urliste z1, ..., z, eines (mindestens) ordinalskalierten
Merkmals X und eine Zahl 0 < o < 1. Jede Zahl x, mit
N < >
[{i]z: < 2o} >a und [{ilzi > wa}| >1—a
n n
hei3t « - 100%-Quantil.
Spezielle Quantile
e Median: xg5 = Tmed-
° Quartile: 20.25, L£0.75-
e Dezile: 0.1, £0.2y «--5 0.8y L0.9-

Alternative Definition des Medians iiber die geordnete Urliste

N[ =
A

1)) fiir n gerade

ﬂ
Lmed ‘= 2 .
(n) fiir n ungerade
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Satz (Verhalten unter Transformation) Sei x1,z9,...,z, die Urliste eines (mindestens) or-
dinalskalierten Merkmals X und g eine monotone Funktion.

i) Ist zpeq ein Median von X, so gilt mit y; = g(z1),...,yn = g(x,) als Urliste des Merk-
mals Y = g(X):
Ymed = g(xmed)

ist ein Median von Y.

ii) Fordert man zusitzlich, dass g(-) monoton steigend ist, so gilt die entsprechende Aussage
fiir beliebige Quantile.

Bei gruppierten Daten gilt fiir alle a € (0,1) und alle a—Quantile z,: Die Gruppe, in der z,
liegt, ist ein a—Quantil fiir das gruppierte Merkmal Xgypp.

3.3 Modus
Definition Sei z1,...,x, die Urliste eines nominalskalierten Merkmals mit den Auspridgungen
ai,...,ax und der Haufigkeitsverteilung hi, ..., hy, so heiBt aj« Modus p,,q genau dann, wenn

hje > hy, fiir alle j = 1,... k.

3.4 Ein kurzer Vergleich der LagemaBe und einige Bemerkungen

3.5 Geometrisches und harmonisches Mittel

Definition (Geometrisches Mittel) Sei Q = {0,...,n} eine Menge von Zeitpunkten und
bo, b1, ...,by, mit b; := B(i) die Urliste eines Merkmals B.
Firi=1,...,n heifit

der i-te Wachstumsfaktor und

die i-te Wachstumsrate.
Dann bezeichnet man

3=

1
n n
Tgeom ‘= (H xz> = (z1-22 ... Ty)
=1

als das geometrische Mittel der Wachstumsfaktoren x1, ..., xy.

Es gilt
bn - bO : (jgeom)n-
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Definition (Harmonisches Mittel) Sei zi,...,x, mit x; # 0 fiir alle ¢ die Urliste eines
verhéltnisskalierten Merkmals X. Dann heif3t

1

Thar ‘= ——{
1 Z 1
n T;

i=1 """

das harmonische Mittel der x4, ..., x,.

3.6 Weitere Streuungsmalle

Variationskoeffizient Ist z > 0, so heifit die Grofie

i

X
VX ‘= —
T

Variationskoeffizient des Merkmals X.

Inter-Quartils-Abstand Sind xg 95 und x 75 das obere und das untere Quartil eines Merkmals,
so heif3t
dox = xo.75 — %0.25

der Interquartilsabstand.

Median-Absolute-Deviation Der Median der Werte |z; — Zyned|, ¢ = 1,...,n, heiit Median-
Absolute-Deviation von X (M ADx).

Spannweite Die Grofle
Rx =2 =z

heifit Spannweite von X.

3.7 Boxplot
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4 Konzentrationsmessung

Durchgidngige Annahmen in diesem Kapitel

o X sei ein verhdltnisskaliertes Merkmal (mit Urliste x1, ..., zy)

n
e x; > 0, firalles = 1,...,n, und le > 0 (d.h. mindestens ein Wert ist von Null
i=1
verschieden)

e Betrachtet werden die der Gréfle nach geordneten Daten:
T ST S S Tw)
4.1 Relative Konzentrationsmessung

4.1.1 Lorenzkurve

Definition Sei

7
und
J J
Z%’) Zw(i)
i=1 i=1
Uj :

DI BLD
i=1 i=1

dann heifit die stiickweise lineare Kurve durch die Punkte (0,0), (ui,v1), (u2,v2), ..., (tn,vy)
= (1,1) Lorenzkurve.

Berechnung iiber die Haufigkeiten Sind die relativen/absoluten Haufigkeiten fi,. .., fx bzw.
hi,...,h der der Grifle nach geordneten Merkmalsauspragungen a1 < as < ... < ax gegeben,
sogilt fir j=1,...,k
I p, J
up=y = fi=Fla)
=1 =1

und

J
dhirar Y fira
_ 1=1 _
== = :
dhicar Y fira
=1

Uj
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Berechnung bei klassierten Daten Bei klassierten Daten mit den Klassen
[co,c1),[c1,¢2), ..+, [ck—1,ck] und Klassenmitten m; = cl%m (mit [ = 1,...,k ) verwendet

man als Approximation

J J
S hiem Y fimg
_ =1 _ =1

Uj =% =% .
S hieme Y fomy
I=1 =1
4.1.2 Gini-Koeffizient
Definition Gegeben sei die geordnete Urliste z(1), z(g), . . . , ¥(p) €ines verhéltnisskalierten Merk-
mals X. Dann heifit
n
2D i
G . i=1 _ n+ 1
= - -
03
i=1
Gini-Koeffizient und
Gnrorm . — n .
n—1

normierter Gini-Koeffizient (Lorenz-Miinzner-Koeffizient).

Bemerkung Betrachtet man die geordneten Auspriagungen a; < a2 < ... < ag mit den
H#ufigkeiten hq, ho, ..., hg, so gilt

k k
> (uy +w)fi-a > (e +w)h - .
G="5 —1== —1=1-> filv1+v)

k k
d fira > hia =
=1 =1

mit

1 J
uj:nlz;hl und  wug :=0.

4.1.3 Quantilsbezogene relative Konzentrationsmessung

Sei 0 =:ap <a; <...<o <...<ag1 <1=: a4 cine Einteilung der Abszisse und z;
derjenige Merkmalsanteil, der auf die 1-te Quantilsgruppe entfillt. Dann ergibt sich die Kurve
durch die Punkte (u},v}) mit

uj =«a; und vl*zg zr

r<l
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Berechnung des Gini-Koeffizienten

Unter der Annahme, dass in der jeweiligen Quantilsgruppe alle Einkommen gleich sind, so hat
man H&ufigkeitsdaten mit den Ausprigungen ai,as,...,ap vorliegen, d.h. q; ist der Wert in
der [-ten Quantilsgruppe und man erhélt

k
> (g +u))ff -

mit

fl* =01, l= L...,q
4.1.4 Einige weitere quantilsbasierte Malle
Robin-Hood-Index

e Aquidistante Einteilung der Abszisse

e Wie viel miisste den Reichen weggenommen werden, um zu einer Konzentration von 0
zu kommen?

e Ermittle fiir jede Quantilsgruppe mit einem Anteil von hochstens o = % den Abstand
ihres Anteils zu !

e Aufaddieren der positiven Absténde liefert den Robin-Hood-Index.

Quantilverhdltnisse
Bilde das Verhiltnis von (1 — «)- und a-Quantil, zum Beispiel:

209 Dezilverhiltnis (falls z91 > 0).

Zo.1
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4.2 Absolute Konzentrationsmessung

Definition (Konzentrationsrate) Sei 0 < (1) STr) <. STy die geordnete Urliste eines

n
verhéltnisskalierten Merkmals mit sz > 0. Mit

=1

L)

PG) -

.: n
L
j=1

heif3t

n

CRyi= > p

i=n—g+1

Konzentrationsrate (vom Grade g).

Definition (Herfindahl-Index) Sei 0 < z) < Zg) < ... < Ty die geordnete Urliste eines

n
verhéltnisskalierten Merkmals mit Z:c, > 0. Mit
i=1

L)

IZOK

-: n
K
i=1

heifit . .
— 2 _ 2
H =) vy =2 pi
i=1 i=1
Herfindahl-Index.
1
Bemerkung Die Grofie 1 — H wird auch als Rae-Index bezeichnet. Vi heifit Zahl der effektiven
Parteien (Marktteilnehmer).
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5 Assoziationsmessung in Kontingenztafeln

5.1 Multivariate Merkmale

5.2 Kontingenztafeln und bedingte Verteilungen
5.2.1 Gemeinsame Verteilung, Randverteilung, Kontingenztafel

Betrachtet wird ein zweidimensionales Merkmal (X,Y") bestehend aus den diskreten Merk-
malen X und Y und die zugehérige Urliste (z1,y1), (z2,92), .., (Tn, yn). Wir wollen ferner
annehmen, dass X und Y nur endlich viele (,,wenige®) verschiedene Werte ay,...,a;,...,a
bzw. by,...,bj,... by annehmen kénnen.

Gemeinsame relative und absolute Haufigkeitsverteilung

hz‘j :h(ai,bj),’i:1,...,k,j:1,...,m

Anzahl von Beobachtungen mit = a; und y = b;.

fij :hw/n: f(ai,bj), 7= 1,...,]€, j = 1,...,m
Anteil von Beobachtungen mit z = a; und y = b;.

Man nennt (h;;) und (fi;), i =1,...,k,j = 1,...,m, die gemeinsame Verteilung von (X,Y)
in absoluten bzw. relativen Haufigkeiten.

Kontingenztafel / Kontingenztabelle / Kreuztabelle

Darstellung der Haufigkeiten in Form einer (k x m)-dimensionalen Héufigkeitstabelle

e Kontingenztafel der absoluten Haufigkeitsverteilung:

by - b e b
ap | hi1 -+ hy oo+ him | hie
ag | ha1 -+ hoj -+ hop | hoe
a; | hiv -+ hy o him | hie
ag | hgr -+ hkg o0 Rk | Pie
hei -~ hej -~ hem 1

mit den Randverteilungen
hi.:hi1+...+him:h(ai),’L'Zl,...,k‘, fir X

und
hej = hij+ ...+ hij = h(bj), j =1,...,m, firYy.
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e Kontingenztafel der relativen Haufigkeitsverteilung:

by b; b
ay | f11 J1j fim
az | fa1 fo; fom
ai | fi f;j fi.m
ag fl:cl fl;:j fk.m

fol fo] fom

flo
f2o

fie

fre
1

h ..
mit der relativen Haufigkeiten f;; = — und den Randverteilungen
n

und

ij =

fio:%:f¢1+...+fim=f(ai),i:1,...

h

5.2.2 Okologischer Fehlschluss

5.2.3 Graphische Darstellung der gemeinsamen Verteilung

5.2.4 Bedingte Haufigkeitsverteilungen

#j:flj—l-...'f‘fkj:f(bj)vj:17"'

7k7

’m’

fir X

fir Y.

Definition Seien h;e > 0 und hej > 0 fiir alle 7, j. Fiir jedes ¢ = 1,...,k heif}t

fyix (bi]a;) :=

hi1

hio N

_ h(ai, br)

h(ai) ’

c fY|X(bm’ai) =

him
hio B

o h(ai, bm)

h(a;)

bedingte (relative) Héufigkeitsverteilung von Y unter der Bedingung X = a;.
Analog heif3t fiir jedes j =1,...,m

fxpy(ai|by) :==

hlj

hej

_ h(a1,b))
h(bj)

ey

Ixy(axlb;) ==

hu;

_ h(ak, b])
hej

h(bj)

bedingte (relative) Haufigkeitsverteilung von X unter der Bedingung Y = b;.

Bemerkung Bedingte Verteilungen werden immer als relative Haufigkeiten ausgedriickt. Fiir

die Berechnung gilt

und analog

fxpy (ailb;) =

frix(bjla;) =

h

o)

>
<

_ Ji

. f.]
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5.3 (Empirische) Unabhingigkeit und x?
5.3.1 (Empirische) Unabhangigkeit

Definition Die beiden Komponenten X und Y eines bivariaten Merkmals (X, Y") heifien von-

einander (empirisch) unabhingig, falls fir alle i =1,...,kund j=1,...,m

fyix (bjla;) = foj = f(b))

und
fX|Y(ai‘bj) = fie = f(ai)
gilt.

Satz

a) Es geniigt, entweder oder zu iiberpriifen: Mit einer der beiden Beziehungen gilt auch

die andere.

b) X und Y sind genau dann empirisch unabhéngig, wenn fiir alle i = 1,...k und alle j =

1,...m gilt:
fij = fio - [foj-
c) Gleichung ist dquivalent zu
hzo : hoj
hij = "
5.3.2 x2-Abstand, x2-Koeffizient
Definition Mit e h
hlj — Z.n e)
wird definiert: .
2y % (hij — hij)?
X = P
i=1 j=1 ij

Alternative Berechnung von x? in Vierfeldertafeln

o n-(hithog — highar)?

X = hloh2oholho2

(3)
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5.3.3 x>?-basierte MaBzahlen

Kontingenzkoeffizient nach Pearson

K = X
n+ x?
Korrigierter Kontingenzkoeffizient
K
K* =
Kmax

mit

P min{k,m} — 1
e min{k,m}

Kontingenzkoeffizient nach Cramér (Cramérs V')

_ X?
V= \/n - (min{k, m} — 1)

_ \/ X
maximaler Wert

Phi-Koeffizient ® (entspricht dem Cramérs V bei der Vierfeldertafel (k = m

_ X
V= \/n - (min{k,m} —1)

mit ergibt sich also

hi1haa — hi2hot
V h10h20h01h02

b —

Lasst man die Betragsstriche weg, so erhélt man den signierten Phi-Koeffizienten oder Punkt-

Korrelationskoeffizienten

o — hithoa — hi2ho1
° V hloh2oholh02 ’

der hdufig ebenfalls als Phi-Koeffizient bezeichnet wird.
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5.4 Weitere Methoden fiir Vierfeldertafeln

Risiko Aus der medizinischen Statistik kommend wird die bedingte relative Héufigkeit f(b;|a;)
oft auch als Risiko fiir b; unter Bedingung a; bezeichnet:

hi; .
R(bjlai) = fyx(bjlai) = hfj i,7=1,2.

Relatives Risiko Fiir eine Vierfelder-Tafel heifit

_ Jyix(bilar) by /b
" Jfyix(bila2)  hoi/hoe

RR(by)
relatives Risiko fiir by.

Prozentsatzdifferenz Die Grofie

d%(bs) == (fyix(bjlar) — fyx(bjlaz)) - 100, j=1,2

heifit Prozentsatzdifferenz fiir b;.

Odds Die Grofle R(bn|as)
L 1|a4
OWulas) = =g 11an

heifit Odds oder Chance von b unter der Bedingung a;.

Odds Ratio (Kreuzproduktverhiltnis) Es gilt:

O(bilar)  hi1 - hoo

OR(b) = O(bilag) — hiz - hat

Yules Q Die Grofle
hi1 - hag — hi2 - hoy

hi1 - hao + hi2 - hoy

Q=

heiflt Yules Q.
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5.5 PRE-MaBe (PradiktionsmaBe)

Definition (PradiktionsmaB) PRE = Proportional Reduction in Error

B, — B, B,
PRE="1_"2_1_2
B B

wobei

FE : Vorhersagefehler bei Modell 1
FE5 : Vorhersagefehler bei Modell 2

Guttmans Lambda

Ay — i=1
v n — max(ha;)
J
Z max(h;j) | — max(hie)
Ap = VT
X = p——
k m
Z max(h;j) + Z max(h;j) — max(he;) — max(hje)
i=1 j=1
A=

m k 2 m
Yy oy
3 3 70 3 *J
]21121 ]21
Ty = pes
2
1_Zf']
Jj=1
k. m f2 k
DD
70
i=1j=17% =1
Ty =
X k
2
1-> fi
i=1
m k 2 E m 2 m k
fij fw 2 2
DD IR D BD Dt B R DY i
j=14i=1 7" =1 j=1 j=1 i=1
T =
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5.6 Zusammenhangsanalyse bivariater ordinaler Merkmale

Definition (Konkordante Paare) Gegeben sei die Urliste eines bivariaten Merkmals (X,Y),
wobei X und Y jeweils ordinales Skalenniveau besitzen. Ein Paar (i,j),7 # j, von Einheiten
mit den Auspragungen (x;,v;) und (x;,y;) heifit

a) konkordant (gleichliufig), falls entweder
(x; > xj und y; > y;) oder (x; <z; und y; < yj)
gilt.
b) diskordant (gegenléufig), falls entweder
(x; > xj und y; < y;) oder (z; <z;und y; > y;)
gilt.
c) ausschliefllich in X gebunden, falls
(zi = z; und y; # yj)
d) ausschliefllich in 'Y gebunden, falls
(x; # x; und y; = y;)
e) in X undY gebunden, falls
(x; = z; und y; = y;)
Ferner bezeichne
e ( die Anzahl der konkordanten Paare,
D die Anzahl der diskordanten Paare,

Tx die Anzahl der Paare mit Bindungen ausschliellich in X,

Ty die Anzahl der Paare mit Bindungen ausschliellich in Y,

Txy die Anzahl der Paare mit Bindungen in X und Y.

Definition (74, 7 und ~ fiir ordinale Daten) Die Zusammenhangsmafe fiir ordinale Daten

heiflen
_C-D
Ta -= n(n—1)
2
Kendalls Tau a,
C—-D

Ty =

V(C+D+Tx) - (C+D+Ty)

Kendalls Tau b und
C—-D

C+D

V=

Goodmans und Kruskals Gamma.

5.7 Drittvariablenkontrolle
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6 Korrelationsanalyse: Zusammenhangsanalyse stetiger Merkmale

6.1 Korrelationsanalyse

6.1.1 Streudiagramm, Kovarianz- und Korrelationskoeffzienten

6.1.2 Streudiagramme (Scatterplots)

6.1.3 Kovarianz und Korrelation

Definition Gegeben sei ein bivariates Merkmal (X,Y) mit metrisch skalierten Variablen X
und Y mit 33 > 0 und 32 > 0. Dann heiflen
1 n
Cov(X,Y) == (2 —Z) - (i — J)

n-
=1

(empirische) Kovarianz von X und Y,

Q(X,Y) _ =1
i =22 | (v —9)?
i=1 =1

(empirischer) Korrelationskoeffizient nach Bravais und Pearson von X und Y, und
Ry = (o(X,Y))?

Bestimmtheitsmaf$ von X und Y.

Verschiebungssatz
n

1
Cov(X,Y) = - inyi - Ty
i=1

n
E TiYyi —NTY
i=1

n

n
2 _ 72, 2 _ 2
=1

=1

und damit

o(X,Y) =
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Transformation o(X,Y) und R%, sind invariant gegeniiber streng monoton steigenden li-
nearen Transformationen. Genauer gilt mit X :=a- X +bund Y :=c-Y +d

oX,Y)=p(X,Y) fallsa-c>0
und o
o(X,Y)=—p(X,Y) fallsa-c<0.
6.1.4 Weitere Korrelationskoeffizienten

Punkt-Korrelationskoeffizienten Anwendung des Korrelationskoeffizienten nach Bravais-Pearson
auf dichotome nominale Merkmale

e dichotome nominale Merkmale kodiert mit 0 und 1
e Der Punkt-Korrelationskoeffizienten ist identisch zu ® aus Kapitel 5.3

Punkt-biseriale Korrelation Anwendung des Korrelationskoeffizienten nach Bravais-Persion
auf eine dichotome und eine metrischen Variablen.

Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman

e Wir betrachten ein bivariates Merkmal (X,Y"), wobei X und Y nur ordinalskaliert sind,
aber viele unterschiedlichen Auspragungen besitzen.

e Man rechnet statt mit Beobachtungen (x;,y;)i=1,..» mit Réngen (rg(x;),rg(yi))i=1,...n-
Dabei ist
I‘g(.’L’Z‘) =j = x; = T(5)s
e Liegen keine Bindungen vor, rechnet man direkt mit den Réngen.
e Liegen Bindungen vor, so nimmt man den Durchschnittswert der in Frage kommenden

Range.

Definition (Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman)

n 2
> retes) o)~ (5 )
05(X,Y) := =1

zn:(rg(xim - <n42r 1>2 i(rg@i))z —-n <n42r 1>2

i=1 =1

heifit (empirischer) Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman.

Liegen keine Bindungen vor, so gilt

QS(X,Y)=1—$

wobei d; := rg(x;) — rg(yi).
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6.2 Regressionsanalyse I: Die lineare Einfachregression

Definition Gegeben seien zwei metrische Merkmale X und Y und das Modell der linearen
Einfachregression
yi=Bo+ Brxvi+e;, i=1,...,n.

Dann bestimme man ﬁo und Bl so, dass mit
€i = Yi — Ui

=y — (Bo + frzi)
das Kleinste-Quadrate-Kriterium

n
2
>
i=1

minimal wird. Die optimalen Werte BO und Bl heiflen KQ-Schitzungen, €; bezeichnet das i-te
(geschitzte) Residuum.

Satz Fiir die KQ-Schétzer gilt:

6.2.1 Modellanpassung: BestimmtheitsmaB und Residualplots

Streuungszerlegung
SQT = SQR+ SQF

mit
o SQT =31, (i —9)°
(Gesamtstreuung / Gesamtvariation der y;: ,,sum of squares total®)

o SQR := Z?:l (@z - yi)2

(Residualstreuung / Residualvariation: ,,sum of squared residuals®).

e SQE :=SQT —SQR=>"" (9 — 7)?

(durch das Regressionsmodel erkliarte Streuung:, sum of squares explained*)
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Bestimmtheitsmal
SQT — SQR  SQE

sSQT - SQT
Es gilt:
SQE R2

6.3 Multiple lineare Regression

Modeligleichung

y = Bo + Bix1i + Paxai + ... + Bpapi + €

Dabei bezeichnet x;; den fiir die i-te Beobachtung beobachteten Wert der Variablen X7, ;o

den Wert der Variablen Xs, usw.

KQ-Prinzip Bestimme 30,31, 62, . ,Bp so, dass mit

der Ausdruck .
>
i=1

minimal wird.

Bestimmtheitsmal

w2 _ SQE
SQT
Korrigiertes Bestimmtheitsmal3
52 n—1 2
=1-—(1-
R —— (1-R*)

Ei=Yi — Ui = Yi— (Bo + Bwu + Bziﬁm‘ + ...+ Bpivpi)

6.3.1 Schema eines Computer-Outputs einer multiplen Regression

Estimate Std. Dev. t Sig.
(Intercept) Bo &0 To p-Wert
X1 @1 5—1 Tl "
Xo B2 b2 Ty
Xp Bp Op T
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6.4 Nominale EinflussgroBen in Regressionsmodellen, Varianzanalyse

Dichotome Kovariable Dichotome Variablen kénnen, sofern sie mit 0 und 1 (wichtig!) kodiert
sind, ebenfalls als Einflussgréfien zugelassen werden.

Dummykodierung Mache aus einer kategorialen Variablen mit & Auspriagungen
(k — 1) Variablen mit den Ausprigungen 0 und 1. Diese k — 1 Dummyvariablen diirfen dann
in der Regression verwendet werden.

Interaktionseffekte Wechselwirkung zwischen Kovariablen lassen sich durch den Einbezug
des Produkts als zusétzliche Kovariable modellieren

Yi = Bo + Brx1i + Paxo; + 3 x1i - T2 + €5

Varianzanalyse Ist ein nominales Merkmal X mit insgesamt k verschiedenen Auspriagungen
die einzige unabhingige Variable, so fiihrt die Regressionsanalyse mit den entsprechenden k£ —1
Dummyvariablen auf die sogenannte (einfaktorielle) Varianzanalyse:

Das zugehorige Bestimmtheitsmaf wird iiblicherweise mit n? bezeichnet:

k
nA(a_ 7)2
) SQE _ ; o
- SQT ko ny
DD (i -
Jj=11i=1

n? und 1 = /n? werden auch als MaBe fiir den Zusammenhang zwischen einer metrischen
Variable und einer nominalen Variable verwendet.

6.5 Korrelation und ,, Kausalitat*
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