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4 Konzentrationsmessung

Durchgdngige Annahmen in diesem Kapitel

e X sei ein verhdltnisskaliertes Merkmal (mit Urliste x1,...,2y,)

n
e xr; > 0, fir alle s = 1,...,n, und Z:cz > 0 (d.h. mindestens ein Wert ist von Null
i=1
verschieden)

e Betrachtet werden die der Grofle nach geordneten Daten:
TW) ST S S )
4.1 Relative Konzentrationsmessung

4.1.1 Lorenzkurve

Definition Sei

=2
)
und
J J
Z L) Z L)
=1 =1
J n — n
DIE DI
i=1 i=1
dann heifit die stiickweise lineare Kurve durch die Punkte (0,0), (u1,v1), (u2,v2), ..., (Un,vn)

= (1,1) Lorenzkurve.

Berechnung iiber die Haufigkeiten Sind die relativen/absoluten Haufigkeiten fi,. .., fx bzw.
hi, ..., h der der Grifle nach geordneten Merkmalsauspragungen a1 < as < ... < aj gegeben,
so gilt fir j =1,...,k

=1 =1
und
J J
dhiar D> fira
=1 =1
Ik Tk
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Berechnung bei klassierten Daten Bei klassierten Daten mit den Klassen
[co,c1),[c1,¢2), ..., [ck—1,ck] und Klassenmitten m; = CZ%JFCZ (mit [ = 1,...,k ) verwendet

man als Approximation

J J
S hiemg > fimy
=1 _ =

v = % = .
S hiem > fimy
=1 I=1
4.1.2 Gini-Koeffizient
Definition Gegeben sei die geordnete Urliste z(q), 2(3), - - - , () €ines verhéltnisskalierten Merk-
mals X. Dann heif3t
n
2:) i)
= - -
"y
i=1
Gini-Koeffizient und
G’I’LO’/’m — n .
n—1

normierter Gini-Koeffizient (Lorenz-Miinzner-Koeffizient).

Bemerkung Betrachtet man die geordneten Auspriagungen a; < as < ... < ai mit den
Haufigkeiten hi, ho, ..., hy, so gilt

k
E Up— 1+ul - aqp E Up— 1+ul - ap
=1

k
o= =t 1 —1:1—Zfz(vz—1+vl)

k
=1

Y fira Z hi-a

=1 =1

mit

4.1.3 Quantilsbezogene relative Konzentrationsmessung

Sei 0 =:ap <o < ... <o <...< g1 <1=:q4 cine Einteilung der Abszisse und z/
derjenige Merkmalsanteil, der auf die l-te Quantilsgruppe entfillt. Dann ergibt sich die Kurve
durch die Punkte (u},v;") mit

u =a; und v :Zz;f

r<l
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Berechnung des Gini-Koeffizienten

Unter der Annahme, dass in der jeweiligen Quantilsgruppe alle Einkommen gleich sind, so hat
man H#ufigkeitsdaten mit den Ausprdgungen aq,aso, ..., ar vorliegen, d.h. a; ist der Wert in
der [-ten Quantilsgruppe und man erhélt

k

Z(U7—1 +u)ff @

mit

fl* == -, l= L...yq
4.1.4 Einige weitere quantilsbasierte MaBe
Robin-Hood-Index

e Aquidistante Einteilung der Abszisse

e Wie viel miisste den Reichen weggenommen werden, um zu einer Konzentration von 0
zu kommen?

e Ermittle fiir jede Quantilsgruppe mit einem Anteil von héchstens o = % den Abstand
ihres Anteils zu «!

e Aufaddieren der positiven Absténde liefert den Robin-Hood-Indez.

Quantilverhaltnisse
Bilde das Verhiltnis von (1 — «)- und a-Quantil, zum Beispiel:

109 Dezilverhiltnis (falls z91 > 0).

Z0.1
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4.2 Absolute Konzentrationsmessung

Definition (Konzentrationsrate) Sei 0 < r(1) < T(g) < ... < x(y) die geordnete Urliste eines

n
verhéaltnisskalierten Merkmals mit Z x; > 0. Mit
i=1

L)

= —
KD
J=1

PG)

heif3t

Konzentrationsrate (vom Grade g).

IN

Definition (Herfindahl-Index) Sei 0 < z() < z(y) . < x(y) die geordnete Urliste eines

n
verhéltnisskalierten Merkmals mit Z x; > 0. Mit
i=1

L)

O

=
>
j=1
heif3t
n n
H:=) ply =) v
i1 i1

Herfindahl-Index.

1
Bemerkung Die Grofle 1 — H wird auch als Rae-Index bezeichnet. T heifit Zahl der effektiven
Parteien (Marktteilnehmer).
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5 Assoziationsmessung in Kontingenztafeln

5.1 Multivariate Merkmale

5.2 Kontingenztafeln und bedingte Verteilungen
5.2.1 Gemeinsame Verteilung, Randverteilung, Kontingenztafel

Betrachtet wird ein zweidimensionales Merkmal (X,Y’) bestehend aus den diskreten Merk-
malen X und Y und die zugehorige Urliste (z1,y1), (z2,¥2), .., (Zn,yn). Wir wollen ferner
annehmen, dass X und Y nur endlich viele (,,wenige®) verschiedene Werte az,...,a;,...,a
bzw. by,...,bj,... b, annehmen konnen.

Gemeinsame relative und absolute Haufigkeitsverteilung

hzj :h(ai,bj),Z’:l,...,k,j:lj_'_7m

Anzahl von Beobachtungen mit = a; und y = b;.

fij zhij/n:f(ai,bj),i: 1,...,]<J,j: 1,...,m
Anteil von Beobachtungen mit = a; und y = b;.

Man nennt (h;;) und (fi;), i =1,...,k,j = 1,...,m, die gemeinsame Verteilung von (X,Y’)
in absoluten bzw. relativen Haufigkeiten.

Kontingenztafel / Kontingenztabelle / Kreuztabelle

Darstellung der Haufigkeiten in Form einer (k x m)-dimensionalen Héufigkeitstabelle

e Kontingenztafel der absoluten Héufigkeitsverteilung:

by - by o+ by
ap | hi1 -+ hy -+ hip | hie
ag | hoy -+ hgj -+ hopm | hoe
a; | hiv -+ hig o hin | Die
ag | hgr -0 hkg o0 B | Bie
hol hw] hom n

mit den Randverteilungen
hie = hi1 + ...+ him = h(a;), i =1,... k, fiir X

und
h.j:h1j+'-‘+hkj:h(bj))j:17"‘7m7 fury
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e Kontingenztafel der relativen Haufigkeitsverteilung:

by o b o by
ai | fir - fiy 0 fim | fie
az | for - foj o fom | foe

C;i f;1 f;j fi'm f;.

ar | fi - fa o fom | fe
foo - foi o+ fem 1

B
mit der relativen Héaufigkeiten f;; = — und den Randverteilungen
n

hio . .
fz’o:Xzfi1+...+fim=f(ai),zzl,...,k, fiir X
und

h

f.]:?'j:f1j+...+fkj:f(bj),j=1,...,m, fiir Y.

5.2.2 Okologischer Fehlschluss
5.2.3 Graphische Darstellung der gemeinsamen Verteilung

5.2.4 Bedingte Haufigkeitsverteilungen

Definition Seien h;e > 0 und hej > 0 fiir alle ¢, 5. Fiir jedes i = 1,..., k heif3t

hip h(ai, by) him — h(ai, by)
bila;) = — = s e bmla;) == =——
fY|X( 1]a;) hii h(a:) fY\X( |a;) hii h(as)
bedingte (relative) Hiufigkeitsverteilung von Y unter der Bedingung X = a;.
Analog heif3t fiir jedes j =1,...,m
hlj h(al, bj) hk:j h(ak7 bj)
=——= - fxplalby) == = =25
hej — h(bj) | 77 hey  h(by)

bedingte (relative) Hiufigkeitsverteilung von X unter der Bedingung Y = b;.

fX\Y(alfbj) =

Bemerkung Bedingte Verteilungen werden immer als relative Hiufigkeiten ausgedriickt. Fiir

die Berechnung gilt
hij

hij fij
X‘Y( | ,]) h.] h";] f.j
und analog
hij — fij
Frix(bjlai) = =4 = =%

hie fie
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5.3 (Empirische) Unabhingigkeit und x?
5.3.1 (Empirische) Unabhangigkeit

Definition Die beiden Komponenten X und Y eines bivariaten Merkmals (X, Y") heilen von-

einander (empirisch) unabhdngig, falls fiir alle i =1,...,kund j =1,...,m

fyix(bjlai) = foj = f(b;) (1)
und

Ix|y(ailbj) = fie = f(a;) (2)
gilt.
Satz

a) Es geniigt, entweder (1) oder (2) zu tiberpriifen: Mit einer der beiden Beziehungen gilt auch
die andere.

b) X und Y sind genau dann empirisch unabhéngig, wenn fiir alle ¢ = 1,...k und alle j =
1,...m gilt:

fij:fio'foj- (3)
c¢) Gleichung (3) ist dquivalent zu
hzo : hoj
hij = n
5.3.2 x2-Abstand, x?-Koeffizient
Definition Mit e h
h,LJ — l.n e)
wird definiert: i .
2 . - (hij — hz])z
S
i=1 j=1 ij

Alternative Berechnung von x? in Vierfeldertafeln

&= n - (hi1haa — higha)? (4)
hloh2oholho2
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5.3.3 x>?-basierte MaBzahlen

Kontingenzkoeffizient nach Pearson

2
K = X
n+ x?
Korrigierter Kontingenzkoeffizient
K
K* .=
Kmax

mit

Ko i | itk m}p =1
min{k, m}

Kontingenzkoeffizient nach Cramér (Cramérs V')

_ X?
V= \/n - (min{k,m} — 1)

2

. X
~ V maximaler Wert

Phi-Koeffizient ® (entspricht dem Cramérs V bei der Vierfeldertafel (k = m = 2))

_ X? _ X
V_\/n-(min{k,m}—l) S Von

mit (4) ergibt sich also

hi1haa — hi2hay
V hloh2oholho2

"

Lésst man die Betragsstriche weg, so erhilt man den signierten Phi-Koeffizienten oder Punkt-
Korrelationskoeffizienten

_ hi1haa — hi2hay
V hloh2oholh02 7

F

der hiufig ebenfalls als Phi-Koeffizient bezeichnet wird.
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5.4 Weitere Methoden fiir Vierfeldertafeln

Risiko Aus der medizinischen Statistik kommend wird die bedingte relative Haufigkeit f(b;|a;)
oft auch als Risiko fiir b; unter Bedingung a; bezeichnet:

hi; .
R(bjla;) == fyx(bjlai) = # i,j=1,2.

Relatives Risiko Fiir eine Vierfelder-Tafel heif3t

_ Jyix(bilar)  hig/hie
© fyix(bilag)  hoi/hos

RR(by) :
relatives Risiko fiir by.

Prozentsatzdifferenz Die Grofle

d%(b;) = (fyx (bjlar) = fy|x (bjlaz)) - 100, Jj=12

heifit Prozentsatzdifferenz fiir b;.

Odds Die Grofie (b
R(b1|a; .
i) = —— =1,2
O(b1|a ) 1— R(bl\ai) !

heifit Odds oder Chance von by unter der Bedingung a;.

Odds Ratio (Kreuzproduktverhiltnis) Es gilt:

O(bilar)  hiy - hao

OR(by) := O(bilaz) — hiz - har

Yules Q Die Grofle
_har-hoo — hig - hoy

" hiy-hog + hio - hoy

heiflt Yules Q.
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5.5 PRE-MaBe (PradiktionsmaBe)
Definition (PradiktionsmaB) PRE = Proportional Reduction in Error

pre=1"t_y D>

B B
wobei

E : Vorhersagefehler bei Modell 1
E : Vorhersagefehler bei Modell 2

Guttmans Lambda

k
( g max(hij)> — max(ha;)
\ -1’ ’

0 — max(hey)
J

> max(hy) | — max(hie)
= i i
Ax =

n — max(he)

k m
> max(hij) + »  max(hi;) — max(he;) — max(hss)
X J X 1 J 7
i=1 j=1
A=

2n — max(hej) — max(hje)
¥ 7

Goodmans und Kruskals Tau

=1 1i=1 e 7=1
Ty = -
Z 2
1- fo]
Jj=1
k m 2 k
Jij 2
f o i®
i=1j=1"7% =1
T = k
2
1- Z fio
i=1
m k f2 kK m f2 m k
ij ij 2 2
DD DID DD D D DY I
j=14=1"7"" i=1j=17% =1 i=1
T =
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5.6 Zusammenhangsanalyse bivariater ordinaler Merkmale

Definition (Konkordante Paare) Gegeben sei die Urliste eines bivariaten Merkmals (X,Y),
wobei X und Y jeweils ordinales Skalenniveau besitzen. Ein Paar (i,j),7 # j, von Einheiten
mit den Ausprégungen (x;,y;) und (x;,y;) heifit

a) konkordant (gleichlaufig), falls entweder
(x> z; und y; > y;) oder (z; <zj;und y; < y;)
gilt.
b) diskordant (gegenléufig), falls entweder
(x; > x; und y; <y;) oder (x; <zj;undy; > y;)
gilt.
c) ausschlieflich in X gebunden, falls
(zi = z; und y; # y;)
d) ausschliefllich in'Y gebunden, falls
(x; # xj und y; = y;)
e) in X undY gebunden, falls
(z; = z; und y; = y;)
Ferner bezeichne
e ( die Anzahl der konkordanten Paare,
e D die Anzahl der diskordanten Paare,

Tx die Anzahl der Paare mit Bindungen ausschlielich in X,

Ty die Anzahl der Paare mit Bindungen ausschliellich in Y,

Txy die Anzahl der Paare mit Bindungen in X und Y.

Definition (74, 75 und ~ fiir ordinale Daten) Die Zusammenhangsmafe fiir ordinale Daten

heiflen
_C-D
Ta -= n(n—1)
2
Kendalls Tau a,
C-D

Ty 1=

V(C+D+Tx) - (C+D+Ty)

Kendalls Tau b und
_C-D

C+D

v

Goodmans und Kruskals Gamma.

5.7 Drittvariablenkontrolle
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6 Korrelationsanalyse: Zusammenhangsanalyse stetiger Merkmale

6.1 Korrelationsanalyse

6.1.1 Streudiagramm, Kovarianz- und Korrelationskoeffzienten

6.1.2 Streudiagramme (Scatterplots)

6.1.3 Kovarianz und Korrelation

Definition Gegeben sei ein bivariates Merkmal (X,Y’) mit metrisch skalierten Variablen X
und Y mit 3% > 0 und 32 > 0. Dann heiflen
1 n
Cov(X,Y) = — > (2 — ) - (i — )

n -
=1

(empirische) Kovarianz von X und Y,

o(X,Y) = =
ST@i—2)2 | (v —5)?
=1 =1

(empirischer) Korrelationskoeffizient nach Bravais und Pearson von X und Y, und
Ry = (e(X,Y))*

Bestimmtheitsmajf$ von X und Y.

Verschiebungssatz
n

1
Cov(X,Y) = - leyz - Iy

i=1

n
g Tl —nTY
i=1

n

n

2 =2 2 =2

E Ti —nx*- E y; —ny
i=1

i=1

und damit

Q(X’Y) =
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Transformation o(X,Y) und R§(Y sind invariant gegeniiber streng monoton steigenden li-
nearen Transformationen. Genauer gilt mit X :=a- X +bund Y :=¢c-Y +d

oX,Y)=0(X,Y) fallsa-c¢>0
und o
o(X,)Y)=—po(X,Y) fallsa-c<0.
6.1.4 Weitere Korrelationskoeffizienten

Punkt-Korrelationskoeffizienten Anwendung des Korrelationskoeffizienten nach Bravais-Pearson
auf dichotome nominale Merkmale

e dichotome nominale Merkmale kodiert mit 0 und 1
e Der Punkt-Korrelationskoeffizienten ist identisch zu ® aus Kapitel 5.3

Punkt-biseriale Korrelation Anwendung des Korrelationskoeffizienten nach Bravais-Persion
auf eine dichotome und eine metrischen Variablen.

Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman

e Wir betrachten ein bivariates Merkmal (X,Y"), wobei X und Y nur ordinalskaliert sind,
aber viele unterschiedlichen Auspriagungen besitzen.

e Man rechnet statt mit Beobachtungen (x;,y;)i—1,.., mit Réngen (rg(x;),rg(vi))i=1,..n-
Dabei ist
rg(m;) = j = 1 = 2(5),
e Liegen keine Bindungen vor, rechnet man direkt mit den Réngen.
e Liegen Bindungen vor, so nimmt man den Durchschnittswert der in Frage kommenden

Raénge.

Definition (Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman)

grg(%) -rg(y;) —n <”‘2F 1>2

S toata = () St (1)

i=1 i=1

0s(X,Y) =

heifit (empirischer) Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman.
Liegen keine Bindungen vor, so gilt

n
6-) d?

=1

0s(X,Y) =1- m

wobei d; := rg(z;) — rg(y;).
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6.2 Regressionsanalyse I: Die lineare Einfachregression

Definition Gegeben seien zwei metrische Merkmale X und Y und das Modell der linearen
Finfachregression
yi= 0o+ Bwi+e, i=1,...,n.

Dann bestimme man ,éo und Bl so, dass mit
Ei =Y — Ui

=Yi— (Bo + 313%‘)
das Kleinste-Quadrate-Kriterium

n
D&
=1

minimal wird. Die optimalen Werte BO und 51 heiflen KQ-Schitzungen, €; bezeichnet das i-te
(geschitzte) Residuum.

Satz Fiir die KQ-Schétzer gilt:

6.2.1 Modellanpassung: BestimmtheitsmaB und Residualplots

Streuungszerlegung
SQT = SQR+ SQFE

mit
o SQT =331, (yi —9)°
(Gesamtstreuung / Gesamtvariation der y;: ,,sum of squares total®)

e SQR =" (§; — yi)*

(Residualstreuung / Residualvariation: ,,sum of squared residuals®).

o SQE = SQT — SQR = 3", (i — 7)?

(durch das Regressionsmodel erklirte Streuung:,, sum of squares explained®)
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Bestimmtheitsmal

SQT — SQR _ SQE

SQT SQT
Es gilt:

SQE

SQT Rxy-

6.3 Multiple lineare Regression

Modellgleichung

y = Po+ B1x1; + Boxoi + ... + Bpxpi + &5

Dabei bezeichnet x;; den fiir die i-te Beobachtung beobachteten Wert der Variablen Xi, x;o

den Wert der Variablen Xs, usw.

KQ-Prinzip Bestimme Bo, 51,,32, e Bp so, dass mit

der Ausdruck
n
2
>
i=1
minimal wird.

Bestimmtheitsmal

w2 _ SQE
SQT
Korrigiertes Bestimmtheitsmal3
B2 n—1
' n—p—1

(1- R

E=Yi — Ui = Yi— (30 + 319611' + 523321 + ...+ Bpxpi)

6.3.1 Schema eines Computer-Outputs einer multiplen Regression

Estimate Std. Dev. t Sig.
(Intercept) Bo G0 Ty p-Wert
X1 A 01 Ty !
Xo B2 02 T
X, By p T,

p
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6.4 Nominale EinflussgroBen in Regressionsmodellen, Varianzanalyse

Dichotome Kovariable Dichotome Variablen konnen, sofern sie mit 0 und 1 (wichtig!) kodiert
sind, ebenfalls als Einflussgréfien zugelassen werden.

Dummykodierung Mache aus einer kategorialen Variablen mit k Auspriagungen
(k — 1) Variablen mit den Auspriagungen 0 und 1. Diese k — 1 Dummyvariablen diirfen dann
in der Regression verwendet werden.

Interaktionseffekte Wechselwirkung zwischen Kovariablen lassen sich durch den Einbezug
des Produkts als zusétzliche Kovariable modellieren

yi = Bo + Pix1i + Pexei + B3 x1i - T2 + €5

Varianzanalyse Ist ein nominales Merkmal X mit insgesamt k& verschiedenen Ausprigungen
die einzige unabhéngige Variable, so fithrt die Regressionsanalyse mit den entsprechenden k£ —1
Dummyvariablen auf die sogenannte (einfaktorielle) Varianzanalyse:

Das zugehorige Bestimmtheitsmafl wird iiblicherweise mit 7% bezeichnet:

k
n;
2_SQE_ z; 2

-~ SQT

j

Ek:Z (yij —

]: =1

—

n? und n = \/n? werden auch als MaBe fiir den Zusammenhang zwischen einer metrischen
Variable und einer nominalen Variable verwendet.

6.5 Korrelation und ,,Kausalitat“



