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Aufgabe 1

Sind Ω1,Ω2 Mengen und ist f : Ω1 −→ Ω2 eine Abbildung, so bezeichnet man für A ⊂ Ω1
mit

f(A) := {f(ω) : ω ∈ A}

das Bild von A unter der Abbildung f und mit

f−1(B) := {ω ∈ Ω1 : f(ω) ∈ B}

das Urbild vonB ⊂ Ω2. Sei I eine Indexmenge undB,Bi ⊂ Ω2, i ∈ I beliebige Teilmengen.
Zeigen Sie die Gültigkeit der folgenden Relationen

a)

f−1
(⋃

i∈I

Bi

)
=
⋃
i∈I

f−1(Bi),

b)

f−1
(⋂

i∈I

Bi

)
=
⋂
i∈I

f−1(Bi),

c)
f−1(Bc) = (f−1(B))c.

Aufgabe 2

Seien Ω1,Ω2 Mengen und f : Ω1 −→ Ω2 eine Abbildung und Ai eine σ-Algebra auf
Ωi, i = 1, 2. Zeigen Sie

a) f(A1) := {B ⊂ A2 : f−1(B) ∈ A1} ist eine σ-Algebra auf Ω2,
b) f−1(A2) := {f−1(B) : B ∈ A2} ist eine σ-Algebra auf Ω1.

Aufgabe 3

Man beweise, dass das Dirac-Maß auf einem Messraum (Ω,A) ein Maß ist.

Aufgabe 4

Sei An := σ
({
{1}, {2}, . . . {n}, {Ω}

})
eine σ-Algebra auf einer nichtabzählbaren Menge

Ω (zum Beispiel R). Man beweise, dass

µ : An −→ [0;∞]

A 7−→

0, A abzählbar,
1, AC abzählbar

ein Maß auf (Ω,An) ist.
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Die folgende Aufgabe ist hauptsächlich zum Selbststudium gedacht.

Aufgabe 5

Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Man beweise folgende Eigenschaften von Maßen:

(a) Endliche Additivität: Für ein n ∈ N seien A1 ∈ A, . . . , An ∈ A so dass Ai ∩ Aj = ∅
(für i 6= j). Dann ist

µ(A1 ∪ · · · ∪ An) = µ(A1) + · · ·+ µ(An)

(b) Isotonie:
A ∈ A, B ∈ A , A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B)

(c) Subtraktivität:

A ∈ A, B ∈ A , A ⊂ B , µ(A) <∞ ⇒ µ(B \ A) = µ(B)− µ(A)

(d) Sub-Additivität:

(
An

)
n∈N
⊂ A ⇒ µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An)

(f) Stetigkeit von oben: Sei

(
An

)
n∈N
⊂ A ; A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . ⊃

∞⋂
n=1

An = A ∈ A

wobei µ(An) < ∞ ∀n ∈ N. Dann gilt

lim
n→∞

µ(An) = µ(A)
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