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Deskriptive vs. induktive Statistik

Deskriptive Statistik (Statistik I):

e Statistische Beschreibung einer Gesamtheit (Grundgesamtheit oder Stichprobe).

e Keine Verallgemeinerung von einer Stichprobe auf die zugehoérige Grundgesamtheit
angestrebt.

Induktive Statistik (Statistik 11):

e Induktion: Schluss vom Teil auf das Ganze, von vielen Einzelbeobachtungen auf
allgemeine Gesetze

e Speziell: Schluss von einer Stichprobe auf Eigenschaften der Grundgesamtheit ( ,,In-
ferenz®)

e Stichprobe nur Mittel zum Zweck, um Informationen iiber die Eigenschaften der
Grundgesamtheit zu gewinnen.
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Typisches Beispiel: Wahlumfrage

e Grundgesamtheit: Alle Wahlberechtigten bei der niachsten Bundestagswahl.
e Stichprobe: n , reprasentativ ausgewahlte” Wahlberechtigte

e Gesucht: Information iliber alle Wahlberechtigten, also die Grundgesamtheit

e Nachwahlbefragung 2013 (in %) (ARD/Infratest-dimap, 18 Uhr, http://www.
wahlrecht.de/news/2013/bundestagswahl-2013.html)

CDU/CSU SPD FDP Linke Griine AfD Piraten Sonstige
42,0 26,0 4,7 3,5 3,0 49 25 3,4

e Nachwahlbefragung 2013 (in %) (ARD/Infratest-dimap, 22 Uhr, http://www.
wahlrecht.de/news/2013/bundestagswahl-2013.html)

CDU/CSU SPD FDP Linke Griine AfD Piraten Sonstige
41,7 25,6 4,7 3,6 3,3 48 2,2 4,1
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e Wabhlergebnisse 2013 (in %)

CDU/CSU SPD FDP Linke Grine AfD Piraten Sonstige
41,5 25,7 4.8 3,6 3,4 4.7 2,2 4,1

e Hier: aktuelle Sonntagsfrage (2.4.2015) (in %)

CDU/CSU SPD FDP Linke Griine AfD Piraten Sonstige
41 25 4 9 10 6 5
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Fragestellungen der induktiven Statistik

1. Punktschatzung:

e Zum Beispiel: Wie groB ist der Anteil der rot-griin-Wahler unter allen Wahlberech-
tigten?

e Wie erhdlt man aus der Stichprobe gute Schatzwerte fiir Charakteristika (,, Para-
meter") der Grundgesamtheit?

e Wann ist ein Schatzverfahren gut/besser als ein anderes?
2. Bereichsschatzung:
e Typischerweise stimmt der Punktschatzer nicht mit dem wahren Wert lberein.

e Realistischer: Gib einen Bereich an, ,,der den wahren Anteil der schwarz-gelb-
Wahler mit hoher Wahrscheinlichkeit tiberdeckt”.

e Ungenauere Aussagen, dafiir aber zuverlassiger.
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3. Hypothesentests:

e Uberpriife aus substanzwissenschaftlicher Theorie abgeleitete Hypothesen iiber die
Grundgesamtheit anhand der Daten.

e /um Beispiel: Verdienen Manner wirklich mehr als Frauen?

e |Ist der Unterschied ,signifikant”= , iiberzufallig”, d.h. so groB, dass er nur mit
sehr kleiner Wahrscheinlichkeit zufallig entsteht.
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Bsp. 0.1. Mineralwasserstudie

Studie in Zusammenarbeit(Statistisches Beratungslabor (Stablab), Ltg: Prof.
Kiichenhoff) mit Prof. Adam (LMU)

Fragestellung: Schmeckt mit Sauerstoff angereichertes Mineralwasser besser als
gewohnliches Mineralwasser ?

— DoppelBlindstudie
— KontrollGruppe: zweimal das gleiche Wasser ohne O,

— VerumGruppe: Beim zweiten Mal mit Oy angereichertes Mineralwasser

Ergebnis (Clausnitzer et al., 2004):

Placebo: 76% gaben an, dass das zweite Wasser anders schmeckt
Verum : 89 % gaben an, dass das zweite Wasser anders schmeckt

Signifikanter Effekt (iiberzufilliger Effekt) — Zulassung von Adelholzener O2 Active
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4. Regressionsmodelle incl. Varianzanalyse:

e Modelle zur Beschreibung des Einflusses von Variablen

e /um Beispiel: Welche personlichen Merkmale beeinflussen die Wahlentscheidung
besonders stark?

e Zum Beispiel: Wie hangt die Lebenszufriedenheit vom Alter ab ?
Bsp. 0.2. Lebenszufriedenheit und Alter
— Gibt es eine Midlife Crisis?
— Analysen von Panel-Daten zur subjektiven Lebenszufriedenheit mit

— semiparametrischen Regressionsmodellen

— WUNDER, C., WIENCIERZ, A., SCHWARZE, J. and KUCHENHOFF, H.(2011).
Well-Being over the Life Span: Semiparametric Evidence from British and
German Longitudinal Data. Review of Economics and Statistics. Accepted for
publication.
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Datengrundlage

— Daten stammen aus den Haushaltsstichproben A (Westdeutsche) und C (Ost-
deutsche) des Sozio-Okonomischen Panels (SOEP)

— fiir die ausgewahlten Modellvariablen liegen Beobachtungen aus den Jahren
1992, 1994 bis 2006 vor

— durchschnittliche Anzahl von Beobachtungen pro Person: 7.77

— in die Modellberechnungen gingen 102 708 vollstandige Beobachtungen von 13
224 Individuen ein

— Anzahl Beobachtungen pro Jahr:

1992 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
8145 | 7720 | 7943 | 7606 | 8 052 | 7 550 | 7 403
2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
7628 | 7092 | 7068 | 7000 | 6 876 | 6543 | 6 082

Methode: Multiples Lineares Regressionsmodell
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— ZielgroBe: Subjektive Lebenszufriedenheit

— EinflussgroBen: Alter Gesundheit, Gehalt usw.

— Hauptfrage: Wie hingen Lebenszufriedenheit und Alter zusammen

— Alterseffekt wird nicht parametrisch modelliert (— Statistik Il1)

Ergebnisse fiir das Regressionsmodell

11
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Variable Coefficient ~ Standard error
Sex: female 0.074 (0.015)
Disability status: disabled -0.452 (0.014)
Nights stayed in hospital -0.012 (0.000)
Years of education 0.034 (0.002)
Log of net household income 0.492 (0.010)
Log of household size -0.194 (0.012)
German 0.053 (0.020)
Full time employed 0.079 (0.011)
Part time employed 0.019 (0.012)
Unemployed -0.597 (0.014)
Single -0.174 (0.017)
Divorced -0.137 (0.018)
Widowed -0.196 (0.023)
West-Germany 0.511 (0.017)

Ergebnis fiir Alterseffekt

12
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geschitzte Funktion inkl. AR(1) fir “Durchschnittsmensch®

Zufriedenheit
8.5 6.5 7.0 7.5
|

5.0
|

— qglatte Funktion
- = kuhisches Paolynom
T T T T T

20 40 G0 a0 100

Alter

Midlife-Crisis nur bei glatter Funktion erkennbar.
Ziele und Methoden
— Zusammenhange analysieren

— Komplexe Einfliisse

— flexibles Modell

13
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Inferenzfehler

e Zentrales Problem der induktiven Statistik:

Jeder Induktionsschluss ist potentiell fehlerbehaftet:

e Beispielsweise ist der wahre Anteil der Wahler einer Partei in der Grundgesamtheit
nicht exakt mithilfe der Stichprobe ermittelbar.

e Entscheidende Idee: Kontrolle des Fehlers mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
e Aussagen nur im Bereich bestimmter, aber kontrollierter Fehlermargen
e Vorgehen:

* Stichprobenziehung zufdillig

* Verwende Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung  zur  Quantifizie-
rung/Kontrolle des Fehlers

— Kap. 1: Wahrscheinlichkeitsrechnung

14
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— Kap. 2: Wie nutzt man Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen fiir die Statistik?
Induktive Statistik

15
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

e \Wahrscheinlichkeit sozusagen als deduktives Analogon des induktiven statistischen
Schlusses

e Ziel ist auch die Vermittlung eines ,, Gefiihls” fiir Wahrscheinlichkeiten.

e Gerade fiir Sozialwissenschaftler ist probabilistisches Denken (d.h. das Denken in
Wahrscheinlichkeiten) unerldsslich!

e Zunachst grundlegende Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten, und wichtige Modelle,
dann auch spezielle Regeln fiir groBe Stichproben (Befragungen!) Oft einfacher, da
sich gewisse RegelmaBigkeiten einstellen: Insbesondere nahert sich die relative Haufig-
keit eines Ereignisses unter gewissen Voraussetzungen seiner Wahrscheinlichkeit an
— auch wichtig fiir Interpretation.

16
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Dem so genannten Hauptsatz der Statistik folgend , wachst mit dem Stichprobenum-
fang in gewisser Weise die Reprasentativitat der Stichprobe*

e Bei naiver Herangehensweise (ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung) kann man sich
leicht tauschen. Z.B. bewerten sowohl medizinische Experten als auch Laien Risiken

oft falsch.

17
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1.1 Mengen und elementare Mengenoperationen

Definition 1.1.

Eine Menge ist eine Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem Ganzen. Die
einzelnen Objekte einer Menge werden Elemente genannt.

Mengen werden iiblicherweise mit GroBbuchstaben bezeichnet, z.B. A, B, C, €, . ..

Mengen werden spater benutzt, um den Ausgang von Zufallsexperimenten zu beschrei-
ben.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 19
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Bsp. 1.2.

e A = {Horende dieser Vorlesung}.
o A={1,2,3,4,56} (Menge der Ergebnisse eines Wiirfelwurfs).

Die Reihenfolge der Aufzdhlung spielt (im Gegensatz zu Tupeln) keine Rolle:
{1,2,3,4,5,6} = {1,3,5,2,4,6)
Jedes Element wird nur einmal genannt.

e B={K,Z} (Menge der Ergebnisse eines Miinzwurfs, K=Kopf, Z=Zahl).

e Charakterisierung von Mengen mit einer gewissen Eigenschaft:
{1,2,3,...,10} = {x | x ist eine natiirliche Zahl < 10}

Die Menge aller z mit der Eigenschaft ,,z ist eine natiirliche Zahl < 10".

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 20
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1.1 Mengen und elementare Mengenoperationen

Standardmengen:
N ={1,2,3,...} : Menge der natiirlichen Zahlen,
Ng ={0,1,2,3,...} : Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0,
Z  =4{0,£1,42,...} : Menge der ganzen Zahlen,
R = (—00,00) : Menge der reellen Zahlen,
0 . leere Menge.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

21



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.1 Mengen und elementare Mengenoperationen

Grundlegende Begriffe der Mengenlehre: lllustration anhand der Mengen

= {CDU/CSU, SPD, FDP, Griine, Linke, Sonstige}
= {CDU/CSU, SPD, FDP, Griine}
{CDU/CSU, SPD, FDP}

— [SPD, FDP, Griine}

Q T = 2D
|

e Elementeigenschaft:

x ist Element der Menge A: xe A
x ist nicht Element der Menge A: x ¢ A

e Teilmengen: A ist Teilmenge von B, in Zeichen A C B, wenn jedes Element von A
auch in B ist.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 22
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e Graphische Darstellung: Venn Diagramm

Fiir jede Menge M gilt:

D c M Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge, denn jedes
Element in ) ist in M

(Aussagen iiber den leeren Quantor sind wahr)

McM d.h.,, C " enthalt implizit, =",

deshalb in Literatur manchmal auch C statt C geschrieben

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 23
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e Schnittmenge: Die Schnittmenge AN B ist die Menge aller Elemente, die sowohl in
A als auch in B enthalten sind:

ANB={z|x € Aund z € B}

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 24



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.1 Mengen und elementare Mengenoperationen

Weitere Eigenschaften:
* Gilt M1 C Ms, soist M; N M, = M;.
* Fir jede Menge M gilt: My N My = M; und M1N0 = 0.

* Zwei Mengen M; und My mit My N My = (), d.h. zwei Mengen, die kein
gemeinsames Element haben, heiBen disjunkt.

* Die Schnittmenge aus n Mengen M, ..., M, enthilt alle Elemente, die in jeder
der Mengen M, ..., M, enthalten sind und wird bezeichnet mit

ﬂMi =M, N My ...0 M,.
1=1

e Vereinigungsmenge: Die Vereinigungsmenge A U B ist die Menge aller Elemente,
die in A oder B enthalten sind:

AUB ={x|r € A oder x € B}

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 25
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Bem. 1.3.

* Vorsicht: Das ,oder" ist nicht exklusiv gemeint, also nicht , entweder oder",
sondern als , in A oder in B oder in beiden".

* Die Vereinigungsmenge aus n Mengen M, ..., M, enthilt alle Elemente, die in
mindestens einer der Mengen My, ..., M,, enthalten sind und wird bezeichnet mit

UMZ-::MluMQU...uMn
1=1

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 26
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e Differenzmenge: Die Differenzmenge A \ B ist die Menge aller Elemente, die in A,
aber nicht in B enthalten sind:

A\ B ={z|r € A aber x ¢ B}

Im Beispiel:

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 27
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e Komplementirmenge: Die Komplementirmenge A beziiglich einer Grundmenge
ist die Menge aller Elemente von (2, die nicht in A sind:

Im Beispiel: A={zcQz¢ A} ={v:z ¢ A}

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 28
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Bem. 1.4.

* Die Komplementarmenge ist nur unter Bezugnahme auf eine Grundmenge ()
definierbar.

* Esgilt M =Q\ M.

* Es existieren noch weitere Schreibweisen fiir die Komplementarmenge,
z.B. M, CM.

¥, Tertium non datur" (Grundlegendes Prinzip der Mengenlehre (und der Logik):
Fiir jedes Element z € Q gilt entweder z € M oder z € M

e Potenzmenge: Die Potenzmenge P (M) ist die Menge aller Teilmengen von M:
P(M)={N|N c M}.
Im Beispiel:

P(B) —

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 29
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e Maichtigkeit: Die Machtigkeit |M | einer Menge M ist die Anzahl der Elemente von
M

Im Beispiel:

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 30
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Rechenregeln fiir Mengen

1. Kommutativgesetze (Vertauschung):

My My = MyNM,, M;UDMy;= MsyU My.

2. Assoziativgesetze (Zusammenfassen):

(M1 N My) N Mg = My N (MsN Ms).
(M, U M) U Mz = M; U (My U Ms).

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 31
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3. Distributivgesetze (Ausklammern/Ausmultiplizieren):

(M1 U M) N Ms = (M, N Ms) U (M N Ms).
(My N M) UMs = (M, UMs) N (MyU Ms).

4. De Morgansche Regeln:

(M, U M) = M, N M,
(M N M) = M; U My

5. Aus My C M, folgt My C M;.
6. Fiir die Differenzmenge gilt M; \ My = M; N Mo.
7. Fiir die Potenzmenge gilt |P(M;)| = 2/M1l.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 32
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Das kartesische Produkt
Das kartesische Produkt zweier Mengen

M = {ml,mg,mg,. ..,mk}
N = {n17n27n37" '7nl}

ist die Menge
M x N := {(mi,nj)‘izl,...,k,jzl, l}

Sie besteht also aus allen moglichen Kombinationen, so dass

MxN = {(m1,n),(mi,n2),(mi,ng),...,(my,n),

(mg, nl), (mg, ng), (mg, ?”Lg), coey (mg, 'n,l),

(mg,n1), (M, na2), (Mk,n3), ..., (M, nl)}

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 33
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Bsp. 1.5.
M = {1,2,3}
N = {1,2,3,4}
Mx N =

Achtung: Bei den Elementen von M x N handelt es sich um Tupel, das heiBt die
Reihenfolge ist wichtig! (z.B. (1,2) ist etwas anderes als (2, 1), vgl. Statistik | Kapitel
5)

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 34
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Verallgemeinerungen:

e Das kartesische Produkt der Mengen My, Ms, ..., M, wird mit
><M7;:M1><M2><...><Mn
i=1

bezeichnet und besteht aus allen mdglichen n-Tupeln, die sich (unter Beachtung der
Reihenfolge) aus Elementen aus My, Mo, ..., M, bilden lassen.

e Die Mengen My, Ms, ..., M, miissen nicht endlich sein; fiir endliche Mengen gilt

XM| = M| [My]-...- | M,
1 =1

e Kartesische Produkte werden verwendet, um Ergebnisse komplexer Experimente aus
Einzelexperimenten zusammenzusetzen.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 35
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1.2 Wahrscheinlichkeit — Ein komplexer Begriff und seine
Formalisierung

1.2.1 Zufallsvorgdnge

Ein Zufallsvorgang fiihrt zu einem von mehreren, sich gegenseitig ausschlieBenden
Ergebnissen. Es ist vor der Durchfiihrung ungewiss, welches Ergebnis eintreten wird.

Was bendtigen wir zur Beschreibung eines Zufallsvorganges?

Zwei wesentliche Aspekte:

a) Welche Ergebnisse eines Zufallsvorgangs sind moglich?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten die einzelnen Ergebnisse ein?

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 36
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Zur Beantwortung geht man folgendermaBen vor:

zu a) Festlegen eines Ergebnisraums (Grundraum, Stichprobenraum) €2, der alle als

moglich erachteten Ergebnisse w enthalt.
Beispiele:

Teilmengen A von () bezeichnet man als FEreignisse, Ereignisse sind also be-

stimmte Mengen von Ergebnissen.

Beispiele:

Die einelementigen Teilmengen (also die Ereignisse, die genau ein Ergebniss w
enthalten) werden als Elementarereignisse bezeichnet.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 37
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zu b) Eine Wahrscheinlichkeitsbewertung ordnet jedem Ereignis seine Wahrscheinlichkeit
zu. Eine Wahrscheinlichkeit ist also eine Abbildung von Ereignissen (Elementen

der Potenzmenge von () auf reelle Zahlen:

P:PQ) — R
A — P(A)

Dabei sollen gewisse fundamentale Rechenregeln gelten, z.B.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 38
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Beachte: Der Begriff der Wahrscheinlichkeit ist an sich sehr komplex und hat eine aufre-
gende Geschichte. Es gab — und gibt immer noch — eine intensive Grundsatzdebatte, was
Wahrscheinlichkeiten sind, wie sie zu verstehen und zu formalisieren sind. Es hat sich
aber eingebiirgert, diese — meines Erachtens sehr spannende und wichtige Grundlagendis-
kussion — zugunsten einer mathematisch-pragmatischen Sicht auszublenden. Basierend
auf einem intuitiven Verstandnis sowie nahe liegende (und mathematisch axiomatisierte)
Rechenregeln ,,wird einfach gerechnet” und die Ergebnisse werden fiir eine leistungsfahi-
ge statistische Analyse genutzt. Diese Vorgehensweise ist auch deshalb pragmatisch
erfolgreich, da sich damit eine Reihe von Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten ma-
thematisch folgern lassen, die wiederum zum Verstandnis und zur Interpretierbarkeit des
formalen Konstrukts ,,Wahrscheinlichkeit” beitragen. Wir folgen dieser Vorgehensweise
insofern, als auch hier zunachst ein wenig mit Wahrscheinlichkeiten basierend auf einem
vereinfachten Spezialfall gerechnet wird.

Einige Anmerkungen zur Geschichte und Interpretation folgen dann am Schluss des

Kapitel 1.2.

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 39
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1.2.2 Laplace-Wahrscheinlichkeiten und Urnenmodelle
a) Laplace-Wahrscheinlichkeiten (kombinatorische Wahrscheinlichkeiten)

Haufig: Alle moglichen Elementarereignisse sind, wie etwa bei einem fairen Wiirfel,

gleich wahrscheinlich, d.h. P({w;}) = ﬁ In diesem Fall sprechen wir von einem

Laplace- Experiment.

Abzahlregel:

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse

Anzahl aller moglichen Ergebnisse
Laplace-Wahrscheinlichkeit: In einem Laplace-Experiment gilt:

_

P(4) = -

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 40
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Bsp. 1.6.

Es wird sich — fiir die Standardtheorie — zeigen: Ein Zufallsvorgang ist ausreichend genau
beschrieben, wenn jedem Elementarereignis eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet ist, die
Wahrscheinlichkeiten komplexerer Ereignisse konnen dann berechnet werden.

Bsp. 1.7. [Dreimaliger Miinzwurf]

Wir werfen dreimal unabhingig! voneinander eine faire Miinze und notieren jeweils, ob
die Miinze Wappen oder Zahl anzeigt. Man beschreibe den Ergebnisraum und berechne
die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten, mindestens einmal Wappen zu erhalten und genau

zweimal Wappen zu erhalten.

ID.h. die Ergebnisse der einzelnen Wiirfe beeinflussen sich nicht gegenseitig, siehe spater.
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b) Urnenmodelle

Es hat sich eingebiirgert, gewisse Grundsituationen, die in der praktischen Stichproben-
ziechung immer wieder vorkommen, als ,,Urnenmodelle” zu prototypiesieren und damit
vom konkreten Kontext zu abstrahieren. Man stellt sich eine Urne mit Kugeln vor und
zieht daraus dann in einer bestimmten Art und Weise eine bestimmte Anzahl von Kugeln
(Stichprobe). In der Sozialwissenschaft entspricht jede , Kugel” einer interessierenden
Einheit (Person, Haushalt) und die ,,Urne" einer gedachten Gesamtliste dieser Einheiten.

Eine typische Unterscheidung der verschiedenen Ziehungsvorgange besteht darin, ob
eine Einheit mehrfach in eine Stichprobe gelangen kann (, Ziehen mit Zuriicklegen*,
die gezogene Kugel wird also wieder in die Urne zuriickgelegt) oder ,Ziehen ohne
Zuriicklegen“ (die gezogenen Kugeln bleiben also auBerhalb der Urne). Dabei ist zu
beriicksichtigen
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1. das Ziehen von n Kugeln ohne Zuriicklegen entspricht einem n-fachen einmaligen
Zug aus der Urne.

2. Typischerweise sind Stichproben ohne Zuriicklegen praktisch einfacher zu realisieren.

3. Fiir sehr groBe Grundgesamtheiten sind typischerweise bei realistischen Stichproben-
groBen die Unterschiede zwischen mit und ohne Zuriicklegen verschwindend gering.
Die Unterscheidung zwischen mit und ohne Zuriicklegen wird hier — aus Riicksicht
auf die Gepflogenheiten der iiblichen Literatur — zunachst aufrechterhalten. Bei der
konkreten Berechnung wird aber auch meist die Situation ohne Zuriicklegen durch
die viel einfacher behandelbare Situation mit Zuriicklegen angenahert.
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1.2 Wahrscheinlichkeit — Ein komplexer Begriff und seine Formalisierung

Bem. 1.8. Urnenmodell: Ziehen mit Zuriicklegen, mit Beriicksichtigung der Reihenfol-

ge€

e Grundgesamtheit mit N Einheiten (mit Nummern identifiziert): {1,..., N}.

e Ziehe Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen.

e /ur Beschreibung des Zufallsvorgangs miissen wir die Anzahl der potentiell moglichen
Stichprobenergebnisse bestimmen (jede Stichprobe ist gleichwahrscheinlich).

o Q= {(wy,...,wn)w; € {L,...,N}},

dasselbe Element kann mehrfach vorkommen.

o |} =NV N.....N=N" dh N" potentiell mégliche Stichproben vom Umfang

n-mal
n.
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Bem. 1.9. Urnenmodell: Ziehen ohne Zuriicklegen

e Grundgesamtheit mit N Einheiten (mit Nummern identifiziert): {1,..., N}.
e Ziehe Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen.

o = {(wy,...,wpn) tw; €41,...,N}, wj # w,; fiir i # j}, jedes Element kann nur
einmal vorkommen.

e Anzahl moglicher Stichproben:

*IQ=N-(N—-1)-...-(N—-n+1)
T T T
1. Ziehung 2. Ziehung n-te Ziehung
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* Spezialfall n = N (vollig neue Entleerung der Urne):
Ziehe aus der Urne alle Kugeln und notiere diese in der gezogenen Reihenfolge.
Gleichbedeutend mit der zufilligen Anordnung der N verschiedenen Zahlen. Be-
zeichnungsweise: Permutation der N Zahlen.

G =1{1,2,3)
1,2,3
1,3,2
2,1,3
2,3,1
3,1,2
3,2,1
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Q={(wy,...,wn) rwj €{1,..., N}, wj # w; firi # j}
Q=N-(N=1)-...-2-1
Die entsprechende Anzahl wird als ,, Fakultit" (in Zeichen: N!) bezeichnet.

Fir N € N definiert man also:

Nl=N-(N—-1)-(N—=2)-...-2-1

* Damit ergibt sich beim Ziehen von n Elementen aus N Elementen ohne Zuriicklegen

Q=N-(N=1)-...-(N—n+1) =
N (N-1)-....(N-n+1)N-n)-...2.1 N
B (N—n)-...-2-1 - (N —n)!

' - V -
kinstlich erweitert

Bsp. 1.10. [Gliicksspirale]

e Gewinnzahl bei Gliicksspirale hat 7 Stellen.
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e Ziehungsstrategie des ZDF in der ersten Ziehung (1970): Urne mit jeweils 7 Kugeln der
Ziffern 0,1,2,...,9. Insgesamt sind also 70 Kugeln in der Urne. Ziehe nacheinander
ohne Zuriicklegen 7 Kugeln.

e Frage: Sind alle moglichen Gewinnzahlen gleichwahrscheinlich?

e Hier lllustration bei einer Gewinnzahl mit 3 Stellen

e Bei der originalen Gliicksspirale mit 7 Ziffern waren mit der Ziehungsstrategie des
/DF manche Gewinnzahlen mehr als 100 mal wahrscheinlicher als andere Zahlen!
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Bsp. 1.11. [Problem des Handlungsreisenden]

e Handlungsreisender soll 5 Stadte besuchen.

e Frage: Wie viele Moglichkeiten hat er, eine bestimmte Reihenfolge festzulegen?

e Antwort: 5! = 120

e Bei 10 Stadten sind es bereits 10! = 3628800 Moglichkeiten, bei 50 Stadten ergeben
sich 50! = 3.041409¢ + 64

e klassisches Problem: In welcher Reihenfolge sollen die Stadte besucht werden, um
den Fahrtweg zu minimieren? Das Problem ist sehr schwer zu losen wegen der groB3en
Anzahl an Moglichkeiten.
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Bem. 1.12. Urnenmodell: Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Rei-
henfolge

e Ziehe n Kugeln aus einer Urne mit N nummerierten Kugeln. Die Reihenfolge der
Ziehungen spielt keine Rolle, d.h. die Stichprobe ,4,1,7" wird nicht unterschieden
von ,,7,1,4".

o O ={{wi,...,wn} 1 wj€{l,...., N}, wj # w; fiir j #i}

WV
Jetzt Mengen!

e Anzahl der Stichproben:

2] = (N —]Z;,!)! nl (]Z)

Herleitung: Man beriicksichtigt zunachst die Reihenfolge. GemalB Bemerkung 1.9 gibt es

hier
N!

(N —n)!
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Moglichkeiten.

Da die Reihenfolge unter den ersten n Kugeln aber keine Rolle spielen soll, sind jeweils
n! geordnete Stichproben wiederum aquivalent, es gibt also insgesamt

N!
(N —n)! n!

verschiedene Stichproben.
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Bem. 1.13. Binomialkoeffizient

1.2 Wahrscheinlichkeit — Ein komplexer Begriff und seine Formalisierung

Der Binomialkoeffizient (]X) ist definiert als

(]Z) " (N —]\72!)! nl’

(D) (0) = (3) 1. (3) oo

1 Wahrscheinlichkeitsrechnung 52



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 1.2 Wahrscheinlichkeit — Ein komplexer Begriff und seine Formalisierung

Bsp. 1.14. [Lottozahlen]

e Frage: Wie viele verschiedene mogliche Ziehungen gibt es?

e Antwort: Entspricht der Ziehung ohne Zuriicklegen von 6 Zahlen aus 49, d.h.

49 19!
Q| = — =1 16.
9] (6) T = 13983816

Dann gilt

1
P(,,6 Richtige") = 13033816 0.000000072 = 0.000072 %o

e Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, 5 Richtige zu bekommen?
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1.2.3 Die ,,induktive Briicke |

, Trivial oder genial, jedenfalls fundamental:”

Wir werden, mit wachsender Komplexitat und Praxisbezogenheit immer wieder inne
halten und uns mit der ,, Grundfrage der induktiven Statistik” auseinander setzen:

Warum und wie kénnen wir aus Stichproben etwas iiber die dahinterstehende Grundge-
samtheit lernen?

Man betrachte (und illustriere) dazu folgendes Beispiel:
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Bsp. 1.15. [,, Wahlbeispiel“]

Betrachtet werde ein Land, in dem die Wahlberechtigten die Wahl zwischen den Parteien
Nr 1, Nr 2, ..., Nr 5 und Nr 6 (Nichtwahler) haben. Dabei entfallen auf die Parteien
2,4,6 jeweils 25% der Stimmen; die restlichen Stimmen verteilen sich gleichmiBig auf

die Parteien 1,3,5. Seien f1,..., fg die entsprechenden relativen Haufigkeiten
h=fi=fo=t = pm gl
2=Na=Jle=75 » =13 )= 3 BED

Es wird zufdllig (im Sinne einer reinen Zufallsauswahl) eine Person ausgewahlt und ihre
Parteipraferenz ermittelt.

Geben Sie die sich ergebende Wahrscheinlichkeitsbewertung an!
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Bem. 1.16. [Fortpflanzung relativer Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten in
der Stichprobe]

Gegeben sei eine Gesamtheit G und ein Merkmal X mit den Auspriagungen aq,...,ax
und der relativen Haufigkeitsverteilung f1,..., f&.

Zieht man eine , reine Zufallsauswahl” vom Umfang 1 aus G, hat also jedes Element
aus G die gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden, so gilt mit 2 = {1,... k} als
Menge der moglichen Indizes von aq,--- , ag

P} = fj.

Die relativen Haufigkeiten/Anteile aus der Grundgesamtheit pflanzen sich also in der
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Stichprobe fort. Dies ist ganz ent-
scheidend, denn dadurch kann man also durch Beobachten der Stichprobe etwas iiber
die Haufigkeitsverhaltnisse in der Grundgesamtheit lernen.
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1.2.4 Das Axiomensystem von Kolmogoroff und wichtige Rechenregeln
Warum reichen Laplace-Wahrscheinlichkeiten nicht?

Essentielle Voraussetzung:

Definition 1.17. [Axiome von Kolmogorov (1933)]

Eine Funktion P (P steht fiir ,, probability”), die Ereignissen aus 2 reelle Zahlen zuordnet,
heiBt Wahrscheinlichkeit, wenn gilt

(K1) P(A) >0 fiir alle Ereignisse A C ).

(K2) P(©2) =1.

(K3) Falls AN B =), dann gilt P(AU B) = P(A) + P(B)
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Bem. 1.18.

e Die Axiome von Kolmogorov stellen zunachst eine reine Definition dar, die festlegt,
was eine Wahrscheinlichkeit sein soll.

e Es gibt verschiedene Interpretationen, die die Axiomatik mit Leben fiillen sollen und
verschiedene Versuche, Wahrscheinlichkeiten operational zu definieren (also durch
eine Messvorschrift).

e Aus hier nicht zu erorternden mathematischen Griinden

* darf man bei liberabzdhlbar unendlichen Ergebnisrdaumen, z.B. also im Fall 2 = R,

nicht alle Teilmengen von ) als Ereignisse zulassen. Alle Mengen, ,,an die man
normalerweise denkt”, sind aber zugelassen.

muss man bei unendlichen Ergebnisraumen in (K3) eigentlich unendliche Summen
zulassen.

Wir werden uns darum aber nicht dezidiert kiimmern. (Nur daran denken, wenn
man in etwas formalere Biicher schaut.)
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Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

. P(A) = (1.1)

Bewelis:
Aus AN A = () folgt mit der Anwendung von (K3):

P(AUA) = P(A)+ P(A).

Andererseits folgt mit AU A = Q aus (K2)

Insgesamt gilt also

Spezialfall: P(()
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e Fiir nicht notwendigerweise disjunkte Mengen A, B gilt

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB) (1.2)

e Falls Ay, As, ..., A, paarweise disjunkt sind, also A; N A, = fiir i # j, dann gilt:

P <O A,L-) = P(A1UAsU.. . UA,) = P(A1)+P(A2)+.. +P(A,) (1.3)

Beweisidee:

Als Spezialfall folgt, dass, sofern 2 endlich ist, die Wahrscheinlichkeitsbewertung
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durch die Bewertung auf den Elementarereignissen vollstandig bestimmt ist:

P(4) = ) p({w})

weEA

Sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich (P({w}) = ﬁ) so gilt P(A) =

> P({w}) = 157; der Fall der Laplace-Wahrscheinlichkeit ist also als Spezialfall

wCP
enthalten.
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Bsp. 1.19. [Wiirfelwurf mit fairem Wiirfel]

Ergebnisraum: 2 = {1,2,3,4,5,6}

Alle Elementarereignisse sind gleich wahrscheinlich, d.h.

p({1}) =p({2}) =...p({6}) = a

wegen p({1}) +p({2}) +... +p{6}) = 1
—06-a = 1

1

—a = =

Sei A = {gerade Augenzahl} = {2,4,6}:
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Alternativ hier moglich: Berechnung liber Laplace-Wahrscheinlichkeiten
P(A) =

Vergleiche oben:

Die Axiomatik ist insbesondere nétig, um mit Situationen mit nicht gleichwahrscheinli-
chen Elementarereignissen rechnen zu konnen.

Bsp. 1.20. [,, Wahlbeispiel“]

Betrachtet werde ein verfilschter Wiirfel (bzw. die Situation des Wahlbeispiels aus
Beispiel 1.15, mit

P({1}) = P({3}) = P(15})
P({2}) = P({4}) = P({6}) =

B~ = =

Gegeben seien ferner die Ereignisse
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A die Person wahlt Partei 1 oder 3
B " 4 oder 6
C " 3 oder 4

Berechnen Sie P(A), P(B), P(BNC) und P(AUQC).

Prinzipiell kann man in diesem Beispiel zwar immer noch mit Laplace-
Wahrscheinlichkeiten rechnen, indem man die Betrachtung auf gleich wahrscheinliche
Falle (hier Wahler) zuriickfiihrt. Dies erweist sich aber spater als immer umstandlicher
beim Rechnen, und auch -bei moglichen Ziehungswahrscheinlichkeiten- im Detail ver-
wirrend. Fiir das Verstandnis ist diese Vorstellungsweise aber oft hilfreich, zumal man
oft die Stichprobe so zieht, dass alle Einheiten gleich wahrscheinlich sind.
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Bem. 1.21. [Volistiandige Zerlegung:]

Wichtig fiir spater ist auch die Moglichkeit, Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen, indem
man Ereignisse geeignet zerlegt und dann die Additivitat der Wahrscheinlichkeiten dis-
junkter Ereignisse ausniitzt.

Ist Ay, Ao, ..., A, eine vollstindige Zerlegung von €}, d.h. gilt

| )4 =Qund 4; N A; = 0 fiir i # j,

1=1

so gilt fiir jedes Ereignis B:
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Diese Regel, die ein Spezialfall der allgemeinen Additionsformel fiir paarweise disjunkte
Ereignisse ist (vgl. 1.3), ist fiir spater sehr wichtig. Als veranschaulichendes Beispiel
denke man etwa an die zufallige Auswahl einer Person w aus der Menge 2 aller
wahlberechtigten Bundesbiirger.

Sei B das Ereignis w ist fiir die Einfiihrung der ,, Autobahn-Maut"

Aq " " w ist SPD-Wahler
Ao " " w ist CDU-Wahler
A, " ) w ist Nichtwahler

Ay, ..., A, zerlegt Q vollstandig (paarweise disjunkt; [ J;_, A; = ).

B N A; ist dann das Ereignis ,,w ist fiir die Einflihrung der ,, Autobahn-Maut“und wahlt
Partei 2".
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1.2.5 Grundlegendes zum Begriff ,, Wahrscheinlichkeit*

e Was ist eigentlich ,,Wahrscheinlichkeit™?
e \Was bedeutet: ,, Mit Wahrscheinlichkeit % wird es morgen regnen?”

Ausfiihrlichere und weiterfiihrende Literatur:

e Rohwer, G., Pétter, U. (2002): Wahrscheinlichkeit, Begriff und Rhetorik in der
Sozialforschung. Juventa, Weinhein und Miinchen.

e Schneider, |. (Hg.) (1988): Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeit von den
Anfingen bis 1933. Einfiihrungen und Texte. Wissenschaftliche Buchgesellschaft,
Darmstadt.

e Weichselberger, K. (2001): Elementare Grundbegriffe einer allgemeineren Wahr-
scheinlichkeitsrechnung I. Intervallwahrscheinlichkeit als umfassendes Konzept.

Physika, Heidelberg S. 30-63.
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a)  Wahrscheinlichkeit in der Alltagssprache

e Stark gebrauchlich in der Umgangssprache als graduelle Abschwachung von Sicherheit
(,,wahrscheinlich kommt Max"). Weg vom simplen Ja/Nein.

o Teilweise sogar quantifiziert:
, Die Niederschlagswahrscheinlichkeit fiir morgen betragt 30%"

e Medizinische Beipackzettel: , seltene Nebenwirkungen®

b) Klassische Aspekte und Meilensteine

e Wahrscheinlichkeit im Gliicksspiel

e Wahr-schein-lichkeit (Prove-ability — probability)
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Zwei historische Wurzeln

e Mathematisierung von Gliicksspielen, v.a. Wiirfelspielen: Profanisierung erst im Mit-
telalter, dort erst als Zufall gedeutet, vorher oft als Gottesurteil etc.

e als philosophischer/theologischer Begriff: ,, Wahr-schein-lichkeit (Prove-ability — pro-
bability)"

c) Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff (kombinatorischer Wahrscheinlich-
keitsbegriff): sieche Kapitel 1.2.2

e Laplace (1749 - 1827)

e Aufbauend auf Symmetrieiiberlegungen:
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e Intuitiv einleuchtend, aber beschrankte Anwendbarkeit

e Von Laplace generell angewendet auf beliebige Unsicherheitssituationen (Sonnenauf-
gang, Jurisprudenz)

e Laplace strenger Determinist (Laplace’scher Damon!): Unsicherheit entsteht allein
durch unvollstandiges und ungenaues Wissen iiber die Anfangsbedingungen!! —
Subjektivismus
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d) Aktuelle interpretatorische Hauptrichtungen / typische Wahrscheinlichkeits-
begriffe

1. Objektivistisch / frequentistische Richtungen / aleatorische Wahrscheinlichkeiten

e Anschluss an die gottliche Ordnung

e Wahrscheinlichkeiten beschreiben tatsiachlich vorhandene, zufallige GesetzmaBig-
keiten

e Objektbezogen: Wahrscheinlichkeit ist eine Eigenschaft des untersuchten Objekts
(z.B. Wiirfel), ,,objektiv“als objektbezogen zu verstehen (wie z.B. spezifisches
Gewicht, Linge)

e Haufigkeitsinterpretation bzw. sogar -Definition (von Mises, 1883 - 1953): Wahr-
scheinlichkeit als relative Haufigkeiten in , unendlich langen” reproduzierbaren
Experimenten

e Exkurs: natiirliche Haufigkeiten (nach Gigerenzer, MPI fiir Bildungsforschung)
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* T.A.: ,Superreprisentative Stichprobe vorstellen”, in der sich genau die Haufig-
keitsverhaltnisse in der Grundgesamtheit wiederfinden, z.B. 10 000 Personen

* Dann P(A) = 0.1756 vorstellen als: 1756 Personen haben die Eigenschaft A.
(Aber man weiB natiirlich nicht, welche 1756 Personen.)

+ einfachere Kommunikation von Wahrscheinlichkeiten und Risiken, reduziert Feh-
ler beim Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
 mathematisch triviale Umformung", aber erfolgreich: Experimente mit Arzten
zeigen, dass die Darstellungsform Wahrscheinlichkeiten vs. natiirliche Haufigkei-
ten einen starken Einfluss auf die Korrektheit von Berechnungen und Abschatzun-
gen hat.

— T.A.: Gefahr der Verschleierung von Unsicherheit: die ,,natiirlichen Haufigkeiten”
sind zu erwartende Durchschnittswerte, wenn man sehr viele Stichproben hatte,
superreprasentative Stichproben gibt es praktisch nicht. Individuelle Aussagen
sind natiirlich zufallig. Einer von zehn leiden an Krankheit A bedeutet natiirlich
nicht, dass nach 9 nicht an A leidenden Patienten zwingend der nachste krank
ISt.
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Auf Beipackzettel wird typischerweise das Risiko von Nebenwirkungen so kom-
muniziert:

Welche Nebenwirkungen kénnen bei der Anwendung von *** Auftreten?

sehr haufig:  mehr als 1 von 10 Behandelten

haufig: weniger als 1 von 10, aber mehr als 1 von 100 Behan-
delten

gelegentlich:  weniger als 1 von 100, aber mehr als 1 von 1000
Behandelten

selten weniger als 1 von 1000, aber mehr als 1 von 10000
Behandelten

sehr selten: 1 Fall oder weniger von 10000 Behandelten, einschlieB-
lich Einzelfalle

Gelegentlich wurde iiber das Auftreten von Mundschleimhautentziindungen,
Kopfschmerzen, Ohrengerduschen berichtet.
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Selten konnen auftrete: Beschwerden im Magen-Darm-Bereich (z.B. Sodbrennen,
Ubelkeit, Erbrechen oder Durchfall).

2. subjektivistische Richtungen

e Wahrscheinlichkeit hat ausschlieBlich mit Unsicherheit, nicht mit Zufalligkeit zu
tun (vgl. Laplace) (Man kann auch iiber vollig deterministische Aspekte unsicher
sein!)

Laplace, Ramsey, de Finetti: ,,Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist der
Grad der Uberzeugung, mit der ein Beobachter aufgrund eines bestimmten Infor-
mationsstandes an das Eintreten eines Ereignisses glaubt”

e ,subjektiv’ als ,subjektivbezogen” zu verstehen. Wahrscheinlichkeitsbewertung ist
Eigenschaft des untersuchenden Subjekts
—> verschiedene Subjekte konnen durchaus zu unterschiedlichen Bewertungen
kommen.

e Anwendung auch auf Aussagen. Bsp: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Regierungs-
koalition die gesamte Legislaturperiode halt, ist. . .
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e behaviouristischer Standpunkt: Wahrscheinlichkeiten duBern sich im Verhalten und

konnen so gemessen werden
z.B. bei Wetten = Wettdefinition / -Interpretation

e Wahrscheinlichkeit von A gleich p(A) bedeutet gedanklich:

e Wichtig: subjektiv sind die Bewertungen, nicht die Rechenregeln.
Koharenzkriterien!

e) (,,kalter”) mathematisch-formaler Wahrscheinlichkeitsbegriff: Axiomatik von
Kolmogorov

e Die Kolmogorovsche Axiomatik ist eine reine Definition, die sich zunichst im , luft-
leeren” Raum bewegt. Es wird rein formal festgelegt, was eine Wahrscheinlichkeit

sein soll.
Es gab/gibt (wie eben ausgefiihrt), verschiedene Versuche, Wahrscheinlichkeiten

operational zu definieren (also durch eine Messvorschrift) und verschiedene Interpre-
tationen, die die Axiomatik mit Leben fiillen (sollen).
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Die Axiomatik ist vertrdglich sowohl mit der Hdufigkeits- als auch mit der Wettin-
terpretation.

Die Axiome von Kolmogoroff geben an, wie man mit Wahrscheinlichkeiten rechnet.
Welche Phanomene man durch Wahrscheinlichkeiten beschreiben darf und wie die
Ergebnisse zu interpretieren sind, ist eine Frage des Wahrscheinlichkeitsbegriffs.
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e In der Tat gibt es auch Kritik an dieser Axiomatik: ,,zu streng und iberprazise” —
aktueller Forschungsgegenstand (/mprecise Probabilities, Intervallwahrscheinlichkeit);
hier nicht naher thematisiert: fiir Statistik || Kolmogoroff als absolute ,,Wahrheit".
Kritik:

* Modellierung unsicheren (partiell widerspriichlichen, unvollstiandigen) Expertenwis-
sens

* Okonomie: Entscheidungen unter komplexer Unsicherheit widersprechen Prognosen
aus der iiblichen Wahrscheinlichkeitsrechnung (,, Bounded rationality”)

* komplexere Erhebung in schwierigem Feld: wirklich jede Unsicherheit prazise mit
Wahrscheinlichkeiten beschreibbar?

e logischer Wahrscheinlichkeitsbegriff
Wahrscheinlichkeit kommt Schliissen zu: Wahrscheinlichkeit als logischer Grad mit
dem aus einer Pramisse auf die Konklusion geschlossen werden darf (friihere Forma-
lisierungsversuche gelten heute als gescheitert; aber Renaissance der Thematik)
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