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Aufgabe 2

a) Zu zeigen: Pn ∼ ∆n−1 (d.h. ∃ Bijektion von Pn nach ∆n−1)

Beweis. Sei o.B.d.A. Ωn := {ω1, . . . , ωn}. Definiere die Abbildung

φ : Pn → ∆n−1 , λ 7→ (λ({ω1}), . . . , λ({ωn}))

und zeige: φ ist bijektiv.

1.) Wohldefiniertheit: Sei λ ∈ Pn beliebig. Dann ist λ({ω}) ∈ [0, 1] für alle ω ∈ Ωn, also

φ(λ) := (λ({ω1}), . . . , λ({ωn})) ∈ [0, 1]n

Ausserdem gilt, da λ ∈ Pn: ∑n
i=1 φ(λ)i =

∑n
i=1 λ({ωi}) = λ(Ω) = 1

Damit gilt φ(λ) ∈ ∆n−1. Also ist φ wohldefiniert.

2.) Injektivität: Seien λ1, λ2 ∈ Pn und gelte φ(λ1) = φ(λ2). Dann gilt

φ(λ1) := (λ1({ω1}), . . . , λ1({ωn})) = φ((λ2({ω1}), . . . , λ2({ωn})) =: φ(λ2)

und damit λ1({ω}) = λ2({ω}) für alle ω ∈ Ωn. (?)

Sei nun A ∈ 2Ωn beliebig.

1.Fall: A = ∅. Dann λ1(A) = 0 = λ2(A), da λ1, λ2 ∈ Pn.

2. Fall: Sei A 6= ∅. Dann gilt, da λ1, λ2 ∈ Pn:

λ1(A) =
∑

ω∈A λ1({ω}) (?)
=
∑

ω∈A λ2({ω}) = λ2(A)

Damit λ1 = λ2. Also ist φ injektiv.

3.) Surjektivität: Sei x := (x1, . . . , xn) ∈ ∆n−1 beliebig. Definiere die Abbildung

λ0 : 2Ωn → [0, 1] , A 7→

{
0 falls A = ∅∑

i∈J(A) xi sonst

wobei J(A) := {j ∈ {1, . . . , n} : ωj ∈ A} für A ∈ 2Ωn . (warum wohldefiniert?)

Reicht zu zeigen: (1) λ0 ∈ Pn und (2) φ(λ0) = x.

Zu (1): (M1) Es gilt:

λ0(Ωn) :=
∑

i∈J(Ωn) xi =
∑n

i=1 xi
x∈∆n−1

= 1

(M2) Seien (Aj)j∈N ⊂ 2Ωn paarweise disjunkt (p.d.).

1.Fall: Aj = ∅ für alle j ∈ N. Dann:

λ0

( ∞⋃
j=1

Aj

)
= λ0(∅) = 0 =

∞∑
j=1

0 =

∞∑
j=1

λ0(Aj)
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2.Fall: ∃j ∈ N : Aj 6= ∅. Dann (warum?):

λ0

( ∞⋃
j=1

Aj

)
:=

∑
i∈J
(⋃∞

j=1 Aj

)xi
=

∑
i∈

⋃∞
j=1 J(Aj)

xi

(p.d.)
=

∞∑
j=1

∑
i∈J(Aj)

xi

=
∞∑
j=1

λ0(Aj)

Damit gilt (1).

Zu (2): Es gilt (selbst nachrechnen!):

φ(λ0) = (λ0({ω1}), . . . , λ0({ωn})) = (x1, . . . , xn) =: x

Also ist φ surjektiv.

Insgesamt folgt mit 1.), 2.) und 3.): φ ist eine Bijektion. �

b) Wurde in der Übung bereits besprochen.

c) Zu zeigen: conv({P1, . . . , Pn}) = ∆n−1

Erinnerung: Für M ⊂ V , wobei V ein R-Vektorraum, gilt (nach Proposition aus der Vorlesung):

conv(M) =
{∑q

`=1 α`z` : q ∈ N ∧ (α1, . . . , αq) ∈ ∆q−1 ∧ z` ∈M ∀` = 1, . . . , q
}

Beweis. ” ⊃ ” : Sei x ∈ ∆n−1. Dann gilt:

x = x1 ·


1
0
...
0

+ · · ·+ xn ·


0
...
0
1

 =

n∑
i=1

xi · Pi

Damit x ∈ conv({P1, . . . , Pn}) mit q := n, (α1, . . . , αn) := (x1, . . . , xn) und z` := P` für ` = 1, . . . , n.

” ⊂ ” : Sei nun x ∈ conv({P1, . . . , Pn}). Dann gibt es q ∈ N und (α1, . . . , αq) ∈ ∆q−1 und z1, . . . , zq ∈
{P1, . . . , Pn} mit x =

∑q
`=1 α`z`.

Wähle nun (warum ist das möglich?) g : {1, . . . , q} → {1, . . . , n} mit z` = Pg(`) für alle ` ∈ 1, . . . , q.

Setze weiter, für i ∈ {1, . . . , n},
ϑi :=

∑
`∈g−1({i})

α` · Pg(`)

wobei
∑

`∈∅ α` := 0. Dann gilt:

x =

q∑
`=1

α`z` =

n∑
i=1

Pi ·
( ∑
`∈g−1({i})

α`

)
=

n∑
i=1

ϑi · Pi =

ϑ1
...
ϑn

 ∈ [0, 1]n (warum?)

Außerdem gilt:
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

ϑi =
n∑

i=1

∑
`∈g−1({i})

α` =

q∑
`=1

α` = 1

Damit x ∈ ∆n−1. �
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