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Regressionskalibrierung-Algorithmus Problemstellung

Problemstellung
fehlerbehaftete Daten

Szenario:

Man interessiert sich fiir den Einfluss von X, Z auf Y.

Problem: X; wird fehlerhaft gemessen — X;* = X; + U;

Eine naive Regression von Y auf (X*, Z) fiihrt zu verzerrte Inferenzen.

= Anwendung von Messfehlerkorrektur-Verfahren

Fir U;
o [klassischer] Fehler
o nicht- differentieller Fehler

ist die Regressionskalibierung anwendbar.
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Regressionskalibrierung-Algorithmus  [AESIGHIGIT

Regressionskalibrierung-Algorithmus

Von Interesse ist E[Y|X, Z] = m,(X, Z, 3), aber wahre X nicht vorhanden

e Schritt 1: E[X|X*, Z] = m(X*, Z,7)

e Schritt 2: E[Y|Z,X*] = m,(mx(X*, Z,7), Z, Brk)
mit wahre 5 ~ Brik

@ Schritt 3: Schitze Standardabweichung von B\RK durch Bootstrapping
(oder andere Methoden)
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Parameterschitzung

Daten
Schritt 1 & 2

Méoglichkeiten fiir Parameterschiatzung in Schritt 1 ist abhangig von der

vorliegenden Datenstruktur.
@ interne Validierungsdaten
@ Wiederholungsdaten

@ Instrumentaldaten
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Parameterschitzung [AYEI TS BN

Validierungsdaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen wahre X-Werte vor

LI /S N ) Z |
1 Y1 X1 X5 Z1
k Y Xe X Z

z.B. Untersuchung auf Prostatakrebs durch Stanzbiopsie ist teuer und
schmerzhaft. Alternativ kann man eine einfache Blutprobe entnehmen, die
aber weniger genau ist.
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Parameterschitzung [AYEI TS BN

Validierungsdaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen wahre X-Werte vor

i |y X; > z || %

1 Y1 X1 X5 71 NA

k Y X, X Z NA
,,,,,,, B | N

@ Schritt 1: Rechne fiir i € {1,..k} eine Regression X ~ X*+Z
— E[X|X*,Z] = my(X*, Z,7)
Berechne X; = (1, Xi, Zi) 7 fir i € {k+1,...n}
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Parameterschitzung [AYEI TS BN

Validierungsdaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen wahre X-Werte vor

i | Xi i z || % Xreg; Vi
1 Y1 X1 X7 7 NA X1 1
k Y Xk Xp Z NA Xie 1

@ Schritt 1: Rechne fiir i € {1,..k} eine Regression X ~ X*+Z
— E[X|X*,Z] = my(X*, Z,7)
Berechne X; = (1, Xi, Zi) 7 fir i € {k+1,...n}
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Parameterschitzung [AYEI TS BN

Validierungsdaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen wahre X-Werte vor

i ‘ Y; X; X Z; ‘ ‘ )/(\, Xreg,- Vi
1 Y1 X1 X5 7y NA X1 1
k Yo X X Z NA X, 1

o Schritt 2: Rechne fiiralle i Y ~ X + Z + V
— E[Y’Xreg7zv V] — my(Xregyza V7/BRK)
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Wiederholungsdaten
Schritt 1 & 2

Es liegen keine wahren Werte vor, aber Messwiederholungen (hier: k; = 4)
Weitere Annahmen:

eine EinflussgroBe X und eine ZielgréRe Y, E(Y|X) = fo + /1 X

Pl Yo X5 X5 Xy Xg ||
v i2 iz i3 A

11 12 13 14
k Yk Xk*1 Xk*z X?s X:A
nlove X5 X5 X5 X

n2

n3

nd

z.B. Wiederholte Messung von Angst anhand von Herzfrequenz, wahrer
Angstwert nicht beobachtbar.
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Wiederholungsdaten
Schritt 1 & 2

Es liegen keine wahren Werte vor, aber Messwiederholungen (hier: k; = 4)
Weitere Annahmen:
eine EinflussgroRe X und eine ZielgréRe Y, E(Y|X) = fo + 51X

. - *
! ‘ Yi Xa Xz X3 Xia ‘ ‘ X i
1 Y1 X1*1 X1*z X1*3 X1*4 X1.
k Y X1 X2 Xis Xia YZ-
. . . . . . .
n Yo X Xna Xa3 Xoa Xp.

. ~* XA+ XE4XE+HXH

@ Schritt 0: X; = =~z -

Le Minh-Anh (LMU) Regressionskalibrierung 5. Dezember, 2014 13 / 41



Wiederholungsdaten

Schritt 1 & 2

Es liegen keine wahren Werte vor, aber Messwiederholungen (hier: k; = 4)
Weitere Annahmen:

eine EinflussgroBe X und eine ZielgréRe Y, E(Y|X)

. kvl <

Py oxa o xs o XA Xa |l X Xi
1 Y1 X1*1 X1*z X1*3 X1*4 X3. X1
k Y Xk*1 X:z les X:A Y:- )A(k
n Yn Xn Xr2 X3 Xoa X Xn

@ Schritt 1: Berechne

E[X;|X;"] ~

2+02X +Nx (1 -
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Wiederholungsdaten
Schritt 1 & 2

Es liegen keine wahren Werte vor, aber Messwiederholungen (hier: k; = 4)

Weitere Annahmen:

eine EinflussgroBe X und eine ZielgréRe Y, E(Y|X)

ilYoxg Xp Xh Xia

1 Yi X1*1 X1*z X1*3 X1*4

k Y Xk*l X:z le:; X:A

n Yn Xn Xr2 X3 Xoa
@ Schritt 1: Berechne

EXiI X" ~ 225

X} X;
X3. X1
X, Xy
Y*. Xn

452

T Xi + e (1= s
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Wiederholungsdaten
Schritt 1 & 2

Es liegen keine wahren Werte vor, aber Messwiederholungen (hier: k; = 4)

Weitere Annahmen:

eine EinflussgroRe X und eine ZielgréRe Y, E(Y|X) = So + /1 X

i ‘ Yi X[); Xi; Xi); Xi:

1| Y1 X3 X X3 X[
k Yk Xi1 Xiz Xis Xia

n Yo Xn Xr2 X3 Xoa

@ Schritt 1: Berechne

A — ?:1X?i
Hx = Mx* = n
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Wiederholungsdaten
Schritt 1 & 2

Es liegen keine wahren Werte vor, aber Messwiederholungen (hier: k; = 4)

Weitere Annahmen:

eine EinflussgréBe X und eine ZielgréRe Y, E(Y|X) = fo + /1 X

ilYeoxg o xp o Xy o xp || XE Xi
1 Y1 X1*1 X1*z st X1*4 X; X1
k Yi th1 X:z X,j‘3 X:A Y:. )?k
n Yo Xn Xr2 X3 Xoa X X
@ Schritt 1: Berechne
T = 1. — 27:177
Hx = MPxx = n
s oo SLKEAe)Xi-Ae) £,
xx = Ox (n-1) 4
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Wiederholungsdaten
Schritt 1 & 2

e Wiederholungsmessungen ermdglichen die Schatzung von ¥,
@ auch ohne einen einzigen wahren Wert von X kann X geschitzt werden

p—— 452 —x% R 452 —
X u X u
N Ao
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Approximations-Schritt

@ Schritt 2:
Ersetze die nicht beobachtete Variable X durch die im vorherigen
Schritt durchgefiihrte Schatzung, d.h. ersetze im Hauptmodell X
durch my(X*,7). Fithre anschlieRend eine Standardanalyse durch, um
die Parameterschatzer zu erhalten. Somit erhalt man:

E[Y|X"] = my(me(X™,7), Bri)

X
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iEtelnesii
Approximations-Schritt

@ Schritt 2:
E(Y[X") = E({E(YIX,X)} [X)

= E({E(Y[X)} IX')

= E({Bo + BX} X))

= Bo + B1E(X|X")
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sl
Approximations-Schritt

o Schritt 2:

E({E(Y|X,X)} [X7)
E({E(Y1X)} 1X)
E({Bo+ X} [X)
= Bo + SLE(XX")

452
4G, + Gy

71

E(YIX)

~ Brio + Bri (

~ Brico BrKu A0 + BRIGAL X
—_— Y—

ﬁnaiv /Bnaiv
0 1

> )Y* + fix- (1
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Approximations-Schritt

Die Schatzer fiir Sy & (31 konnen extrahiert werden, vorausgesetzt die
Schatzung von X in Schritt 1 der RK ist giiltig

B]_ ~ BRKl /Bna/vl BO Bna/vo

~ i

5RKO
71

o~ i~ )

Yol
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EETETLESTS G E PN -l Wiederholungsdaten
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X X1
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X2*
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X X1 X2* X3
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X X1 X2* X3
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Bootstrapping

o Schritt 3: Bootstrapping
Fiir die resultierende Brk soll im dritten Schritt der Standardfehler mit
Bootstrapping (oder andere Methoden) geschatzt werden.

e Warum?
Da fiir die Schatzung von Y wiederum eine Schitzung von X
eingesetzt wurde.
= resultierende p-Werte und Standardabweichungen in statistischen
Programmen nur approximativ als “ersten Eindruck “anzusehen.
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Bootstrapping

Bootstrapping
Schritt 3

Bootstrapping

@ parametrische Verfahren
Ziehen aus einer angenommenen Verteilung
@ nonparametrische Verfahren

Ziehen mit zuriicklegen aus den vorliegenden Daten.
(Stichprobenumfang = Umfang vorliegende Daten)

e resampling Vectors

e resamping Residuals
Vorteil von Bootstrapping ist, dass bekannte statistische Verfahren auf
Bootstrapp-Stichproben angewendet werden kann.
z.B. Regressionskalibrierung.
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Bootstrapping

Bootstrapping bei Messfehlerkorrektur
Schritt 3

@ Daten kdnnen in verschiedenen Formen vorliegen.
z.B. Mischung aus interne Validierungsdaten, Instrumentaldaten,
Wiederholungsdaten (2,3,4,...Messwiederholungen)

o Unterschiedliche Datenstrukturen — Unterschiedliche Informationen
o Fiir Bootstrapping bei Messfehlerkorrektur gilt:

o Teildatensatze bilden (gruppieren nach den verschiedenen Strukturen)
aus Teildatensidtze Bootstrap-Stichproben ziehen
— ermdglicht Ziehungen aus homogener Umgebung
— geringere Varianz
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SIS -8 Resampling Vectors

Resampling Vectors

Validierungsdaten:

i Y; X X z |
I Vi X2 Xp Z
k Y X X} Z

Vektorweise ziehen mit zuriicklegen aus
{(Y,‘,X,’,XT,Z,’) f'(:l bzw. {(Y,’,X?,Z,’) 7:k+1
@ Vorteil: Kaum Annahmen miissen getroffen werden.
besondere Beziehungen miissen nicht explizit beriicksichtigt werden.
z.B. wenn ¢; von Z; abhangt
o Nachteil: Bootstrapstichprobe enthilt nicht die gleiche

Variablenmenge.
z.B. High-Leverage Point mehrmals oder gar nicht enthalten.
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SIS IET -3 Resampling Residuals

Resampling Residuals- Validierungsdaten

Validierungsdaten

v x x oz
1 Y1 X1 X5 Z
k Yo X« X Z

@ Annahme: Zwei Regressionsmodelle liegen vor
o Y~ (Z,',X,'),G,‘ ~iid mit ¥; ~ X
o X7 ~(Z,X),¢ ~ iid mit £; ~ ¥’
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SIS IET -3 Resampling Residuals

Resampling Residuals- Validierungsdaten

Validierungsdaten

Pl o x| v® v
* M
1 i X X 7 v® v
) ) 1 .M
N /A A A A | IR/ S

@ Bootstrapping Y,(m), M = # Bootstrapstichprobe und m € {1,..,M}
o 1.¢=Yi—m,(Z,X;,B) fiiri € {1,..k}
0 2. B={(e -9}k
o 3. k mal Ziehen mit zuriicklegen aus B — {e,(-m)}f-‘

4. Yi(m) = my(Zi,Xi,g) + e,(-m) firi € {1,..k}
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SIS IET -3 Resampling Residuals

Resampling Residuals- Validierungsdaten

Validierungsdaten

i | v XX z || vy vy | x® Xz ()
1 i X2 X 7 YO Y @ ™)
Ck Ye X X Z v yM | xp@) Xz (M)

@ Bootstrapping Y,-(m), M = # Bootstrapstichprobe und m € {1,..,M}
o 1.¢=Yi—m,(Z,X,B) firie{1,.k}

2. B={(es — )}~
o 3. k mal Ziehen mit zuriicklegen aus B — {e,(-m)}f-‘
o 4. Y™ = m(Z,X:,B) + ™ firi € {1,..k}

@ Bootstraping X,-*(m), analog
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SIS IEL -8 Bootstrap- Algorithmus

Bootstrap- Algorithmus
@ Schritt 1: M Bootstrapstichproben ziehen

@ Schritt 2: Schritt 1 & 2 des Regressionskalibrierungs-Algorithmus

anwenden

Man erhalt somit nach M Durchlaufen die Parameter
2(1) (M)
BRK}J"’ RKy
@ Schritt 3: Aus den vorliegenden BRKkS kann nun die
Standardabweichung 86ka geschatzt werden

—

G2k, = var(Bri,) = w1 o (B — Bric) (B — Brec,)".

Le Minh-Anh (LMU) Regressionskalibrierung 5. Dezember, 2014
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Nachteile-Regressionskalibrierung

Nachteile
@ nur approximatives Verfahren

o die Berechnung der Regression von X auf (X*,Z) stellt eine
Herausforderung dar, da X nicht beobachtbar ist

@ Schitzer sind nicht unbedingt konsistent (abhangig vom Modell)

Le Minh-Anh (LMU) Regressionskalibrierung 5. Dezember, 2014
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Vorteile-Regressionskalibrierung

Vorteile |

auf viele Modelle anwendbar (GLM)

effektive Methode im Umgang mit fehlerhaften gemeinsam
Einflussgrolen

einfache Berechnung

Regression Y ~ X+Z mdglich, obwohl wahres X nicht beobachtet
anschlieBende Standardanalysen noch mdglich

Reduzierung der Bias

keine extra Implementierung in statistische Programme nétig
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Vielen Dank fiir eure Aufmerksamkeit.
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Anhang

RK mit Instrumentaldaten

Vergleich Valid Wdh1 Wdh4

Vergleich RK Valid mit/ohne Dummyvariable
Uberpriifen der Schitzung in Schritt 1 der RK
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Instrumentaldaten
Schritt 1 & 2

Instrumentaldaten T
e T ist abhadngig von X
@ T ist unkorreliert mit Fehler U = X* — X
@ T unkorreliert mite =Y — E[Y|Z, X]
AuRerdem soll gelten T ist unverzerrt fiir X d.h. eine
Regression von T ~ Z+X* entspricht einer Regression von X ~ Z+4X*

E[T|X*,Z] = E[X|X*, Z]
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Instrumentaldaten
Schritt 1 & 2

Beispiel:
@ Y: Brustkrebs
e X: langfristige durchschnittliche Aufnahme von Nihrstoffen

e T: durchschnittliche Aufnahme von Nahrstoffen, extrahiert aus einem
Ernhahrungs-Tagebuch iiber vier Wochen (professionell dokumentiert)

o X*: durchschnittliche Aufnahme von Nahrstoffen, extrahiert aus einem
Fragebogen liber Erndhrung
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Instrumentaldaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen T-Werte vor,
Wobei T unverzerrt fiir X ist.

i | v Ti X Z ||
1 Vi T1 X7 71
k Y Ty X Z

@ Schritt 1: Rechne fiir i € {1,..k} eine Regression T ~ X*+Z
— E[T|X*, Z] = mr(X*, Z,7) = E[X|X*, Z]
Berechne X; = (1, X*, Z;) 7 fiir i € {k+1,....n}
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Instrumentaldaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen T-Werte vor,
Wobei T unverzerrt fir X ist.

v T x oz || %

1 Y1 T1 X; 71 NA
LS A S S - S | . S
k1 | Yier NA O XEy Ziga Xier1
n Y, NA X* Z, Xn

@ Schritt 1: Rechne fiir i € {1,..k} eine Regression T ~ X*+Z
— E[T|X*, Z] = mp(X*, Z,7) = E[X|X*, Z]
Berechne X; = (L, Xi, Zi) 7y fir i € {k+1,...n}
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Instrumentaldaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen T-Werte vor,
Wobei T unverzerrt fiir X ist.

i | v Ti X z || X%

Xreg;, VT
1 Y1 T1 X5 71 NA T1 1
k Yy Ty X} Zi NA Tk 1
R R ¢ Y S S S | ) AT S,
ktl | Yiea NA O X0y Ziga Xis1 Xies1 0
n Y, NA X Zn Xn X 0

@ Schritt 1: Rechne fiir i € {1,..k} eine Regression T ~ X*+Z
— E[T|X*, Z] = mr(X*, Z,~) = E[X|X*, Z]
Berechne X; = (L, Xi, Zi) 4 fir i € {k+1,...n}
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Instrumentaldaten
Schritt 1 & 2

Fiir einen Teil der Daten liegen T-Werte vor,
Wobei T unverzerrt fiir X ist.

i | v T; X7 z || X

i Xreg; VT;
1 V1 L X 7 NA T2 1
Sk Y Tl XE % NA_ T 1
K+l | Vi NA - XZy  Zksan || Xewa Xkga O
n Yn NA XK Z, Xn KXo 0

@ Schritt 2: Rechne fiiralle i Y ~ Xy + Z + VT
— E[Y’Xreg,Z, VT] = my(Xreg7Za VT7 BRK)

Anhang Ubersicht
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Vergleich: Valid ~ Wdh1 ~ Wdh4

Kennzahl Valid Wdh1 Wdh4
MSE(80) 0.0009120709 | 1.149171367 | 1.0528207133
MSE(81) 0.0015110924 | 0.004843075 | 0.0019111721
w
<
o

- ™
o
-
1

I T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

X X Rk valid X_Rk_wdh1

Anhang Ubersicht
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Vergleich: Validierungsdaten mit/ohne Dummy

ohne Dummy mit Dummy

Modell Y ~ X Y ~ X + Valid(Ja/ Nein)
MSE(80) 0.0010143196 0.0939534458
MSE(81) 1.0529453460 0.0013049964

T T T T T T T
3 2 -1 0 1 2 3
X X X_Rk_oDummy X_Rk_Dummy
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Uberpriifung der Schitzung in Schritt 1

Schitzung von X in Schritt 1 der RK kann tberpriift werden
@ durch gewdhnliche Regressionsdiagnosen bei

e Validierungsdaten
e Instrumentaldaten

e mithilfe von [partielle] Wiederholungsdaten
e Wiederholungsdaten
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Uberpriifung der Schitzung in Schritt 1

Validierungsdaten & Instrumentaldaten

Residuenplot

010
Validierungsdaten
0.05 o o X = wahre X;
®» %0 & 0 ® °© & % oOoo
> 000 OOO & o 00 PSRy cg,oooo o@: A o:oc) °Y
- o = ¢ = X - E[Xi|X?. 2]
0.05 Instrumentaldaten
w10 e X=T
[; QIO 4‘0 5‘0 slo 1(;0 oY
X =¢ = T; — E[Ti|X7, Z]]
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Uberpriifung der Schitzung in Schritt 1

[partielle] Wiederholungsdaten

Uberpriifen der Schitzung in Schritt 1 der RK anhand von [partiellen]
Wiederholungsdaten

i Yi X3 X5

1 V1 X2 Xis
Skl Ve D Xal L Xe

+ Yirr X1 A

n Ya X3 NA

e Wie iiberpriift man ob das eine gute Schatzung fiir X ist ohne die
wahren X beobachtet zu haben?
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Uberpriifung der Schitzung in Schritt 1

[partielle] Wiederholungsdaten

Es liegen klassische Fehler vor

h=Xi+Un
X5 =X+ Ujp

und somit zunachst

E[X}|Zi, X3] = E[Xi + Uiz|Z;, X7]
= E[X;|Z;, X;1] + E[Uj2| Zi, X3] -

Schritt 1 der RK V;

Im klassischem Fehlermodell gilt fiir die bedingte Zufallsvariable V;
E[V}]=0.
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Uberpriifung der Schitzung in Schritt 1

[partielle] Wiederholungsdaten

€ =X5— E[X}‘Q\Z,-,X,-*l] =

(Xi+ Ui2) — (E[Xj2|Zi, X*i] + E[Ui2| Z;, X71])
(X;— E[Xi|Z;, X7]) + (U — E[UjR|Zi, X71]) =€ + €

010 4
0.05 [partielle] Wiederholungsdaten
@ B o c?o : o o & 2 = * = : :
> 0.00 2 '@oo(pawwo X Oooep - S ooooo ° X - XI2 XI + UI2
B C?o%d’oo e oooo% s © é?joow % -
. . J oY =¢ =¢+¢
0,05 — Aus Residuenplot
Tendenz ersichtlich ob
-0.10 4 . . .
' ‘ ' ‘ ‘ ‘ Schétzung in Schritt 1 der
0 20 40 60 80 100

RK eine gute Schitzung ist.
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