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1 Einleitung

1 Einleitung

Ungenauigkeiten sind bei keiner Art von Messung zu vermeiden. Dabei ist es wichtig, alle
erdenklichen Fehlerarten und deren Auswirkung zu kennen, um fiir jedes Messergebnis die
entsprechende Genauigkeit angeben zu konnen. Das ist insbesondere dann wichtig, wenn

die gesuchten Groflen nicht beobachtet werden kénnen.

Nimmt man eine physikalische oder chemische Messung vor, so ist diese niemals exakt.
Das stellt man fest, wenn die Messung wiederholt wird oder wenn verschiedene Personen
das Gleiche messen. Es treten dann Schwankungen oder Ungenauigkeiten in den erhaltenen
Messwerten auf. (Hopcke, |1980], S. 41)

Zur Verdeutlichung der Problematik betrachten wir die Messergebnisse der Astronomischen
Einheit (AE). Unter einer Astronomischen Einheit versteht man die MaBeinheit der grofien
Halbachse der Erdbahnellipse, d.h. den mittleren Abstand zwischen Sonne und Erde.

Tabelle 1: Messergebnisse der Astronomischen Einheit (Hartung et all 2009, S. 321)

Ort bzw. Durchfithrende | AE in Millionen Meilen | Schétzung der Schwankung
und Jahr der Messung durch Experimentator
Necomb, 1895 93.28 93.20 - 93.35

Hinks, 1901 92.83 92.79 - 92.87
Noteboom, 1921 92.91 92.90 - 92.92

Spencer Jones, 1928 92.87 92.82 - 92.91

Spencer Jones, 1931 93.99 92.99 - 93.01

Witt, 1933 92.91 92.90 - 92.92

Adams, 1941 92.84 92.77 - 92.92
Brouwer, 1950 92.977 92.945 - 93.008

Rabe, 1950 92.9148 92.9107 - 92.9190
Millstone Holl, 1958 92.874 92.873 - 92.875
Jodrell Bank, 1959 92.876 92.871 - 92.882

S. T.L., 1960 92.9251 92.9166 - 92.9335
Jodrell Bank, 1961 92.960 92.958 - 92.962
Cal.Tech, 1961 92.956 92.955 - 92.957
Soviets, 1961 92.813 92.819 - 92.816

Man weif, dass die Astronomische Einheit im Beobachtungszeitraum konstant ist, so dass

die unterschiedlichen Ergebnisse nur durch Messfehler entstanden sein konnen.

Abbildung [1] der Ergebnisse zeigt die Schwankungen der Messwerte und die wahren Werte
der AE
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Abbildung 1: Messergebnisse der Astronomischen Einheit {iber die Jahre

Es ist erkennbar, dass die wahren Werte immer innerhalb der Intervalle der beobachteten

Werte liegen und wurden nie exakt gemessen.

Messfehler sind jeweils einer einzelnen Beobachtung zugeordnet. Sie werden nach ihren

Ursachen und charakteristischen Eigenschaften unterschieden.

In dieser Arbeit werden insbesondere Messfehler in den Einflussvariablen betrachtet. In der
Literatur gibt es unterschiedliche Meinungen zu den Auswirkungen von Messfehlern in der
Zielvariablen. Diese Problematik wird ebenso thematisiert und in der Seminararbeit ,,Fehler

in der abhéngigen Variable* Markovic, (2014) untersucht.
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Messfehler in Einflussvariablen haben folgende Auswirkungen:
e sie verursachen Abweichungen der Parameterschétzer in den linearen Modellen

e sie filhren zu dem (manchmal hochgradigen) Verlust des Ausmafles der Zusam-

menhéinge zwischen Variablen (loss of power)

e sie verdecken die Dateneigenschaften, was die graphische Darstellung der Datenana-

lyse erschwert.

Die ersten zwei Punkte werden ”doppelseitiger Schlag”(double whammy) des Messfeh-
lers genannt. Wenn man den dritten Punkt hinzunimmt, werden sie ”dreifacher Wham-
my” genannt. (Carrol et al., 2006, S. 1)

In der Literatur werden meistens sogenannte klassische Messfehler beschrieben. Dabei wird
der wahre Wert mit einem additiven Fehler und meistens einer konstanten Varianz gemes-
sen. In dem folgenden Kapitel werden weitere Arten von Messfehlern und entsprechende

Messfehlermodelle vorgestellt.

Im dritten Kapitel werden die Auswirkungen von Messfehlern in den Kovariablen auf die
Parameterschétzungen in der linearen Regression gezeigt. Auflerdem werden in dieser Arbeit

Ansiétze von zwei Methoden zur Messfehlerkorrektur vorgestellt.
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2 Ubersicht Messfehler

2.1 Grundlagen Messfehlertheorie

Bei der Informationsgewinnung kommt es darauf an, dass die bestimmten Groflen genau
erfasst und durch einen Zahlenwert oder eine Grafik dargestellt werden kénnen. Das Mess-
ergebnis ist der Schatzwert der Messgrofie, der aus der Auswertung einer Messung resultiert.
Es stellt sich dabei die Frage nach der Vertrauenswiirdigkeit derartiger Zahlenwerte, d.h.
nach der Messunsicherheit und der Messungenauigkeit. Die Unsicherheit bzw. Ungenauig-
keit des Messwertes wird von Fehlern erhoht. Man kann dabei Fehler nach der Art ihres
Auftretens in systematische und zuféllige (statistische) Fehler, aber auch nach der Art ihrer
Entstehung in subjektive und objektive Fehler einteilen.(Graber, 2009, S. 2, Kapitel 6.1)

Abbildung [2| liefert eine Ubersicht der “natiirlichen® statistischen Fehler:

Jhatirlicher” statistischer Fehler
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Abbildung 2: Art der statistischen Fehler (Augustin and Wiencierz, |2013))
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Ursachen fiir einen systematischen Messfehler konnen personenspezifisch, itemspezifisch,
itemkontextbezogen oder erhebungskontextbezogen sein. Beispielsweise sind personenspe-
zifische Effekte insbesondere dann zu erwarten, wenn die unabhéngigen und die abhéngigen

Variablen bei denselben Probanden gemessen werden. (Rathmann, 2014} S. 127)

Bei jeder Untersuchung stellt sich die Frage nach der Qualitéit des Messvorgangs, die den Un-
tersuchungserfolg und die Aussagefdhigkeit der Ergebnisse entscheidend beeinflusst. Mess-
fehler sind bei jedem Messvorgang, z.B. bei Personlichkeitstests in der Psychologie oder
Einstellungsfragebogen im Marketing, unvermeidbar. Daher muss es bei Messungen das
Ziel sein, die Messqualitdt zu beurteilen und Messfehler zu minimieren. Traditionell werden
in diesem Zusammenhang in der klassischen Testtheorie Haupt- und Nebengiitekriterien
betrachtet. (Albers et al 2007, S. 375)

Der Schwerpunkt des Modells der klassischen Testtheorie liegt auf der Genauigkeit einer
Messung bzw. auf der Grofle des jeweiligen Messfehlers. Daher wird sie oft auch als Mess-

fehlertheorie bezeichnet.
Es werden folgende Hauptgiitekriterien eines Messinstruments unterschieden:

1. Objektivitéit
Objektive Messergebnisse liegen vor, wenn verschiedene Personen, die die Messungen
unabhingig voneinander vornehmen, zu den gleichen Messergebnissen gelangen. Die

Objektivitéit wird iiber drei verschiedene Aspekte weiter differenziert:

e Durchfiithrungsobjektivitéit ist gegeben, wenn der Untersuchungsleiter die Pro-
banden nicht durch seine eigenen Vorstellungen und sein Untersuchungsziel be-

einflusst.

e Auswertungsobjektivitit ist dadurch gekennzeichnet, dass es bei der Auswertung

der Messergebnisse keine Freiheitsgrade gibt.

e Schliefflich betrifft die Interpretationsobjektivitdt den Spielraum bei der Inter-
pretation der Messergebnisse. Interpretationsobjektivitédt ist dann vorhanden,

wenn aus gleichen Ergebnissen gleiche Schlussfolgerungen gezogen werden.

2. Reliabilitdt (Zuverlissigkeit)
Die Reliabilitat betrifft die Zuverléssigkeit und Stabilitdt eines Messinstruments. Das
Kriterium bezieht sich auf die Frage, wie gemessen wird, und fordert, dass die Mess-

ergebnisse bei wiederholter Messung reproduzierbar sein sollten.

3. Validitiat (Giiltigkeit)
Die Validitédt bezieht sich auf die Giiltigkeit und materielle Genauigkeit eines Mess-

instruments. Im Rahmen der Validitéatspriifung stellt sich die Frage, ob mit einem
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Messinstrument genau das gemessen wird, was gemessen werden soll.

Die Reliabilitéit (Zuverldssigkeit) lédsst sich anhand der Zerlegung des beobachteten Mess-

wertes (,,observed score®, X) verdeutlichen :
Xo=Xr+ Xg+ Xpg

Der beobachtete Messwert setzt sich demnach aus dem ,,wahren* Wert (,,true score, Xr),
einem systematischen Fehler (,,systematic error”, Xg) und einem zufilligen Fehler zusam-
men (,random error, Xg).

Die Reliabilitéit bezieht sich auf den zufélligen, unsystematischen Fehler:

Bei einer vollkommen reliablen Messung gibt es keine Zufallsfehler (Xz = 0). Dieser Zu-
fallsfehler ist ein variabler Fehler, der alle méglichen Einflussfaktoren enthélt, die bei jeder
Messung die Messergebnisse mit unterschiedlicher Stérke ohne erkennbare Systematik be-
einflussen.(Albers et al., |2007, S. 376)

Alternativ zu dieser Betrachtungsweise wird in der klassischen Testtheorie die Reliabilitét
ausgedriickt als Verhéltnis der Varianz der wahren Messwerte zur Varianz der beobachte-
ten Messwerte. Da die Varianz der wahren Werte nicht beobachtbar ist, wird der Reliabi-
litatskoeffizient iiber Korrelationen geschétzt. Der zuféllige Fehler, der fiir den Unterschied
zwischen der Varianz der wahren und beobachteten Messwerte sorgt, kann auf verschiede-
ne Ursachen zuriickgefithrt werden (z.B. Messfehler aufgrund unpréziser Fragestellungen,
Einfliisse unterschiedlicher Interviewer, situative Unterschiede). Angesichts dieser Ursachen
wurden unterschiedliche Methoden der Reliabilitétspriifung entwickelt. Zu néheren Infor-
mationen iiber diese Methoden wird an dieser Stelle auf die Quelle (Albers et al 2007, S.

377) verwiesen.

2.2 Stochastische und systematische Fehler

Fiithrt man eine Messung durch, so wird der gemessene Wert fast immer vom wahren Wert
abweichen, die Messung ist also mit einem Fehler behaftet. Dieser Fehler wird in den sys-
tematischen und in den zufélligen Fehler aufgeteilt. In Abbildung [3] ist die entsprechende
Aufteilung der Messfehler dargestellt.
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Abbildung 3: Systematisierung moglicher Messfehler (Albers et al., 2007, S. 136)

Zufillige bzw. stochastische Fehler werden von messtechnisch nicht erfassbaren
Anderungen der MaBkorper, der Messgerite, des Messgegenstandes, der Umwelt und der
Beobachter hervorgerufen. Auch numerische Berechnungen, z.B. mit einem Computer, sind
in der Regel nicht beliebig genau, sondern fehlerhaft. So fithren Rundungen und endliche
Tiefe jedes Iterationsverfahrens zu stochastischen Fehlern. Die zufélligen Fehler konnen bei
einer Einzelmessung weder nach ihrem Betrag noch nach ihrem Vorzeichen bestimmt wer-
den, sie sind daher nicht zu korrigieren und machen das Ergebnis unsicher. Wiederholt
man eine Messung unter gleichen Bedingungen, so weichen die einzelnen Messwerte von-
einander ab, sie ,streuen“. Sie kénnen nach den Regeln der mathematischen Statistik in
ihrer Gesamtheit zahlenmafig erfasst und durch eine statistische Kenngréfie charakterisiert
werden. (Graber, 2009, S. 2, Kapitel 6.1)

Der Zufallsfehler ist also die zuféllige Abweichung einer Beobachtung vom theoretisch wah-
ren Wert, durch die die Reliabilitéit einer Messung beeinflusst wird. Reliabilitét kann als der
Grad der Messgenauigkeit eines Instruments definiert werden. Sie ist umso hoher, je kleiner
der zu einem Messwert gehorende Fehleranteil ist. Perfekte Reliabilitit wiirde bedeuten,
dass ein Instrument in der Lage ist, den wahren Wert ohne jeden Messfehler zu erfas-
sen. Somit miisste eine vollstédndig reliable Messung bei wiederholter Befragung der selben
Respondenten, sofern sich der wahre Wert nicht verindert, immer die selben Ergebnisse
liefern. Eine perfekte Korrelation der Messergebnisse beider Messreihen wire die Folge. Es
gibt verschiedene statistische Tests fiir Reliabilitdt (z.B. Retest-Reliabilitét, Paralleltest-
Reliabilitét usw.), auf die an dieser Stelle aber nicht weiter eingegangen wird. Reliabilitét
ist eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir die Validitéit einer Messung.
(Albers et al., 2007, S. 135)

Der methodische Fehler beeinflusst die Validitdt einer Messung. Die Validitét (Giiltigkeit)
ist das wichtigste Giitekriterium. Sie beschreibt, ob ein Test oder ein Konstrukt in der Lage
ist, den Sachverhalt zu messen, der auch gemessen werden soll. Auch wenn eine hohe Re-

liabilitat vorliegt, kann ein Test oder eine Befragung nutzlos sein, wenn nicht der richtige
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Sachverhalt gemessen wird.(Albers et al., 2007, S. 136)

Systematische bzw. statistische Fehler werden hauptséchlich durch Unvollkommen-
heiten der Mafiverkérperung der Messgerite, der Messverfahren und des Messgegenstandes
sowie von messtechnisch erfassbaren Einfliissen der Umwelt und personlichen Einfliissen der

Beobachter hervorgerufen. Sie haben:
e cin bestimmtes Vorzeichen (4 oder -)

e unter gleichen Bedingungen den gleichen Betrag, d.h. sie konnen durch Wiederholung
der Messung nicht festgestellt werden, sondern nur durch ein anderes (genaueres)

Messgerét oder Messverfahren

Der systematische Fehler besitzt bei gleichen Messvorgingen die gleiche Struktur, z.B. eine
Uhr geht um 1 Promille vor, so ergibt dies bei jeder Messung von 10 Sekunden einen

systematischen Fehler von 0.01 Sekunden.

Der statistische Fehler beeinflusst die Messergebnisse in unterschiedlicher, unvorhersehbarer
Weise. Die Gréfle des Fehlers l&sst sich jedoch abschétzen, wenn Ergebnisse mehrerer gleich-
artiger, etwa wiederholter Messungen, zur Verfiigung stehen. So stellt sich der zuféllige Feh-
ler oft als Summe vieler Elementarfehler (z.B. Ablesefehler, Umgebungsverianderung) dar
und kann damit - wegen der Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes - als normalverteilt

angenommen werden.(Graber, 2009, S. 2, Kapitel 6.1)

Die Ergebnisse zq,...,x, wiederholter Messungen eines wahren Wertes p koénnen dann
als Realisationen einer N(u*, o?)-verteilten Zufallsgrofe X aufgefasst werden. Hier ist der

zufillige Fehler bei der i-ten Messung
€ =T — [,
wéhrend der systematische Fehler, den man auch Bias nennt, gegeben ist durch
b=p" —p
Damit ergibt sich nun

= wahrer Wert + systematischer Fehler + zufilliger Fehler.

Mit den Messwerten x1, ...x, lassen sich y* = u + b und o z.B. durch
T=1%a;unds= \/ﬁZ((Ez —72) fiir i € [1,n)]

schitzen.(Hartung et al., 2009, S. 322)
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Dariiber hinaus kénnen Konfidenzintervalle fiir * und o? angegeben werden. Dadurch 14sst

sich ein Eindruck von Gréfle und Struktur des zufélligen Fehlers gewinnen.

Uber die GroBe des systematischen Fehlers b hingegen lassen sich aus den Messwerten
x1, ..., Ty allein keine Informationen ziehen, da dieser fiir alle n Werte gleich ist. Es muss also
dafiir gesorgt werden, dass ein systematischer Fehler weitgehend vermieden wird. Dabei hilft
z.B. die Kalibration bzw. Justierung der verwandten Messgeréite. Kann man annehmen, dass
kein systematischer Fehler vorliegt, so liefert = eine Schatzung fiir den wahren Wert p, und
ein Konfidenzintervall fiir p entspricht dann einem Konfidenzintervall fiir den Parameter
w*. (Hartung et all 2009, S. 322)

2.3 Additive und multiplikative Fehler

Aus dem vorherigen Kapitel geht hervor, dass die systematischen Messfehler eine (determi-

nistische) Funktion der systematischen Variablen darstellen. Das bedeutet:
U= f(X)

wobei U der systematische Messfehler und X der wahre (latente) Wert sind.

Im einfachsten Fall sind die Funktionswerte konstant.
Fiir die beobachteten Variablen gilt dann
W=X+U.

In diesem Fall wird iiber einen additiven oder konstanten systematischen Fehler

gesprochen.

Eine andere Moglichkeit ist der Fall eines multiplikativen oder proportionalen syste-

matischen Fehlers. Hier ist der Fehler proportional zur systematischen Variablen:
U=pX

Daraus ergibt sich, dass die beobachtete Variable W ebenfalls proportional zu der systema-
tischen Variable X ist. Mit a := 1 4 p gilt

W=X+pX =aX

Beide Fille werden verallgemeinernd als linearer systematische Fehler bezeichnet, wenn

gilt :
W=aX+U

(Schneeweifl and Mittag), 1986, S. 21)
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2.4 Differentieller und nicht-differentieller Fehler

In diesem Kapitel wird eine weitere Differenzierung von Messfehlern vorgestellt. Die Unter-
scheidung zwischen differentiellen und nicht-differentiellen Messfehlern ist sowohl bei der
Datenerhebung als auch bei der Datenauswertung von grofler Bedeutung, da die gesuchten
Grofen (z.B. Angst, Herzinfarktrisiko usw.) sehr oft nicht messbar oder nicht beobachtbar

sind.

Wenn die unbekannte Variable X nicht beobachtbar oder wegen fehlender Erhebungen nicht
vorhanden ist und eine dhnliche Variable W keine anderen Informationen iiber die Response
Y als X und die fehlerfrei gemessene Variable Z enthilt, ist W als mit nicht-differentiellem
Fehler behaftete Variable dquivalent zu X. Formal héngt die Verteilung von Y|(X, W, Z)
nur von (X, Z) ab. In dem Fall wird W als Surrogat bezeichnet. Im anderen Fall ist der
Messfehler differentiell.

Viele Probleme konnen bei nicht-differentiellen Messfehlern auftreten. Z.B. wenn die Erhe-
bungen der wahren und beobachteten Variablen in einemm bestimmten Zeitpunkt und der

Response erst spater durchgefiihrt werden.

So ist in einer Brustkrebs-Studie die wahre Variable das Erndhrungsverhalten vor der Dia-
gnose. In den Fallkontrollstudien ist die berichtete Erndhrung erst nach dem Befund be-
obachtbar. Eine Frau, bei der Brustkrebs diagnostiziert wurde, stellt moglicherweise ihre
Ernghrung um. Die Messung des berichteten Erndhrungsverhaltens nach dem Befund ist
mit den Krebsauswirkungen korreliert. Anders wére es bei der Betrachtung der Erndhrung
vor dem Befund.(Carrol et al., |2006} S. 36)

Der Grund, warum nicht-differentielle Messfehler wichtig sind, ist:

Man kann den Response-Parameter bei der gegebenen wahren Einflussvariablen in einem
Modell schétzen, selbst, wenn die wahre Variable X nicht beobachtbar ist. Anders ist es bei
den differentiellen Messfehlern. Aufler in ein paar speziellen Fallen, sollte man die wahre

Variable beobachten konnen.

Differentielle Fehler kénnen beispielsweise in biometrischen Untersuchungen relevant sein,
wenn kranke Individuen ihr Verhalten (etwa Erndhrungs- und Schlafgewohnheiten, Medi-
kamentenkonsum, Rauch- und Suchtverhalten) in der Vergangenheit im Riickblick anders
betrachten als gesunde Individuen. Bei selbst gemessenen oder selbst berichteten Variablen
fithrt diese verschobene Wahrnehmung zu differentiellen Fehlern, die vom Krankheitsverlauf
und damit von der Response abhéngen. Das Vorliegen eines nicht-differentiellen Fehler ist
folglich kritisch zu priifen.(Carrol et al., 2006, S. 37)

10
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Angenommen ein differentieller Messfehler beeinflusst die ZielVariable, d.h.
Y]X, W] = [Y]|X]

Fiir Y gibt es keine weitere Information in W oder X, wenn X bekannt ist. Dann kann das

Fehler- und Haupt-Modell aufgesplittet werden:
YW, X] = [Y[X][W[X][X] — f(Y]X)

Z.B. ist Y die Wahrscheinlichkeit einen Herzinfarkt zu bekommen, wenn ein bestimmter
(bekannter!) Blutdruck X vorliegt.

Aus substanzieller Sicht:
e Messprozess und Zielvariable Y sind unabhéngig.

e Blutdruck an einem bestimmten Tag ist irrelevant fiir das Herzinfarktrisiko, wenn

bekannt ist, dass der Proband ein blutdrucksenkendes Medikament einnimmt.
e Durchschnittsexposition ist irrelevant, wenn die individuelle Exposition bekannt ist.

e Menschen konnen ihr Erndhrungsverhalten anders betrachten, wenn sie bereits einen
Herzinfarkt hatten.

Nicht-differentielle Fehler haben den Vorteil, dass sich die Untersuchung der einfachen li-
nearen Regression vereinfacht und die Bestimmung der Regressionsparameter grundsétzlich
auch mit der fehlerbehafteten Variable W moglich ist. Wegen der Giiltigkeit des Transfor-

mationssatzes gilt

E(Y|W) = E{E(Y|X,W)|W}
= E{E(Y|X) W}
= E(B, + B X|W)
= Bo + B E(X|W).

(Carrol et al., 2006, S. 38)

2.5 Klassischer und Berkson Fehler

Zufallige Messfehler sind auf zwei unterschiedliche Arten darstellbar, welche trotz ihrer
technischen Ahnlichkeiten unterschiedliche Auswirkungen auf die Regressionsanalyse haben

und nachfolgend vorgestellt werden.

Im klassischen Fehlermodell ist W die fehlerbehaftete Messung der wahren latenten Variable

X, modelliert durch den Zusammenhang

11
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W =X 4+ U mit Uz]’Xz ~ N(0,02),
wobei U und X stochastisch unabhéngig sind.

In diesem Fall gilt E(W|X) = X und W ist folglich eine unverzerrte Messung fiir X. (Carrol
et all, 2006, S. 26)

Betrachtet man stattdessen
X =W 4 U mit U|X; ~ N(0,0?),
wobei U und W stochastisch unabhéngig sind, so gilt E(X|W) = W.

Man erhilt trotz der Ahnlichkeit ein anderes Modell. Dieser Fehler wird Berkson-Fehler

genannt und spiegelt eine andere Ausgangslage wieder.

Wiéhrend beim klassischen Fehler der exakte Wert X durch zuféllige Messfehler verdeckt
wird, stellt sich beim Berkson-Fehler der wahre nicht beobachtbare Wert X erst als Ergebnis
einer (kontrollierbaren) Variablen W ein. Berkson-Modelle finden bei epidemiologischen

Studien ihre Anwendung.

Messfehler miissen mit erheblicher Vorsicht behandelt werden. Der Unterschied zwischen
dem Berkson und dem klassischen Messfehler ist grofl, insbesondere wenn man vorhat,
a priori zu erforschen und vor allem wenn man versucht den Einfluss zu kalkulieren. Es
gibt einige technische Ahnlichkeiten zwischen dem klassischen Fehler und dem Berkson
Fehler, aber in den Einflussberechnungen treten unterschiedliche Aspekte auf. Wenn man
sich iiberzeugen mochte, dass es trotz Messfehlern in Variablen einen groflen statistischen
Einfluss auf die gesuchte Grofle gibt, muss angenommen werden, dass der Messfehler mit

einer gegebenen Varianz Berkson und nicht klassisch ist.(Carrol et al., 2006, S. 27)

Wie unterscheidet sich der Berkson vom klassischen Fehler? Wenn man zwischen den beiden
Messfehlern zu wéahlen hat, , vor allem wenn die Messung wiederholt werden kann, handelt
es sich grundsétzlich um einen klassischen Fehler und die fehleranféllige Kovariable mit Hilfe
von Messmitteln eindeutig bei einer Person gemessen wurde. Zum Beispiel, wenn Menschen
Fragen zum Essverhalten beantworten oder bei der Messung ihres Blutdrucks, handelt es

sich um einen klassischen Messfehler.

Anders verhélt es sich, wenn alle Personen einer kleinen Gruppe oder einer sozialen Schicht
Angaben zu einer fehleranfiilligen Variable machen. Z. B. zeigen Textil- oder Bergarbeiter
bei der gleichen Beschiftigungsdauer das gleiche Staubbelastungsbild. Das wahre Bild ist
bei jedem einzelnen Individuum jedoch anders. In diesem Fall handelt es sich typischerweise
um einen Berkson-Messfehler.(Carrol et al., 2006] S. 27)

Weiterer Unterschied zwischen Berkson und klassischem Fehler ist:
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2 Ubersicht Messfehler

o Var(W) = Var(X) fir den klassischen Fehler und Var(X) > Var(W) fir den
Berkson-Fehler.

In der Praxis besteht die Wahl nicht immer nur zwischen dem klassischen additiven
Messfehler-Modell (W = X 4U) und dem klassischen Berkson-Fehler-Modell (X = W+U).
Fiir die Messungen, die auf den Angaben der Befragten basieren, sind komplexere Mo-
delle, die solche Abweichungen beriicksichtigen, notwendig. Die einzelnen Groéflen werden
gemessen und die Messungen ebenfalls wiederholt, aber die Abweichungen miissen ver-
deutlicht und beriicksichtigt werden. Dafiir ist das allgemeine klassische Fehler-Modell
(W= +1X +~.Z + U, E(U|Xz) =0) geeignet.

Anstatt des Berkson Modells wird fiir ad hoc Zwecke héufig die allgemeine Regressionska-
librierung angewendet.(Carrol et al., 2006, S. 26-28)

Grundlage der Regressionskalibrierung ist es, im Hauptmodell, in dem die Zielgréfie Y
auf die Einflussgroflen (X, Z) regressiert wird, die fehlerbehaftete KoVariable X durch die
Regression von X auf (Z, X*) zu ersetzen. Dabei soll Z ohne Fehler gemessen werden
konnen und die Hilfsgrofle X* sollte in Beziehung zu der Variable X stehen. X* kann z.
B. die fehlerbehaftete Messung von X sein. Nach diesem Vorgang kann ohne Weiteres eine
gewohnliche Standardanalyse durchgefiihrt werden. Der theoretische Hintergrund und das

genaue Vorgehen wurden in der Seminararbeit (Le, 2014) vorgestellt.
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3 Messfehler in der linearen Regression

3 Messfehler in der linearen Regression

3.1 Ubersicht iiber die linearen Regressionsmodelle

Das zentrale Problem in einem linearen Modell mit fehlerbehafteten Daten ist die Para-
meterschéitzung. Wenn die fehlerfreie systematische Variable X nicht direkt beobachtbar
ist, muss man auf die fehlerbehaftete beobachtbare Variable W zuriickgreifen und mit ihrer

Hilfe moglichst genaue Schétzungen konstruieren.

Man versucht zunéchst eine Schétzung mit der Methode der kleinsten Quadrate (KQ-
Methode) auf die Regression (Y, X|W) anzuwenden. Die so gewonnene Kleinstquadrat-
Schatzer (KQ-Schétzer) sind i.d.R. inkonsistent. (Schneeweiff and Mittag), 1986, S. 32)

In der Literatur wird oft iiber Messfehler in der linearen Regression geschrieben und der
Schluss gefasst, dass deren Einfluss eine nur geringe Abweichung der Schétzung verursacht.
Diese Schlussfolgerung muss mit Vorsicht genossen werden. Die Messung W, der wahre
Wert X, und weitere mogliche Variablen in einem Regressionsmodell konnen abhéingig
sein. Genauer gesagt, der Effekt des Messfehlers in einem linearen Modell muss unter

Beriicksichtigung anderer Variablen und deren Verteilungen betrachtet werden.

Der Einfluss der Messfehler in der linearen Regression variiert in Abh#ngigkeit von den

folgenden Merkmalen:
e ist das Regressionsmodell uni- oder multivariat
e ist die fehlerbehaftete Einflussgréfie uni- oder multivariat
e ist die Messung fehlerhaft

Die Verteilung des Messfehlers ist fiir die Auswirkung auf ein lineares Modell entscheidend.
Davon héngt das zu wihlende Verfahren fiir die Messfehlerkorrektur ab. (Carrol et al., 2006,
S. 41)

Die grundlegenden Parameter der Fehler-Modelle und der linearen Regression fiir (Y, X |W)
sind in Tabelle [2] aufgefiihrt. Fiir samtliche Falle wurde folgendes Regressionsmodell be-
trachtet:

Y:50+ﬁxx+€

wobei X und € unabhingig sind und E(e) = 0 und Var(e) = o2.
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3 Messfehler in der linearen Regression

3.2 Systematische Messfehler in der Regression

Wir betrachten eine einfache lineare Regression mit folgendem Aufbau:
Y = By + B.X + ¢, wobei € ~ NV(0,0?)

Eine fehlerbehaftete Variable W ist iiber eine feste funktionale Abbildung W = f(X)
mit der fehlerfreien Variable X verkniipft. Wir beschrinken uns hier nur auf die linearen

Verkniipfungen und damit das Verhalten bei konstanten und proportionalen Fehlern.

Zuerst stellen wir eine fehlerbehaftete Variable W = X + d, die um einen konstanten
Messfehler d von der wahren Variablen abweicht, dar. In diesem Fall verdndert sich die

angegebenen Modellgleichung, und es gilt
Y =B+ Bx(X +d)+e
Durch Umformung ergibt sich
Y =85+ 8y X + ¢

Als Parameterschétzer erhalten wir einen verzerrten, inkonsistenten Wert 35 = 5y + Bxd
sowie einen konsistent geschitzten Wert 3% = [Bx. Die beobachteten Werte sind um einen

konstanten Wert d nach rechts und in der Folge um den Wert Sxd nach oben verschoben.

Nimmt man eine mit einem proportionalen Fehler behaftete Variable W = ¢X an, dann

sieht die Modellgleichung folgendermaflen aus:
Y = B+ ByeX + ¢
und die verzerrten KQ-Schétzer ergeben sich als 8; und g% = % Bx.

In beiden Fillen erhalten wir durch die KQ-Schéitzung verzerrte Schétzer, die um den
bekannten konstanten Fehler d und den proportionalen Fehler ¢ korrigiert werden konnen.
Ist der systematische Messfehler bekannt, so konnen auch die gemessenen, fehlerbehafteten
Werte W vor Durchfithrung der Regression korrigiert werden. (Schneeweifl and Mittag),
1986, S. 32-37)

3.3 Stochastische Messfehler in der Regression

3.3.1 Kilassische Messfehler in der Regression

Wir beschéftigen uns weiter mit dem linearen Regressionsmodell, das folgende Struktur
hat:

16



3 Messfehler in der linearen Regression

Y = By + BxX + €, wobei € ~ NV(0,0?)

Wenn X fehlerbehaftet ist, also W = X + U mit U ~ NV(0,0%) der klassische Messfehler
ist, gilt:

V=05 +Bw(X+U)+e

(Carrol et al., 2006, S. 42-43)

Abbildung 4: Einfache lineare Regression beim klassischen Fehler

Abbildung 4| zeigt die Folgen der klassischen Messfehler in der linearen Regression. Die rote

Regressionsgerade gibt den wahren Zusammenhang zwischen Einflussvariable und Respon-
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3 Messfehler in der linearen Regression

se an. Der klassische Messfehler ist hier um einen konstanten Term nach links bzw. rechts
modelliert. Die fehlerbehaftete Regressionsgerade (blau) weicht von der wahren Regressi-

onsgeraden ab. Es kommt zu einer systematischen Unterschéitzung der Steigung.

Die gewohnliche KQ-Schétzung von X auf Y ist kein konsistenter Schétzer von Sx. Anstatt
B, bekommt man (., = \3,, wobei

o2

A= < b
02 Varianz des wahren Wertes X und o2 Varianz des Messfehlers U sind.

In diesem Fall wird \ Reliabilititsfaktor genannt. Da W eine fehlerbehaftete Beobachtung
ist, besitzt sie einen schwicheren Einfluss auf die Response als X. Dariiber hinaus vergréfiert

sich die Varianz der Beobachtungen. Anstelle von Var(Y|X) = 0% erhalten wir

Var(Y|W) = o2 + Z2% — 52 4 \5262 > Var(Y|X).

2 2
oz+os

(Carrol et al., 2006, S. 44)

3.3.2 Berkson-Fehler in der Regression

Die Problematik der Auswirkung des Berkson-Fehlers in der linearen Regression ist von

grofler Bedeutung. Gegeben sei das folgende lineare Modell
Y =+ BxX +¢€ e~ NV(0,02)

mit E(X|W) =W und X = W +U,, wobei U, ein Berkson-Fehler ist. In Abbildung [j]ist zu
sehen, dass die wahre und die mit einem Berkson-Messfehler behaftete Regressionsgerade

gleich sind.

Da W ein Surrogat, d.h. E(X|W) = W, ist, betrachten wir die Auswirkungen der wahren
Werte X auf die dazu gehoérenden Werte der Response.

Die Kleinste-Quadrate-Schétzungen sind beim beobachteten mit dem wahren Fall identisch,
wenn wir wie im klassischen Fall annehmen, dass alle beobachteten Werte gleichermaflen
realisiert werden. Es entsteht keine Verzerrung der Regressionskoeffizienten im Berkson-
Modell. X = W 4 U ergibt sich nach Festlegung von W als zufélliges Ergebnis. Betrachten

wir folgendes Regressionsmodell:
Y = B + BwW + ¢, wobei € ~ NV(0,0?)

Da E(X|W) = W (mit nicht-differentiellem Fehler behaftete Variable), E(Y|W) = [y +
Bx E(X|W) = By + B.W. Daraus folgt, dass die Koeffizientenschitzer fiir Sy und Sx = Sw

unverzerrt sind. Statt Var(Y|X) erhalten wir

18



3 Messfehler in der linearen Regression

Abbildung 5: Auswirkung des Berkson-Fehlers in der linearen Regression: KQ-
Regressionsgleichungen sind fast identisch und es ergibt sich in Folge
keine Verzerrung der Regressionskoeffizienten.

Var(Y|W) =Var(Y)+ Var(E(Y|W)) = 02 + 40?4 > Var(Y]X).

(Carrol et al., 2006, S. 45)

Die Varianz der Regression (Y, W) ist groBer als die Varianz der Regression mit den wahren

Werten X (¢2) als Folge, dass Wein Surrogat ist.
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3 Messfehler in der linearen Regression

3.3.3 Kombination von klassischen und Berkson-Fehlern

Wir betrachten ein Regressionsmodell, bei dem die Einflussvariable sowohl klassische als
auch Berkson-Komponenten beinhaltet. Aus dem klassischen Fehlermodell ist bekannt, dass
W = X + U und der beste linearer Pradiktor fiir (X |W) ist

X =AW+ (1= NEU)+U*

wobei U* = (1 — A)(X — E(X)) — AU und der Reliabilitdatsfaktor A = % < 1 sind. Es
X U
ist offensichtlich, dass U* und W unkorreliert sind. Das bedeutet, dass der klassische Fehler

in einen Berkson-Fehler iiberfithrt wird.

Da das Berkson-Modell und die entsprechende Parameterschéitzung unverzerrt sind, emp-
fiehlt sich diese Betrachtung . Die Fehlerstruktur soll durch das stochastische Berkson-
Fehlermodell, verzerrt durch den systematischen, proportionalen Fehler A\, dargestellt wer-
den. (Carrol et al. 2006, S. 29)

3.3.4 Multivariate lineare Regression

In der multivariaten linearen Regression sind die Auswirkungen der Messfehler komplexer,

auch fiir das klassische additive Fehlermodell.

Wir betrachten eine skalare X und zusétzlich eine Kovariable Z, die fehlerfrei gemessen

wurde. Das lineare Modell sieht jetzt folgendermaflen aus:
YZﬁO"’BxX_"BiZ—i_Q

wobei Z und 3, Spaltenvektoren sind und % der Zeilenvektor ist. Die Kleinste-Quadrate-
Schétzer fiir die Regressionskoeffizienten sind im Fall der multivariaten Regression wie im

Fall einer einfachen linearen Regression verzerrt. Statt 5, wird \;5, mit

(72 0'2
)\ _ Tzl __ x|z
1 — 27 — ;2

- ~r =, und statt 3, wird 5, + Be(1 — )T, geschétzt. T', ist der Regressions-
wl|z x|z u
koeffizient von X auf Z, d.h. E(X|Z) =Ty +I.Z. (Carrol et al., 2006, S. 52)

Damit wird deutlich, dass Messfehler auch auf die Koeffizientenschétzer der anderen feh-
lerfreien Variablen Auswirkungen haben kénnen und deshalb nicht vernachlissigt werden

diirfen.
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4 Ausgewahlte Methoden zur Korrektur eines Messfehlers

4 Ausgewdhlte Methoden zur Korrektur eines Messfehlers

4.1 Momentenmethode

Wie in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt wurde, ist der KQ-Schétzer bei fehlerbehaf-
teten Daten verzerrt. Richtung und Umfang der Verzerrung sind vom Regressionsmodell,
der Verteilung des Messfehlers und der Korrelation zwischen den geschétzten Variablen

abhéngig.

In der einfachen linearen Regression mit klassischem additivem Messfehlermodell wird der
KQ-Schétzer als A\(, geschétzt, wobei A = % der Reliabilititsfaktor ist. Wenn dieser

02402
bekannt ist, dann erhélt man einen unverzerrten geschitzten [, durch Multiplikation mit
1

N-

Der Reliabilitatsfaktor ist jedoch selten bekannt und muss daher geschéitzt werden. Bei sys-
tematischen Messfehlern ist das nur dann moglich, wenn die Fehlerparameter (Erwartungs-
wert und Varianz) bekannt sind. Damit kann man die Daten reinigen oder die geschétzten
Parameter korrigieren. Wenn aAg die Schatzung der Messfehlervarianz und a/\fv die Schétzung
der Varianz von W ist, dann lautet die konsistente Schitzung des Reliabilitéitsfaktors

X = %
Die resultierende Schétzung ist demnach
In kleinen Stichproben ist die Stichprobenverteilung von B/_; / ) normalerweise stark
verzerrt. In diesen Fillen ist eine modifizierte Version der Momentenmethode ratsam.
(Carrol et al., 2006, S. 55)

4.2 Orthogonale Regression

EsseiY = By + ., X +eund W = X + U, wobei € und U unkorreliert sind. Wéhrend
die Momentenmethode verlangt, dass die Messfehlervarianz o2 bekannt ist oder geschiitzt

werden kann, verlangt die orthogonale Regression das selbe fiir den Parameter n = 02 /02.

Der orthogonale Regressionsschétzer minimiert den orthogonalen Abstand, d.h. den
kiirzesten Abstand von (Y, W) zu der Gerade y = 5y + S,x, wenn n = 1:

SSR = Z (yz — Bo — 515(7:)2 + (Iz — l’j)Q) — mingoglx: SSR.

Die Parameter zur Losung des Minimierungsproblems ergeben sich wie folgt
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4 Ausgewahlte Methoden zur Korrektur eines Messfehlers

B8, = s2—s244/(s2—s2)2+4s2,

282y

Bo=y—pix
Ty = + %(yz — Bo — Bi)

Hierbei sind (27, y}) die Fulpunkte auf der Geraden, s? und 55 korrigierte Stichprobenva-
rianzen der z; und y;, siy die korrigierte Kovarianz von (z;,y;), Z und g die arithmetischen

Mittel von x und y.

Der orthogonale Regressionsschétzer ist der funktionale Maximum-Likelihood-Schétzer un-
ter Annahme, dass (X3,...,X,) unbekannte feste Konstanten und die Fehler (¢,U) un-

abhéngig und normalverteilt sind.

Die orthogonale Regression wird 6fters als Momentenmethodenschétzung verwendet, in der
nur die Kennzahl n der Fehlervarianzen bekannt oder geschétzt sein muss. Das Problem
ist, dass n nicht richtig spezifiziert oder geschétzt werden kann. Die Verwendung der or-
thogonalen Regression mit falsch spezifiziertem Wert n ergibt oft eine unakzeptabel grofie

Uberkorrektur, die eine Abschwiichung des Messfehlers verursacht.

Folglich ist das Verfahren trotz seiner Einfachheit mit Problemen verbunden. (Carrol et al.,

2006, S. 57)

Weitere Korrekturmethoden bei der Parameterschitzung sind die Regressionskalibrierung
und SIMEX bzw. MCSIMEX, die im Rahmen des Seminars thematisiert wurden. Die Re-
gressionskalibrierung wurde bereits auf Seite erwahnt. Die SIMEX Methode wird vor
allem fiir die Korrektur der additiven Messfehler verwendet. Diese Methode ist besonders
fiir komplexe Modelle mit einfacher Fehlerstruktur geeignet. Der theoretische Hintergrund
sowie der SIMEX-Algorithmus wurden im Seminarbericht (Holzl, [2014)) erlautert.
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5 Schlussfolgerung

5 Schlussfolgerung

In der Seminararbeit wurde versucht, die bekanntesten und in der Literatur beschriebenen
Messfehlermodelle zu erlautern. Dabei sind die nicht-differentiellen und Berkson-Messfehler
von grofer Bedeutung. In der Praxis sind die gesuchten Grofien oft latent oder nicht mess-
bar. Um diese zu erforschen, werden sogenannte Surrogate in Betracht gezogen. Im klas-
sischen Fehlermodell wird die fehlerbehaftete Grofie als unverzerrte Schatzung der wahren
fehlerfreien Variablen dargestellt, d.h. die Messfehler werden hierbei nicht beachtet. Im
Gegensatz dazu betrachtet das Berkson-Fehlermodell den wahren Wert als Ergebnis der
fehlerbehafteten, kontrollierbaren Beobachtung.

Weiterhin wurden die Auswirkungen von Messfehlern in der linearen Regression beschrie-
ben. Das zentrale Problem bei einem linearen Modell mit fehlerbehafteten Daten ist die
Parameterschédtzung. Wenn die fehlerfreie Variable nicht direkt beobachtbar ist, muss man
auf die fehlerbehaftete beobachtbare Variable zuriickgreifen und mit ihrer Hilfe moglichst

genaue Schitzungen konstruieren.

Fiir alle Arten von Messfehlern kommt es bei der linearen Regression zu inkonsistenten
und verzerrten Parameterschétzern. Das verursacht im meisten Fiéllen die systematische
Unterschéatzung der Steigung der Regressionsgeraden. Die Varianz der Regression mit feh-
lerbehafteten Variablen bzw. Surrogaten ist deutlich grofler als die Varianz der wahren

Regression.

Bei den bekannten Messfehlerparametern wie Erwartungswert und Varianz ist es einfach,
die Messfehlerkorrektur vorzunehmen. Jedoch sind diese in der Praxis selten bekannt. In
entsprechenden Fillen sollte auf weitere Korrekturverfahren, wie die orthogonale Regressi-

on, die Regressionskalibrierung, SIMEX usw. zugegriffen werden.

Das Ziel der Seminararbeit war es, die Grundlagen zu erarbeiten und aufzuzeigen, dass
die Beriicksichtigung von Abweichungen in beobachteten Daten von grofier Bedeutung ist.
Die Auswirkungen von fehlerbehafteten Variablen in der linearen Regression hangt von der

Fehlerstruktur, derer Verteilung und dem Zusammenhang mit den anderen Kovariablen ab.
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