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1 Einfiihrung & Beispiele

1.1 Irrfahrten

e Eine Folge X = {X;, t € Ny}, mit X; = X;_1 + Z; und iid Folge {Z;, ¢t € N} heifit Irrfahrt auf

der Geraden.
e Einfache Irrfahrt: Z; € {—1,0,1} mit P(Z; = —1) =¢q, P(Z; =0) =r, P(Z; = 1) = p.

e GauB-Irrfahrt: {Z;, t € N} iid N(0,0?).

1.2 Autoregressive Prozesse

e Autoregressiver Prozess der Ordnung 1 (AR(1))
Xi=pXi 1+ Zy,  Zyiid (0,0?)
e Autoregressiver Prozess der Ordnung p (AR(p))

Xi=pXi1+ .o+ ppXep+ Z,  Zyiid (0,0%)

1.3 Moving-Average-Prozess
e Der stochastische Prozess X = {Xy, t € Z} mit
q
X, = Zejzt_j, Z; iid (0, 0?)
j=0

heifit Moving-Average-Prozess (Prozess der gleitenden Durchschnitte) der Ordnung g.
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1.4 Wiener-Prozess
e Ein stochastischer Prozess W = {W (¢),t € Ry}, S = R, heifit Wiener-Prozess, wenn gilt:
(W1) Die Zuwichse sind normalverteilt und stationér:
W(s+1t) — W(s) ~ N(0,c%) fiir alle s,¢ > 0.
(W2) Fiir alle 0 <t1 <tg <...<tp, n>3sind die Zuwéchse
W(t2) = W(t1), ..., W(tn) = W(tn-1)

unabhéngig.
(W3) W (0) = 0.
(W4) Die Pfade von W sind stetig.

o (W(s),W(t)) ist fiir 0 < s < ¢ bivariat normalverteilt mit Dichte

1 1 2 _ 2
exp{_Q [% N M] }
22, /s(t — s) 20° | s (t—s)

o (W(t1),W(ta),...,Wi(tn)) ist fir 0 <1 < tg < ... < tp,n € N multivariat normalverteilt mit

fsp(w1,22) =

Dichte
1 [22 Ty — x1)3 Ty — Tpe1)?
expy —53 J+M++M
e ) = 202 | t; ty — 1 tn — tn1
seesbn yeeydbn ) —
! (ov2r)" ti(ts —t1) oo (ty — tn1)
und es gilt:

EW(t1), W(t2),...,W(ta)) = 0

t1 t1 t1 ... t1 t1
t1 to to ... t2 12
Cov(W(ty), W(ts),...,W(tn)) = o*-| t1 2 t3 ... 13 13
t1 to ts3 ... tn

1.5 Poisson-Prozess
e Der Zéhlprozess N = {N(t),t > 0} heifit Poisson-Prozess, wenn gilt
(1) N hat unabhéngige und stationére Zuwiéchse, d.h.
Vn Vitg < t; <...<t,sind N(t1) — N(to),..., N(tn) — N(t,—1) unabhéngig,

V0 <t <tg, s>0sind N(t2) — N(t1) und N(t2 + s) — N(t; + s) identisch verteilt,

(2) und
P(N(t+h) = N(t) = 2) = o(h)

P(N(t+h) — N(t) = 1) = A + o(h)
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e N(t) ist Poisson-verteilt mit Rate At:

(A)"
n!

P(N(t)=n) = exp(—At), n €Ny

e Der Poisson-Prozess ist ein (homogener) MP mit
(A~
(5 —)!

0 fir ¢ > j.

exp(—At) firi <j

pi(t) =

e Die Zwischenzeiten T;, sind unabhéngig und identisch exponentialverteilt mit Parameter A:

P(T, <t)=1—exp(=At), t>0.
e Sei S, = Z?:l T; die Wartezeit auf das n-te Ereignis, n > 1, Sy = 0. Dann ist S,, Gamma-verteilt
mit den Parametern n, A\, d.h. fiir die Dichte gilt:
)\ntn—l

= exp(— M) 2 fii > 0.
fs, (t) = exp(—=At) =1 fiir allet > 0

e Fiir die Vorwirtsrekurrenzzeiten V' (¢) und die Riickwértsrekurrenzzeiten U(t) gilt:

PV(t)<z) = 1—exp(—Az), >0

PU)=t) = exp(—=Xt)
PU(t)<z) = 1—exp(—Ax), 0<z<t.

e Sind L = {L(t),t > 0} und M = {M(t),t > 0} zwei unabhéingige Poisson-Prozesse mit Raten A
bzw. u, so ist die Uberlagerung von L und M

N(t,w) = L(t,w) + M(t,w)
ein Poisson-Prozess mit Rate A + pu.

e Es sei N ein Poisson-Prozess mit Rate A. Bei Eintritt eines Ereignisses wird ein binomisches
Experiment X mit P(X =1) = p und P(X = 0) = 1 — p unabhéngig von N, durchgefiihrt. Fiir
die Z&hlprozesse M und L der Typ-1 bzw. Typ-0 Ereignisse gilt: M und L sind unabhéngige
Poisson-Prozesse mit Raten pA und (1 — p)\.

e Ein Zihlprozess N = {N(t),t > 0} heifit inhomogener Poisson-Prozess mit Rate A(t), ¢ > 0,
wenn gilt

(1) N hat unabhéngige Zuwichse,
(2) P(N(t+h)— N(t) >2)=o0(h),
P(N(t+h)—N(t)=1) = Xt)h + o(h).

e Fiir einen inhomogenen Poisson-Prozess gilt
N(t+s)— N(t) ~ Po(A(t+s) — A(t))
mit der kumulierten Rate A(t) = fot A(u)du.
e Ist N ein Poisson-Prozess und {Y,,,n € N} eine von N unabhéngige iid Folge, so heifit
N(t)

X ={X(t),t >0} mit X(t) = >_ Y, bewerteter (compound) Poisson-Prozess.

n=1
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2 Grundbegriffe der allgemeinen Theorie

2.1 Definition und endlich-dimensionale Verteilungen

2.2

Ein stochastischer Prozess (SP) ist das Quadrupel X = (Q, F, P,{X;,t € T'}). T heiit Parame-
terraum, S Zustandsraum von X.

Sei X SP und sei {t1,...,t,,n € N} C T beliebig. Dann heilen

Py +.(Bix...xBy)=P(Xy, € By,...,Xs, € Byp)
endlich-dimensionale Verteilungen des SP X.
Fiir reelle ZV heiflen

Fiootn(@r,..oxn) =P(X(t) <z1,..., X(tn) < xp)
endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen des SP X.

Die Menge aller endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen heifit die Familie der endlich-
dimensionalen Verteilungsfunktionen.

Endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen (von SPen) erfiillen die folgenden Vertriglichkeits-
bedingungen (Konsistenzbedingungen):

(a) Fiir jede Permutation ky,...,k, von 1,...,n gilt:
Ftkl,m,tkn (Thys ooy @hey) = Foy (@150, ).

(b) Fiir alle 1 <k <nund z1,...,z; € R gilt:
Fo o oto(z,..o,zn) = Fyy g (21,00, 25, 00,. .., 00).

Eine endlich-dimensionale Verteilungsfamilie heifit konsistent: < (a) und (b) gelten.

Fiir jedes (feste) w € Q heifit die Funktion X (w) : T'— S, t — Xi(w) Pfad, Trajektorie oder
Realisierung des stochastischen Prozesses X.

Existenzsatz von Kolmogorov: Sei {Fy, . 1.} (bzw. {P;, . +.}) ein konsistentes System von endlich-
dimensionalen Verteilungsfunktionen (bzw. Verteilungen). Dann existieren ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P) und ein stochastischer Prozess X = (Q, F, P,{X;, t € T'}) mit Fy, 4, als
System von endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen, d.h.

Ft17_._7tn(x1,. . .,:cn) = P(th S T1, .- .,th S .%'n)

Aquivalenzbegriffe

X und Y heiflen verteilungsiquivalent (schwach dquivalent):
< Die endlich—dimensionalen Verteilungen von X und Y sind gleich.
< Wt ...,ty} CT,{B1,...,By} CS,n e Ngilt

P(thGBla"thneBn):P(thlGBI)"WY;‘/nGBn)‘

X und Y heiflen dquivalent (Y ist ,Version® von X): < P(X; =Y;) =1, VteT

X und Y heiflen ununterscheidbar:
< X und Y haben mit Wahrscheinlichkeit 1 gleiche Pfade.
s P{X;=Y,..VteT}=1 & PHw: X(w)=Y(w)})=1
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2.3

2.4

X, Y ununterscheidbar = dquivalent = verteilungséiquivalent.

Falls T abzéhlbar: X, Y ununterscheidbar < &dquivalent.

Stetigkeitsbegriffe

X heifit (fast sicher) pfadstetig:
& Pw: }gig%X(s,w) =X(t,w) VteRy)=1
& P(lSiEEX(s) =X(t) VteRy)=1
X heifit (fast sicher) stetig: < P(w : limsy X(s,w) = X(t,w)) =1 VieRy
X heifit stochastisch stetig:
& limP(w: | X(s,w)— X(t,w)|>€) =0, Ve>0, teR;

s—t

& p-limX(s)=X(t) VteRy
s—t
X, Y &dquivalent und X, Y fast sicher pfad-rechtsstetig = X, Y ununterscheidbar.

Stationaritit

Ein stochastischer Prozess X heifit streng stationér:

-~ Ft1,...,tn(x17"‘7xn) :Ftl—O—h,...,tn—l—h(xla"‘7xn)7 vnatlw'wtn?h'

(Auto-)Kovarianzfunktion:

v(h) = Cov(Xiypn, Xt) = Cov(Xp, Xo), h>0.

Autokorrelationsfunktion:

7(0) o B

Ein stochastischer Prozess X heif3t schwach stationér:

< E(Xy) =p, Cov(Xy, Xs) =~(t — s)
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3 Markov-Ketten

3.1

Grundlegende Eigenschaften

Der stochastische Prozess X = {X;, t € No}, S diskret, heifit Markov-Kette 1. Ordnung :&
VteNo; 4,1, t¢—1,..-, %0 es

P(Xi=j1Xe =1, X4m1 =4—1,..., Xo =1ip) = P(Xy41 = j| Xy = 1)

pij(t) = P(Xy11 = j|X; = i) heiit (einschrittige) Ubergangswahrscheinlichkeit (W) von i nach
J (zum Zeitpunkt ¢).

Eine Markov-Kette heifit homogen, falls p;;(t) = p;; fiir alle t € Ny gilt.
Fiir homogene MK heifit die Matrix P = (p;;),4,j € S Ubergangsmatrix.

pi(0) := P(Xo = 1), i € S heifit Anfangsverteilung, p;(t) := P(X; = i), i € S heifit Zustands-

wahrscheinlichkeit.

pg) = P(Xy4s = j|Xs = i) = P(X; = j|Xo = i), t > 1 heifit t-schrittige Ubergangswahrschein-
lichkeit von ¢ nach j.

Fiir die t-schrittigen UW gelten die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen: Vt, s € Ny

(t+s s) (t)
mﬂ:ZM%-
kesS

Mit den t-schrittigen Ubergangsmatrizen
(pl(-;)) = P' (t-te Potenz von P)
lauten die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen in Matrixform

pt+s = pspt

Sei der Zeilenvektor p(t) = (pi(t)) die Zustandsverteilung (fiir ¢ = 0 die Anfangsverteilung).
Dann gilt fiir alle j € S:

t
pi(t) = > pil0)pl)
€S
bzw. in Matrixschreibweise p(t) = p(0)P*.

Der stochastische Prozess X = {X;, t € Np}, S diskret, heiit Markov-Kette p-ter Ordnung :<
Vi()a ila"'u it+17t2p+]—

P(Xp1 = i1 | Xy = ity oo, Xypr1 = Gt—py1,- .-, Xo = io)

= P(Xir1 = 1| Xe = ity oo, Xppy1 = it—pi1)
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3.2 Kilassifizierung von Zustédnden und Riickkehrverhalten

© <.

e Der Zustand j heiBit von i aus erreichbar (i — j): < 3t € No mit p;;

e Die Zustinde 7 und j heiflen wechselseitig erreichbar (i «» j): < i—j und j— .

e i <> j ist eine Aquivalenzrelation, d.h. die Menge aller Zustéinde ldsst sich zerlegen in Aquiva-
lenzklassen wechselseitig erreichbarer Zusténde.

e Klassifizierung nach Erreichbarkeit:
Sei S die Menge aller Zustdnde, C' C S eine Teilmenge von S und ¢ € S ein Zustand.

C heifit abgeschlossen: < Kein Zustand in S\ C' ist von C' aus erreichbar.
C heifit offen: & (' ist nicht abgeschlossen.
Ein Zustand ¢ heifit absorbierend: < {i} abgeschlossen < p;; =1

- W=

Eine abgeschlossene Menge C' heifit irreduzibel: < Keine echte Teilmenge von C' ist abge-
schlossen, d.h. alle Zustédnde in C sind wechselseitig erreichbar.

5. Eine Markov-Kette heifit irreduzibel < S irreduzibel < Alle Zustédnde sind wechselseitig
erreichbar.

e Klassifizierung nach Riickkehrverhalten:
Die MK sei fiir t = 0 in i. Es sei Tj; die Zeit bis zur ersten Riickkehr nach i und E(T};) = py; die
erwartete Riickkehrzeit.
1. i € S heifit rekurrent: < P(Tj; < 00| Xog =1) = 1.
2. i € S heiit transient: & P(T}; < oo|Xp =1) < 1.
3. Bei rekurrenten Zustdnden kann man unterscheiden:
1 heiflt positiv-rekurrent : < pu;; < oo.
1 heilt null-rekurrent : < p;; = oo.

4. ¢ heiflt periodisch mit Periode d :< d > 2 grofite natiirliche Zahl mit

o0
> P(Tii = nd|Xo = i) + P(Ti; = 00| Xo = i) = 1.

n=1
i heifit aperiodisch fiir d =1 (bzw. d = o0).

5. 1 heiflt ergodisch: < i ist positiv-rekurrent und aperiodisch.
e Rekurrenz, Transienz, Periodizitdt und Ergodizitdt sind Klasseneigenschaften.
e ¢ rekurrent und ¢ — j = ¢ <> 5 und auch j rekurrent.
e i rekurrent = Es existiert eine irreduzible Klasse C(¢) von rekurrenten Zustinden mit i € C(37).

e Kanonische Représentation:

S lésst sich zerlegen in irreduzible Teilmengen C7, Cs, ... und eine Restmenge T transienter
Zustédnde. Seien nach evtl. Umnummerierung P, Ps, ..., Q die dazugehorigen Teilmatrizen der
Ubergangsmatrix P, so gilt
P 0 - - 0
o B 0 --- 0
po| ) :
0 0
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e Ist C eine irreduzible, endliche Klasse, so sind alle Zusténde positiv-rekurrent.

e Ist C eine endliche Klasse, so gilt

C rekurrent < C abgeschlossen
C transient < C offen

o Ist die Markov-Kette endlich, so existiert mindestens eine rekurrente Klasse.

3.3 Grenzverhalten homogener Markov-Ketten
e Ist j transient oder null-rekurrent, so gilt

=0

VieS limp,’ =
ies fupy

Ist j positiv-rekurrent und aperiodisch, so gilt

(t) 1

P =
. t . t C .
tlglolop’(j) = tlg(r)lopg-j) Vi mit ¢ <> j
mop® = L0y,
tliglopij = fi ) =1 VieS

Dabei ist f;; die Wahrscheinlichkeit in endlicher Zeit von ¢ nach j zu gelangen.

e In der kanonischen Représentation ergibt sich folgende Blockgestalt:

P® 0 - o 0
0 P° 0 - 0
po_ | ) )
0 - - .0
L L o - 0

e Grenzwertsatz: Fiir eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette mit positiv rekurrenten Zu-
sténden besitzt das lineare Gleichungssystem

T = Ziesﬂ’ipij, jes s = 7P
bzw.
Zjes o= 1 1 = 1

mit Zeilenvektor m = (..., 7m;,...), j € Sund 1 = (1,1,...,1)" eine eindeutige, strikt positive
Losung und es gilt

() _

m; = lim p;
J t~>oop7'] ,ujj’

sowie
lim p(t) = tlim p(0)P' = p(0)P® =1
—00

t—o00

fiir jede beliebige Anfangsverteilung p(0).
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3.4 Instationire und inhomogene Markov-Ketten 1. Ordnung
e Modell fiir (binédre) Zeitreihendaten {Y%, ¢t € No}: pi;(t) = P(Yiq1 = j|Ye =), 4,5 € {0,1}

e Modell fiir Longitudinaldaten {Y,;,t € No}, n =1,..., N mit Kovariablen {z,, ¢ € Ng}:
Pijn(t) = P(Ynt41 = Yot = i, 20t)

e Separate Modellierung der Ubergangswahrscheinlichkeiten:
Pon(t) = h(wyiBo)  prim(t) = Az, 1)

h ist die Responsefunktion h : R — [0, 1]. Fiir h(z) = exp(z)/(1 + exp(z)) bzw. h(z) = ¢(z)
erhalt man das Logit- bzw. das Probitmodell. Die Kovariablenvektoren wy;, z,; kobnnen identisch
sein.

e Konditionale Modellierung: Simultanes, autoregressives Modell mit Y; als Kovariable

Beispiele:

o <P(Y¥+1 = 1|Y;, wy)

=w' B+ Y additiv
meﬂmm> P ( )

P(Y;11 = 11Y,
lo < (t+1 ‘mwt)

= w8 + Ywla mit Interaktion
PmﬂﬂmMQ Bt Yoo ( )

3.5 Statistische Inferenz bei Markov-Ketten

e Allgemein: Daten (z¢), 21, . . ., z7 werden aufgefasst als Realisierungen z¢p = Xo(w), z1 = X1(w),..., 2 =
Xi(w),...,z7 = X7r(w) eines stochastischen Prozesses {X;,t € No}.

e Allgemeine Likelihood(funktion):
L(@‘X) = f(l’o, N ,:IZT‘H)

ist gemeinsame Dichte von X, ..., X7, ausgewertet an xg, ..., 2, wird als Funktion vom unbe-
kannten Parameter 6 betrachtet.

e Likelihood bei Markov-Ketten:
T
L(0|X) = Hft($t|$t—1,9)f0($0|9)
t=1

Fiir homogene Markov-Ketten entféllt der Index ¢ bei f;.

e Bei Beobachtung mehrerer unabhéngiger Pfade eines SP werden die Daten x,q,..., 2,7, n =
1,..., N aufgefasst als unabhéngige Realisierungen x,0 = Xo(wn),...,Znr = Xr(wy) des Pro-
zesses { Xy, t € No}. Gemeinsame Dichte und die Likelihood ergeben sich als

N N T
LO1X) = [[ f@ars- - »n0l6) = [T T fiwnilens-1,6) folwnold) -
n=1 n=1t=1

e Sei X eine homogene Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum S = {1,...,m}. Unbekannte
Parameter: P = (p;;) und p(0)
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Likelihood fiir einen beobachteten Pfad Xo(w) = ig, X1(w) = i1,..., Xp(w) = ip:

L(p(O), P) = P{XO = io, e ,XT = ’LT} = pi(o)pioil .. 'piT—liT

Bedingte Likelihood:  L(P) = [ [ p;’
i?j

ML-Schétzer:  p;; = M i

i
n;; Anzahl der beobachteten Ubergiinge von 4 nach j
n; Anzahl der Ubergéinge weg von ¢

Bei ergodischen Markov-Ketten gilt fiir 7" — oo
_ Pii(1 = 7y
pij~ N (pz‘j, i : ZJ))-

T

Bei mehreren beobachteten Pfaden lassen sich auch Ubergangswahrscheinlichkeiten pi;(t) fiir
den inhomogenen Fall schitzen:  p;;(t) = 1 ((t)) mit
n;
n;j(t) Anzahl der Ubergiinge von i nach j mit X; =i und X;y1 = j
n;(t) Anzahl der Beobachtungen mit X; =1

Likelihood-Quotienten-Tests fiir homogene Markov-Ketten:
Zum Test von Hypothesen Hy versus Hy, z.B.

Hy : {X;} ist i.id., H; : {X;} ist Markov-Kette 1. Ordnung
Hy : {X}:} ist Markov-Kette 1. Ordnung, Hj : {X;} ist Markov-Kette 2. Ordnung

kann der Likelihood-Quotienten-Test verwendet werden:

l(él) maximierte Loglikelihood im H;-Modell
l(éo) maximierte Loglikelihood im Hy-Modell

Unter Hy gilt: R R
2(1(61) — 1(00)) ~ x*(r), T — oo

mit r=Differenz der Anzahl der geschitzten Parameter in Hg- und H;-Modell.
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3.6

Allgemeine Markov-Ketten

Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess {X;, ¢ € Ny} mit Zustandsraum S, der die
Markov-Eigenschaft

P(Xt+1 € A’Xt =z, X¢_1 € At—la .., Xp € AQ) = P(Xt+1 S A|Xt = .CU)

fiir beliebige x € S und A, A;_1,..., Ag € S erfiillt. Die Markov-Kette heifit homogen, falls die
Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht von ¢ abh&ngen.

P(z, A) := P(X;y1 € A|X; = ) = P(X1 € A|Xo = ) heifit Ubergangskern der homogenen
Markov-Kette.

Eine Verteilung 7* auf (S, §) mit Dichte 7 (beziiglich des dominierenden Mafes y) heifit invari-
ante Verteilung fiir den Ubergangskern P(z, A), wenn fiir alle A € S gilt

" (A) = /P(J:, A)r(z)dx.

Eine Markov-Kette mit invarianter Verteilung 7* heifit irreduzibel, wenn sie positive Wahrschein-
lichkeiten besitzt, von einem beliebigen Startpunkt xg aus jede Menge A zu erreichen, fiir die
T (A) > 0 gilt.

Fine Markov-Kette heifit periodisch, wenn sie Teile des Zustandsraums nur in einer bestimmten
Reihenfolge erreichen kann; andernfalls heifit die Markov-Kette aperiodisch.

Grenzwertsatz: Sei {X;, t € Ny} eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette mit Ubergangskern
P und invarianter Verteilung 7*. Dann ist 7* eindeutig bestimmt und es gilt

||[P(z,.) — 7*|| = 0 fiir ¢ — oo,
wobei

1Pz, .) — || = 2 sup |P(z, A) — 7" (A)].
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4 Diskrete Markov-Prozesse

4.1

Definition und elementare Eigenschaften

Ein stochastischer Prozess X = {X(t),t > 0} mit abzéhlbarem Zustandsraum heiit diskreter
Markov-Prozess (MP), wenn Vn > 0, Vt > s > s, > ... > s9 >0, j,4,in,...,00 € S gilt

P(X(t) = jIX(s) = i, X(sn) = in, ..., X(s0) = i0) = P(X(t) = j|X(s) = ).
pi;i(s,t) := P(X(t) = j|X(s) = i) heifit Ubergangswahrscheinlichkeit(-sfunktion).
P(s,t) = (pij(s,t)) heiBt Ubergangsmatrix.
Ein Markov-Prozess heiBt homogen (oder besitzt stationire Ubergangswahrscheinlichkeiten):
& P(X(t+s) = j|X(s) = i) = P(X(t) = j[X(0) = i) = pij (0, ) =: pi; ().
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt

pij(s+1)=> pin(s)pe;(t)  bzw.  P(s+t) = P(s)P(t)
kesS

Gemeinsame Verteilung: Vn e N VO<ty<t; <...<tp, € Ry, idg,01,...,0n €5 gilt

P(X(tn) = lp, ... ,X(tl) =1 ’ X(to) = ’io) = Digiy (tl — t()) o ~pin71in(tn — tn—l)-

Voraussetzung (im Folgenden):

1 1=y
;i(0) = lim p;; (h) = 6;; =
py() hij() J {0 i #

Fiir i,j € S, i # j, heiBt

ii(h P(X =5X() =1
5y =t P() _ PO 1) = j1X(0) =)
hi0  h h10 h

Ubergangsintensitéit bzw. -rate von i nach j. Fiir i = j definieren wir

\y;; = lim pii(h) — pii(0) ~ lim pii(h) — 1'
hl0 h R0

Zusammenfassend gilt fiir i, € S

oy — i Pid(B) = i (0)
A”L] - pu (0> - 1}58 h

mit 0 < \;; < oo fiir 7 # j, aber A\;; <0.
A = (\ij) heifit Intensitétsmatrix.

In o(h)—Schreibweise gilt also fiir i # j

pij(h) = P(X(t+h) =jlX(t) = i) = Aijh + o(h),
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4.2 Geburts- und Todesprozesse
e Ein stochastischer Prozess X = {X(t),t > 0} mit Zustandsraum S C Ny heifit Geburtsprozess:

& piit1(h) = XNh+o(h),
pii(h) = 1—=Xh+o(h), N>0 Q>
pij(h) = {dm L j>i42

e Dann gilt: Die Verweildauern T;, ¢ € N, sind unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter
i, d.h.
T; ~ Exp(\i).

e Ein stochastischer Prozess X = {X(t), t > 0} mit Zustandsraum S C Ny heifit Geburts- und
Todesprozess: <

piit1(h) = Xh+o(h) i>0
pii-1(h) = pih+o(h) i>1
pii(h) = 1—M\+wpi)h+oh) >0
pij(h) = o(h) li—jl>2, i,j>0
Ao (>) 0 (> 0,reflektierend*, =, absorbierend*),
iy )\z Z 0 fir ¢ Z 1

e Fiir die Intensitidten eines Geburts- und Todesprozesses gilt

Aiit1 = N
Aii—1 = W
i = —(Ni + )

4.3 Allgemeine Theorie

e Bezeichne
S, den Zeitpunkt der n-ten Zustandsénderung, Sy = 0,
Y, = X(S,) den zum Zeitpunkt S,, angenommenen Zustand,
Tht1 = Spt1 — Sy die Verweildauer in Yy,; Sp11 = Sn + Tht1-

e Die Verweildauern T;,, n € N sind exponentialverteilt mit Parameter \;, sodass gilt
To|Yn—1 =i ~ Exp()\;). Fiir die Vorwértsrekurrenzzeit V (¢) gilt

PVEHt)<s|X({t)=i)=1—e | 5>0,
V (t) ist also ebenfalls exponentialverteilt mit Parameter ;.
e Ein Zustand ¢ heifit

absorbierend: < \; =0,
stabil: < 0< )\ < o0,
instabil: < \; = oco.
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e Sei X ein Markov-Prozess mit rechtsseitig stetigen Pfaden. Dann gilt Vn € Ng, V j,4,...,i9 € 5,
Vit,...,thb ER,VO<s1...< 3y,

1.

P(Ypi1 =, Tny1 >t | Yy =1i,...,Yy =0, S0 = $n, ..., 50 = 0) = gje
0, < stabil

mit ¢i; >0, 3 ieqtij =1, qii = .
ij Z]es LY " 1, 4 absorbierend

2. {Y,, n € N} ist eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix Q = (gi5)
3. P(Thy1 >t | Y =0, Ypy1 =§) = P(Tpy1 >t | Y, =i) = e Nt
4. P(Ty >t ..., Ty >ty | Yy =i,..., Yy =1ig) = e Molt . g din-aln

e Ein Markov-Prozess heifit reguléir, wenn er die folgenden Eigenschaften besitzt:

1 ,i=j
1. p;;(0) = lim pys(h) = 65 =
i (0) }ggpg() j {

2.
3.

0 ,i#J
Pfade (mit Wahrscheinlichkeit 1) rechtsseitig stetig.
sup,, Sp, = +00.

e Regularitétskriterien: Ein Markov-Prozess, der die Eigenschaften 1. und 2. erfiillt, ist regulér,
falls eine der folgenden Eigenschaften gilt:

1
2
3
4

S ist endlich.
N <cflirallei e S.
Alle Zusténde der eingebetteten Markov-Kette Y sind rekurrent.

Die Markov-Kette Y verbleibt mit Wahrscheinlichkeit 0 in einer transienten Klasse.

e Ist X ein regulirer Markov-Prozess, dann sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten stetig diffe-
renzierbar und es gilt

—\; i=j
(0 :/\i-:{ i =)
Py (0) J Aidij ; i J

P(X(h) =i|X(0)=i) = 1-X\-h+olh) i=j
P(X(h) =j]X(0)=1i) = Xigij-h+o(h) i# ]

e Fiir einen reguliren Markov-Prozess X ist die Ubergangsmatrix P(t) = (p;;(t)) durch die Uber-
gangsmatrix () der eingebetteten Markov-Kette Y und die Intensitdtsmatrix A eindeutig be-
stimmt. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(t) sind Lésung von

L ply(t) = 3" Napu (1) baw. P/(t) = AP(t), P(0) = I

kesS
(Riickwirtsgleichungen von Kolmogorov),

2. py(t) = > pu(t)ey bew. P'(t) = P()A, P(0) =1

3.

keS
(Vorwirtsgleichungen von Kolmogorov).

Fiir endliches S ist die Losung gegeben durch
(tA)? | (tA)°
TR

Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Spektralzerlegung A = U diag(dy, .. ., dp,)U ! mit den
Eigenwerten d;, ..., dy, und der Matrix U der Eigenvektoren. Dann gilt

P(t) =€ =T +tA + +....

P(t) = U diag(e®?, ... edm)U1
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e Die Zusténde eines Markov-Prozesses werden anhand der eingebetteten Markov-Kette klassifi-
ziert (Rekurrenz, Erreichbarkeit, Periodizitét, etc.).

e Fiir einen reguléren, irreduziblen und positiv-rekurrenten Markov-Prozess X gilt
1. tlim P(X(t) = j) = m; existiert V j und ist von der Anfangsverteilung unabhéngig.
—00

2. Die Grenzverteilung 7 lésst sich berechnen iiber

nj ;
(a) mj = mit nA = 0 bzw.
22

I\
(b) m; = ZVJZZ/])\Z mit v = vQ.
T
3. lim P(1) =
71'

4. ™= (...,m;,...) ist strikt positiv.

5. 7 ist die einzige stationére Verteilung von X, d.h.esgilt m =7 -P(t) Vt>0.
4.4 Statistische Inferenz bei Markov-Prozessen
e Ziel: Likelihood-basierte Inferenz fiir A = {\;;} bzw. Q = {¢;;} und A = {\;}
e Situation 1: Vollstdndige Kenntnis {iber einen oder mehrere Pfade
— Likelihood:
L(Aij|Yo =10, Y1="11,.... Y01 =tin-1,Yn=1n, T1 =t1,..., T, = t,) =

=pio(0) [ Jexp(=Xwi) [ (aizhi)™
€S JES,jF#i
mit v; als gesamte Verweildauer in ¢ und n;; als Anzahl der Ubergénge von i nach j
— ML-Schétzer:
n Nj _ i

X“ p—— X = — q\“ pr— = pr—
Y Vi ' Vi Y by n;

mit n; als Anzahl der Ubergiinge weg von 4, d.h. n; = > j i

e Situation 2: Keine vollstdndige Kenntnis {iber die Pfade, d.h. Beobachtungen nur zu den Zeit-
punkten t1 < to < ... < t,. Dann lautet die Likelihood:

L(Aij| X (t1) = i1, ..., X(tn) = in) = iy (0)piyiy (ta — t1) - - Dipy_yin (tn — tn—1)
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5 Erneuerungs- und Semi-Markov-Prozesse

5.1 Erneuerungsprozesse

e Sei {T),,n € N} eine Folge unabhingiger, nichtnegativer Zufallsvariablen mit gleicher Vertei-
lungsfunktion F, fiir die F'(0) < 1 gilt. Dann heifit die Folge {S,,n € Ng} mit

So =0, Sn+1:Sn+Tn+17 n=01,...

Erneuerungsprozess (EP). Sei

N(t) = LS, <t
(t) = max{n : 5, <t}

die Anzahl von Erneuerungen im Intervall [0, ¢]. Dann heiit N = {N(¢),t > 0} Erneuerungszihl-
prozess bzw. Erneuerungsprozess.

e Ein Erneuerungsprozess heifit rekurrent, wenn gilt:  limy_, o, F(¢) =1 .

e Sei T eine stetige, nichtnegative Zufallsvariable mit Dichte f(¢) und Verteilungsfunktion F'(t).
Dann bezeichnet
S(t) =1 — F(t) die Survivorfunktion,
Pt<T<t+hT>t
A(t) = lim C<T<t+HT21)
h—0 h
t

At) = / A(u)du die kumulierte Hazardrate.
0

die Hazardrate und

e Es gelten die folgenden Zusammenhénge:

NP I ()

1-F)  S@)

e Beispiel Weibullverteilung, o > 0, A > 0:

Dichte: f@&) = da\)* Texp (—(At)?)
Survivorfunktion: S(t) = exp(—(At)%)
Hazardrate: At) = da(a)* !

e Verteilungsfunktion F,,(t) von S,:

Fo(t) = P(S, <) = /[Ot] Fooi(t— 2)dF(z) = Fy1 @ F(t) > 0.
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5.2

Dichte f,(t) von F,(t):
fult) = / facr(t — ) f(@)de,  fi(t) = F(1)
0

Verteilung von N(t): P(N(t) =n) = F,(t) — Fp4a(t), n=0,1,... Fy(t) = 1.
Erneuerungsfunktion R(t): R(t) =E[N(t)] = > .07, F,(t).
Erneuerungsdichte r(t):  r(t) = > 07 fo(t).

Grenzwertsétze: Fiir einen rekurrenten Erneuerungsprozess mit stetigen 7, und p = E(7),),
0% = Var(T},) < oo gilt:

im YO _ 1
t—oo ¢ M
R(t 1
lim L = — (elementares Erneuerungstheorem),
t—oo ¢
. t o ,u2 9 ..
lim |R(t) ——| = 5— falls 0° < 0o und S aperiodisch,
t—00 12 2M
N(t) - ¢ 1 2
lim P| ——F < = — —— | dt.
5o g\ﬁ =7 \/%/GXP< 2>
w\ —o0

Semi-Markov-Prozesse

e Sei {Y,,n € Ny} eine Folge von Zufallsvariablen mit abzahlbarem Zustandsraum S, {S,,n € Np}

eine Folge nichtnegativer Zufallsvariablen mit 0 = Sy < 57 < Sy < ... Der stochastische Prozess
(Y,S) = {(Yn,Sn),n € No} heit Markov-Erneuerungsprozess (MEP) & V ¢,s,8,-1,... €
RJravjainv"' 7i0
P(Yn—H - jaTn—H < t‘Yn = i,Yn_l, cee 7Y0 = iOa Sn = 37571—1 = Sp—1y-- )
=P(Yni1 =74, Tht1 <Y, =1).

Ist (Y,S) ein Markov-Erneuerungsprozess, so heifit X = {X(¢),¢ > 0} der zu (Y,S) gehorige
Semi-Markov-Prozess: < (SMP)

X(t):Yn fﬁr5n§t§5n+la n=01,2,...

e Ein Semi-Markov-Prozess heifit homogen, falls

P(Yoi1 = 34,011 — S < t|Y, = i) = P(Y1 = 5,51 <t|Yo =1) =: Qy(1)

gilt. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Q;;(t) heilen Semi-Markov-Ubergangswahrscheinlich-
keiten. Q(t) = (Qi;(t)) heiBt Semi-Markov-Ubergangsmatrix.

e Charakterisierung {iber Hazardraten:

P(Y,11 =4t <T, <t+h|Y,=14T, >t i (t
>\zj (t) — hm ( n+1 Il > dpt1 > + | n 1ydntl = ) — 37,]( )
h—0 h 1—Qi(t)

mit Dichte gi;(t) zu Qy(t), d.h. gy;(t) = 2%
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Fiir die Verweildauer in ¢ gilt

ZQU Tpy1 S Y, =) = P(S1 < t|Yo = 1)
jES

bzw. in der Charakterisierung iiber Hazardraten

gi(t)
1—Qi(t)’
wobei ¢;(t) die Dichte zu Q;(t) bezeichnet und Q;(0) < 1 sowie lim;_, Q;(t) = 1 (gilt weiter im
Folgenden).

Ai(t) =

{Y,,n € Ny} bildet eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix
Q=(g5), a4y = lim Qi(t) = P(Yoy1 = j[Yn = 1).

Fiir die bedingte Verteilung der Verweildauer T;, 11 gegeben Y,, =i und Y,.; = j gilt

Gij(t) = P(Tn1 S UYn =4, Y11 = j) = Q;J()
ij

Rekurrenzeigenschaften und Irreduzibilitit eines Semi-Markov-Prozesses leiten sich aus den ent-
sprechenden Eigenschaften der Markov-Kette Y ab.

Der SMP heifit aperiodisch, wenn fiir alle ¢ die Zwischenzeiten T;; zwischen aufeinanderfolgenden
Besuchen in ¢ nicht gitterférmig sind, d.h. es gibt kein d > 0 mit > > ; P(Tj; = nd) = 1.

Grenzwertsatz: Der Semi-Markov-Prozess sei aperiodisch, irreduzibel und positiv-rekurrent. Dann
gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(t) = P(X(t) = j|Yo = ¢) und die Zustandswahr-
scheinlichkeit p;(t) = P(X(t) = j)

| -
1 = lim p;(t) = =2—
Jimn 2y (0) = Jim pij(t) = == "

mit strikt positiver stationérer Verteilung v der eingebetteten Markov-Kette Y, d.h.

o oo
v=vQ@, v>0, sowie ui—/tqi /1—@,
0 0
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6 Martingale in stetiger Zeit

Die Menge von o-Algebren {F;,t > 0} heifit Filtration, falls gilt Fs C F, fir 0 < s < t.
X = {Xy,t > 0} heifit adaptiert zur Filtration {F;, ¢ > 0}, falls gilt o(X;) C F;, t>0.

X = {Xi,t > 0} heift Martingal beziiglich der Filtration {F;,t > 0} :&

1. E|X;| < oo fiir t > 0.

2. X ist adaptiert zur Filtration {F;,t > 0}.

3. E(Xy|Fs) = X fiir 0 < s <t
X heifit Sub- bzw. Supermartingal, wenn anstelle von 3. die Eigenschaften E(X;|Fs) > X bzw.
E(X:|Fs) < X, gelten.

Sei {F¢,t > 0} eine Filtration. Die o—-Algebra ;" = ¢ (0,5, Fs) erlaubt einen ,infinitesimalen*
Blick in die Zukunft, und 7, =o (U s<t .7-"3) umfasst alle Ereignisse bis unmittelbar vor .

Ubliche Bedingungen an eine Filtration:

1. {F;,t > 0} ist rechtsstetig :< F; = F, fiir alle ¢
2. {F,t > 0} ist vollsténdig :< Fir C C B € F mit P(B) = 0 folgt C € Fy € F (und
P(C) =0).

Im Weiteren werden die iiblichen Bedingungen vorausgesetzt.

Ein SP A = {4;,t > 0} heiit vorhersagbar (beziiglich der Filtration {F;,t > 0}) :< fiir alle
t >0 gilt

1. A; ist Fy-messbar, und

2. A; ist F; -messbar.

Hinreichend fiir die Vorhersagbarkeit ist, dass A linksseitig stetige Pfade besitzt.

Doob-Meyer-Zerlegung: Sei {Ny,t € Ry} ein rechtsstetiges, nichtnegatives Submartingal oder
ein beschrinktes Submartingal, und {F;,¢ > 0} eine Filtration, die die ,iiblichen Bedingungen*
erfiillt. Dann existieren ein vorhersagbarer Prozess { A, t € R} und ein Martingal {M;,t € R, },
so dass

Ny = Ay + M,

fiir alle ¢ gilt. Der Prozess A = {A:} heifit Kompensator von N.
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7 Punkt- und Zihlprozesse

7.1 Definition und Eigenschaften

e Sei {F;,t > 0} eine Filtration mit den ,iiblichen“ Bedingungen. Die Folge {(S,,Y,),n € N}
heifit markierter Punktprozess zu {F;,t > 0} :&

1. S, > 0 ist F-Stoppzeit
2. Y, ist eine Fg,-messbare Zufallsvariable mit Werten in der diskreten Menge S
3. Sp < Spy1 auf {5, < oo},

Sp = Sp+1 = ... auf {S,, = o0}

o Es gilt:

(a) Y, ist Fg, -messbar.
(b

) Sp ist die Auftrittszeit des n—ten Ereignisses und S,, < Sp41.
(c) Y, heifit Marke bzw. Typ des n—ten Ereignisses.
(d) T,

)

d) Thi1 = Snt1 — Sp heiit Wartezeit, Zwischenauftrittszeit. Setze dabei Sy := 0.

(e) Der Prozess heifit explodierend fiir w € Q 1< Soo(w) = limy, 00 Sp(w) < 0.
Der Prozess heifit ausloschend fiir w € Q :< Sy, (w) = oo fiir ein n > 1.

o Fiir jedes h € S, t € Ry sei

Nu(t) =) I(Sn < )I{Y,, = h}

n>1

die Anzahl der bis ¢ eingetretenen Ereignisse vom Typ h. Dann heifit

N(t) = {N1(t), ..., Nu(t), ..., Nu(t)}

(fiir £ > 1: multivariater) Z&hlprozess. Die Gesamtzahl aller Ereignisse bis t,

ist ein univariater Zéhlprozess.

e Doob-Meyer-Zerlegung von Z#hlprozessen: Sei {/N},(t), h = 1,...,k} ein multivariater Zahl-
prozess mit E(Np(t) < 00) V ¢t > 0.

1. Dann existiert ein (f.s.) eindeutiger, vorhersagbarer Kompensator-Prozess {Ay(t), t > 0},
Ap(0) = 0, mit wachsenden und rechtsstetigen Pfaden.

2. Der Prozess Mp(t) = Np(t) — Ap(t) ist ein Martingal.
3. Die Zerlegung Ny (t) = Ap(t) + My (t) heiit Doob-Meyer-Zerlegung des Zahlprozesses.

e Falls es einen vorhersagbaren (insbesondere linksstetigen), nichtnegativen Prozess ap,(t) mit
t
Ap(t) = / ap(s)ds
0

gibt, so heifit dieser Intensitétsprozess zu Np,(t). Ap(t) heiBt auch kumulierter Intensitétsprozess.

Im Weiteren Voraussetzung der Existenz eines Intensititsprozesses zu Ny(t).
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e Theorem von Aalen: Der Z#hlprozess {NNV},(t), t > 0} besitze einen Intensitédtsprozess {ap(t)}
mit linksseitig stetigen Pfaden und rechtsseitigen Grenzwerten. Zusétzlich existiere eine positive
Zufallsvariable L mit E(L) < co und a;(t) < L fiir alle ¢ > 0. Dann gilt

) 1
Jdim S E(N(t+ A) = No()|F) = an(ty).

o -
Aim e P(NG(E+ AL = Np(t) 2 11F) = an(ts).

Unter zusétzlichen Bedingungen gilt sogar

1 _ _
AI%I—I)IO KtP(Nh(t + At) — Nh(t) = 1‘]:13) = Oéh(t+).

Ist ay,(t) sogar stetig in ¢, dann gilt ay,(t4) = ap(t).
e Fiir jedes n > 0 existiert ein ]-"é\i =0(51,Y1,...,S5,,Y,) messbarer Prozess
(@), t>0; h=1,...,k}
mit
an(t) = ol (1) fiir S, <t < Spyy (falls S, < o)

und

ag&l >0 fs. auf {S,41 < o0}

e Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir (S,,, Y;,):

QM (t,h) = P(Tpi1 <t,Ynp1=h|FL)
QM) = Y QMW(t,h) = P(T <t|F&)
hesS
PM(t,h) = P(Ypi1=h|FY, Sui1=1)

Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich mittels des Intensitéitsprozesses berechnen:

t Sn+s
QUM(t, h) /0 agn)(Sn + s)exp {— /S o™ (u)du} ds
Sntt !
QM) = 1 —exp{—/ a(")(s)ds}
S'VL

PO h) = 3 mit a®(1) = 3" af” (1)
hes

o Es gilt:

(a) P(...|F§)=P(..|(S1,Y1),...,(Sn Ya))
(b) Die (bedingte) Verteilungsfunktion Q™ (¢, h) besitzt eine Dichte ¢" (¢, h), d.h.
¢

Q(t,h) = / ¢ (s, h)ds,

0

so dass
¢™(t — Sn, h)

1—-QM(t—S,)

ol (t) =

auf {S, <t <S,11}.
(c¢) Fir den Kompensator—Prozess gilt:

t—Sn (n)(g
)= An(s)+ [ (s 1)

= Q(”)(s)ds auf {S,, <t < Sp+1}.
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7.2 Allgemeines Zihlprozess-Modell
e Seien
Np;i(t)  Zéhlprozess fiir die Anzahl von Typ-h-Ereignissen fiir Indi-
viduum ¢ in [0, ¢],
{z(t), t > 0} vorhersagbare Kovariablenprozesse,
Ani(t) = An(t; zi(t)) Hazardraten fiir die Beobachtung von Typ-h-Ereignissen,
Ip;(t) vorhersagbare Indikatorprozesse mit I;(t) = 1 genau dann,
wenn Individuum ¢ unter Risiko fiir ein Typ-h-Ereignis bis
unmittelbar vor ¢ steht.

Dann wird {Np;(t), ¢ > 0} durch den Intensitétsprozess
ani(t) = M (t; 2 () Ini(t),
h=1,...,k,i=1,...,n spezifiziert.
e Ist {C;(t),t > 0} ein vorhersagbarer Zensierungsprozess mit
Ci(t)=1 <« iist zur Zeit ¢t unter Beobachtung,
dann ist in der Definition Ip;(t) durch
Tni(t) = Ini (1) Ci(t)

zu ersetzen.



