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Aufgabe 1

Gegeben sei eine homogene Markov-Kette 1. Ordnung {X,,n € N} mit Zustandsraum
S = {A, B} und der folgenden Ubergangsmatrix:

A B
A[(03 0.7
P=15 (0.6 0.4>
Die Startverteilung sei gegeben durch P(Xy = A) = 0.2 und P(Xy, = B) = 0.8.
Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

(a) P(X3=A)
(b) P(X3=AlXo = A)
(¢) P(X3=A|X;=B,Xq=A4)
(d) P(Xs=A|Xy=B,X,=B,X,=A4)
(e) P(Xs=A|X3=A)
(f) P(X5=A|Xs=A4)
Aufgabe 2

Schreiben Sie in R eine Funktion, die eine Markov-Kette 1. Ordnung der Lange n mit
Zustandsraum S = {1,2,...,k} in Abhingigkeit von der Ubergangsmatrix P simuliert
und den zugehorigen Pfad visualisiert. Verwenden Sie als Startverteilung die Gleichver-
teilung auf S. Testen Sie Thre Funktion fiir verschiedene Ubergangsmatrizen P sowie fiir
Potenzen der Ubergangsmatrizen, d.h. P2, P® und P,
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Aufgabe 3

Gegeben sei eine homogene Markov-Kette 1. Ordnung X = {X;,t € N} mit Zustands-
raum )
S ={A, B,C, D} und der folgenden Ubergangsmatrix:

A B C D

A/09 01 0 O
1

Bl o o0 o
P="0cl o 03 02 05

D\05 05 0 0

(a) Zeichnen Sie den zugehorigen Markov-Graphen.

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, in genau drei Schritten vom Zustand C' in den
Zustand A zu gelangen?

(¢) Klassifizierung nach Erreichbarkeit
(i) Bestimmen Sie die Aquivalenzklassen von X.
(ii) Teilen Sie diese in abgeschlossene, offene und irreduzible Klassen ein.
(iii) Gibt es absorbierende Zusténde?
(d) Klassifizierung nach Riickkehrverhalten
(i) Welche Zustande von X sind rekurrent?
(ii) Welche Zustande von X sind transient?

(iii) Welche Zusténde von X sind periodisch?

(e) Bringen Sie P in die kanonische Form.
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Die folgende Aufgabe ist hauptséchlich zum Selbststudium gedacht.

Aufgabe 4

Der Prozess, der zu einer Einweisung einer Person in ein Krankenhaus fithrt, kann durch
eine Markov-Kette 1. Ordnung mit der folgenden Ubergangsmatrix fiir die Zustédnde

So, ..., 54 beschrieben werden:
Sy S1 S, 530S,
Poo Por Po2 0  Dpos Sy gesund
0 pi1 0 pi3 pig S1 leichte Erkrankung, nicht im Krankenhaus
0 0 po pog poa S5 schwere Erkrankung, im Krankenhaus
0O 0 0 1 0 S5 krank, im Krankenhaus
0O 0 0 0 1 Sy tot

(a) Zeichnen Sie den zur Ubergangsmatrix gehérenden Markov-Graphen.

(b)

()

(d) Geben Sie die Klasseneinteilung fiir die Markov-Kette an und bringen Sie die Uber-
gangsmatrix in die kanonische Form.

(e) Welche Zustédnde sind absorbierend?

(f) Ist die Markov-Kette irreduzibel?

Interpretieren Sie die Vorgaben fiir pp3 = 0, p12 = 0, pa; = 0, p33 = 1 und p34 = 0.

Welche Zusténde sind offen, welche abgeschlossen?
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