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1.8 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Im Folgenden Beschriankung auf den diskreten Fall und zweidimensionale Zufallsvaria-
blen.

»Schnelldurchgang unter Bezug auf das Eindimensionale und Statistik |“

Das Hauptinteresse gilt (entsprechend der Kontingenztafel in Statistik |) der gemeinsa-
men Verteilung

PIX =zt N{Y =y;})
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Definition 1.79.

Betrachtet werden zwei eindimensionale diskrete Zufallselemente X und Y (zu demselben
Zufallsexperiment). Die Wahrscheinlichkeit

P(X =x;,Y =y;) = P({X =x;} N{Y = y;})

in Abhangigkeit von x; und y, heilt gemeinsame Verteilung der mehrdimensionalen
Zufallsvariable (5) bzw. der Variablen X und Y.

Randwahrscheinlichkeiten:

Pie = P(X=uz)=) P(X=u.Y =y,
j=1
k
pej = P(Y =y;)=) P(X=ux,Y =y,)
1=1
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Bedingte Verteilungen:

P(Y =y;)
P(Y =y;|X =x;) = P(XPT)?S;J )

Stetiger Fall (nicht klausurrelevant): Zufallsvariable mit zweidimensionaler Dichtefunk-
tion f(x,y):

b d
P(aﬁXﬁb,cSYﬁd):/ (/ f(x,y)dy)da:
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Definition 1.80.

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen. Dann heiBt
OXy = Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y)))

Kovarianz von X und Y.

Rechenregeln:

e Cov(X,X) = Var(X)

o Cov(X,Y) = B(XY) - E(X) - E(Y)

o COV(X Y) = Cov(Y, X)

o Mit X =axX +bxy und Y =ayY + by ist

Cov(X,Y) =ax -ay - Cov(X,Y)

e Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2 - Cov(X,Y)
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Definition 1.81.

Zwei Zufallsvariablen X und Y mit Cov(X,Y) = 0 heiBen unkorreliert.
Satz 1.82.

Stochastisch unabhangige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt jedoch
im allgemeinen nicht.

Definition 1.83.

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y. Dann heiBt

_ Cov(X,Y)
\/Var(X) \/Var(Y)

Korrelationskoeffizient von X und Y.

p(X,Y)
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Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten:
° MitX:axX—FbX und Y:ayY—Fby Ist

|/0()~(7)~/)| — ‘p(X, Y)l

o —1<p(X,Y)<1.
e p(X,)Y)=1<—=Y=aX+D

e Sind Var(X) > 0 und Var(Y) > 0, so gilt p(X,Y) = 0 genau dann, wenn
Cov(X,Y) =0.
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Bsp. 1.84. [Chuckk-a-Luck:]

X1 Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf 1 gesetzt wird.

X¢ Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf 6 gesetzt wird.
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Kovarianz zwischen X; und X

(rx1,26) | P(X1 = :1:6111X6 = Z¢) (rx1,26) | P(X1 = :I?i, X6 = T¢)
(—1,-1) % (—1,3) @
(—1,1) % (3,—1) %
(1,-1) % (1,1) %
(—1,2) % (1,2) %
(2,—1) 216 (1,2) 216
~ B(Xi-Xg) = —50/216 = —0.23148
Cov(X1, Xg) = —0.23148 — (—0.0787) - (—0.0787) = —0.23768

X1 und Xg sind negativ korreliert.
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2.1 Grundprinzipien der induktiven Statistik

Ziel: Inferenzschluss, Reprasentationsschluss: Schluss von einer Stichprobe auf Eigen-
schaften der Grundgesamtheit, aus der sie stammt.

e Von Interesse sei ein Merkmal X in der Grundgesamtheit Q.

e Ziehe eine Stichprobe (w1, ...,w,) von Elementen aus Q und werte X jeweils aus.
e Man erhalt Werte x4, ..., x,. Diese sind Realisationen der i.i.d Zufallsvariablen oder
Zufallselemente X, ..., X,,, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung der X4, ..., X,

genau die Haufigkeitsverhaltnisse in der Grundgesamtheit widerspiegelt.
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Die Frage lautet also: wie kommt man von Realisationen x1,...,x, von i.i.d. Zufallsva-
riablen X1, ..., X,, auf die Verteilung der X7

e Dazu nimmt man haufig an, man kenne den Grundtyp der Verteilung der X+,..., X,,.
Unbekannt seien nur einzelne Parameter davon (vgl. Kap. 1.6).

Beispiel: X; sei normalverteilt, unbekannt seien nur ,u,a2.
—> parametrische Verteilungsannahme (meist im Folgenden)

e Alternativ: Verteilungstyp nicht oder nur schwach festgelegt (z.B. symmetrische
Verteilung)

—> nichtparametrische Modelle

e Klarerweise gilt im Allgemeinen (generelles Problem bei der Modellierung): Parame-
trische Modelle liefern scharfere Aussagen — wenn ihre Annahmen zutreffen. Wenn
ihre Annahmen nicht zutreffen, dann existiert die groBe Gefahr von Fehlschliissen.
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Wichtige Fragestellungen der induktiven Statistik:

2 Induktive Statistik 224



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 2.2 Punktschatzung

2.2 Punktschatzung

Ziel: Finde einen moglichst guten Schatzwert fiir eine bestimmte KenngroBe 9 (Para-
meter) der Grundgesamtheit, z.B. den wahren Anteil der rot/griin-Wahler, den wahren
Mittelwert, die wahre Varianz, aber auch z.B. das wahre Maximum (z.B. von Windge-
schwindigkeit).

2.2.1 Schatzfunktionen

Gegeben sei die in Kapitel 2.1 beschriebene Situation, also eine i.i.d. Stichprobe
X1,...,X,, eines Merkmales X.
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Definition 2.1.

Sei Xq,...,X,, i.i.d. Stichprobe. Eine Funktion
T=g(X1,...,Xp)

heiBt Schdtzer oder Schitzfunktion.

Inhaltlich ist g(-) eine Auswertungsregel der Stichprobe: , Welche Werte sich auch in der
Stichprobe ergeben, ich wende das durch g(-) beschriebene Verfahren auf sie an. (z.B.
ich bilde Mittelwert)"
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Typische Beispiele fiir Schatzfunktionen:

1. Arithmetisches Mittel der Stichprobe:
_ 1
X=g(X1,....X,) == X,

Fiir binire X; mit X; € {0,1} ist X auch die relative Hiufigkeit des Auftretens von
,X; = 1" in der Stichprobe

2. Stichprobenvarianz:

. _ 1 <
2 —g(Xy.....X.)=— X, —X)P?=2) X?—(X)°
S g( 1, ’ n) Z( ) n; ) ( )
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3. Korrigierte Stichprobenvarianz:

1 < _ 1 _
S? =g(Xy,..., X,) = D (Xi- X)? = Y X?-n-X?

4. GroBter Stichprobenwert:

Xy =9(Xy,...,X,) = max X

5. Kleinster Stichprobenwert:

X1y =9(X1,...,Xy)) = min X,
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Schatzfunktion und Schatzwert: Da X,..., X,, zufdllig sind, ist auch die Schatz-
funktion T' = ¢g(X1,..., X,) zufillig. Zieht man mehrere Stichproben, so erhdlt man
jeweils andere Realisationen von X1,..., X, und damit auch von T'.

Die Realisation ¢ (konkreter Wert) der Zufallsvariable T' (Variable) heiBt Schdtzwert.

Man hat in der Praxis meist nur eine konkrete Stichprobe und damit auch nur einen
konkreten Wert ¢ von T'. Zur Beurteilung der mathematischen Eigenschaften werden
aber alle denkbaren Stichproben und die zugehorigen Realisationen der Schatzfunktion
T herangezogen.

D.h. beurteilt wird nicht der einzelne Schatzwert als solcher, sondern die Schatzfunktion,
als Methode, d.h. als Regel zur Berechnung des Schatzwerts aus der Stichprobe.

Andere Notation in der Literatur: 9 Schitzer fiir ¥.

Dabei wird nicht mehr direkt unterschieden zwischen Zufallsvariable (bei uns GroBbuch-
staben) und Realisation (bei uns klein). = Schreibe ¥( X1, ..., X},) bzw. ¥(z1,...,z,)
wenn die Unterscheidung bendétigt wird.
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2.2 Punktschatzung

Bsp. 2.2.

Durchschnittliche Anzahl der Statistikbiicher in einer Grundgesamtheit von Studierenden

schatzen.

e Grundgesamtheit: Drei Personen Q = {0, W, 3}

e Merkmal X: Anzahl der Statistikbiicher

X@)=3 X(@)=1 X(@3)=2.
Wahrer Durchschnittswert: y = 2.

e Stichprobe X7, X5 ohne Zuriicklegen (Stichprobenumfang n = 2):

~ ~

X1 = X(wl) X2 = X(LUQ)

wobeli

w1y erste gezogene Person, ws zweite gezogene Person.
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Betrachte folgende moglichen Schatzer:

- X1+ X
i = g(X1,X2)=X="— 5 <
T2 = X1
1 2
T3 — g(Xl,XQ) — §X(2) — §maX(X1,X2)
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2.2.2 Gutekriterien

Beurteile die Schatzfunktionen, also das Verfahren an sich, nicht den einzelnen Schatz-
wert. Besonders bei komplexeren Schatzproblemen sind klar festgelegte Giiteeigen-
schaften wichtig.

Natiirlich ist auch zu Beginn genau festzulegen, was geschatzt werden soll. Im Folgenden
sei der Parameter 9 stets eine eindimensionale KenngréBe der Grundgesamtheit (z.B.
Mittelwert, Varianz, Maximum)

Der Punkt ist, dass T' zufallig ist; der Wert schwankt mit der konkreten Stichprobe.

e Man kann also nicht erwarten, dass man immer den richtigen Wert trifft.

e Die Beurteilung der Giite des Schatzers bezieht sich auf KenngroBen seiner Verteilung
(v.a. Erwartungswert und Varianz)
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Erwartungstreue, Bias: Gegeben sei eine Stichprobe X1, ..., X,, und eine Schatzfunk-
tion T' = g(Xq, ..., X,) (mit existierendem Erwartungswert).

e ' heit erwartungstreu fiir den Parameter v, falls gilt
Ey(T) =19
fir alle 9.

e Die GroBe
BiaSg(T) = Ef}(T) —

heit Bias (oder Verzerrung) der Schatzfunktion. Erwartungstreue Schatzfunktionen
haben per Definition einen Bias von 0.

Man schreibt Ey(7T) und Biasy(T'), um deutlich zu machen, dass die GréBen von dem
wahren ¢} abhangen.
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Anschauliche Interpretation:

Bsp. 2.3. [Fortsetzung des Beispiels]

Nehmen Sie an, die Stichprobenziehung sei gemaB einer reinen Zufallsauswahl erfolgt,
d.h. jede Stichprobe hat dieselbe Wahrscheinlichkeit gezogen zu werden (hier %). Sind
die oben betrachteten Schatzfunktionen 17,715, T35 erwartungstreu?
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Fiir die Trager 7, von T}, + = 1,2, 3 gilt:

Ti = {15,2,2.5)

T = {1,2.3)

T, = {13,2)
Bei T gilt: Pqn:45pzpqn:apzpqn:45ng %
Bei Ty gl P({Ty=1}) = P({T=2)) = PUT, =3}) = - =
Bei Ty gt P((Ts=15)=- = PUTs=3})=: =

und damit bei ¥ = y = 2

1
=Yt PUTi=t1}) = 5(15+2+25) =2
t1€T1
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In der Tat gilt allgemein: Das arithmetische Mittel ist erwartungstreu fiir den Erwar-
tungswert.

th {T2 =t2}) = ;(14—2—#3):2

to€T2
Wieder gilt allgemein: Einzelne Stichprobenvariablen ergeben erwartungstreue Schatzer
fir den Erwartungswert.

1 - 2 16
E t3 - {Tg—tg}) 134——2:—#2
3 3 9
t3€T3
T3 ist also nicht erwartungstreu. Es gilt

16 18 2
Bias(Ty) = Bo(Th) — 2 = — — — — 2
ias(13) = Eo(T5) 99 3
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Bias und Erwartungstreue bei einigen typischen Schatzfunktionen

e Das arithmetische Mittel X = %Z?:1 X, ist erwartungstreu fir den Mittelwert u
einer Grundgesamtheit: Aus X;,...,X,, ii.d. und E,(X;) = E, (X2) = ... =
folgt:

E(X) — E, (;ix> — % o <i Xi>
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also ist S? nicht erwartungstreu fiir o2.

n—1 1
o2 _ g2 = 42

Bias,2(5?) =
ias,2(5°) - -

(Fiir n — oo geht Bias_2(S?) gegen 0, S2 ist , asymptotisch erwartungstreu".)

e Fiir die korrigierte Stichprobenvarianz gilt dagegen:

1 _
E,2(5%) = E, n_lz(Xz'—X)Q
1=1
BTN BEESNA o TP oF
- T ln—1 n ’
1=1

n o n n-—1, 5
= E,2 S°) = o' =0

n—1 n—1 n

Also ist S? erwartungstreu fiir 0. Diese Eigenschaft ist auch die Motivation dafiir,
von einer Korrektur der Stichprobenvarianz zu sprechen.
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e Vorsicht: Im Allgemeinen gilt, wie in Kapitel 1.5.3 ausgefiihrt, fiir beliebige, nichtli-
neare Funktionen g
Eg(X) # g(E(X)).
Man kann also nicht einfach z.B. /- und E vertauschen. In der Tat gilt: S? ist zwar
erwartungstreu fiir 2, aber v/S2 ist nicht erwartungstreu fiir Vo2 = o.

Bsp. 2.4. [Wahlumfrage]

Gegeben sei eine Stichprobe der wahlberechtigten Bundesbiirger. Geben Sie einen
erwartungstreuen Schatzer des Anteils der rot-griin Wahler an.
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Bedeutung der Erwartungstreue: Erwartungstreue ist in gewisser Weise ein schwaches
Kriterium, denn es gibt viele einsinnige erwartungstreue Schatzer!

Deshalb betrachtet man zusatzlich die Effizienz eines Schatzers, s.u.
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2.2.3 Effizienz

Beispiel Wahlumfrage: Gegeben sind zwei erwartungstreue Schatzer (n sei gerade):

Ty = %zn:Xz
1=1
n/2

1
15 /2 ;Xq;

Was unterscheidet formal 17 von dem unsinnigen Schatzer 15, der die in der Stichprobe
enthaltene Information nicht vollstandig ausnutzt?

Vergleiche die Schatzer iiber ihre Varianz, nicht nur iiber den Erwartungswert!
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2.2 Punktschatzung

Wenn n so groB ist, dass der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden kann, dann gilt

approximativ

n

1 Z(Xi—w) ZX —n-T %ZXi—TF
\/ﬁ\/ﬂ'(l—ﬂ') —f\/w 1 —m) N \/7r(1—7r)

n

~ N(0;1)

und damit

ZX N( (1_”))

Analog kann man zeigen:

T, — HLQZX ~ N (7?, ”(711/_2”)> |

T7 und 15 sind approximativ normalverteilt, wobei T3 eine deutlich kleinere Varianz als

T2 hat.
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T und T5 treffen beide im Durchschnitt den richtigen Wert 7. T schwankt aber weniger
um das wahre T, ist also ,,im Durchschnitt genauer”.

Andere Interpretation:

D/ihte von 1}

D/ihte von T2

Fiir jeden Punkt 7, > m ist damit P(Ty > 71) < P(To > 74)
und fiir jeden Punkt m_ < mist P(Ty <7_) < P(Th, < w_).
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Es ist also die Wahrscheinlichkeit, mindestens um 7, — 7 bzw. @ — m_ daneben zu
liegen, bei 15 stets groBer als bei T7. Umgekehrt gesagt: Ein konkreter Wert ist damit
verlasslicher, wenn er von 717, als wenn er von 75 stammt.

Diese Uberlegung gilt ganz allgemein: Ein erwartungstreuer Schitzer ist umso besser, je
kleiner seine Varianz ist.

Var(T') = Erwartete quadratische Abweichung von T von E(T)

N——
=91

Je kleiner die Varianz, umso mehr konzentriert sich die Verteilung eines erwartungstreuen
Schatzers um den wahren Wert. Dies ist umso wichtiger, da der Schatzer den wahren
Wert i.A. nur selten exakt trifft.
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Definition 2.5. Effizienz

o Gegeben seien zwei erwartungstreue Schatzfunktionen 77 und T5 fiir einen Parameter
V. Gilt
Vary (1) < Vary(13) fiir alle 9

und
Vary«(T1) < Varyg«(T3) fiir mindestens ein ¢*

so heiBt T effizienter als T5.

e Eine fiir ¥ erwartungstreue Schatzfunktion T' heiBt UMV U-Schitzfunktion fir ¢
(uniformly minimum wvariance unbiased), falls

Vary(T) < Vary(T™)

fiir alle ¥ und fiir alle erwartungstreuen Schatzfunktionen 1.
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Bem. 2.6.

e Inhaltliche Bemerkung: Der (tiefere) ,,Sinn von Optimalitatskriterien® bei der Aus-
wertung der Stichprobe wird klassischerweise insbesondere auch in der Gewdhrlei-
stung von Objektivitit gesehen. Ohne wissenschaftlichen Konsens dariiber, welcher
Schatzer in welcher Situation zu wahlen ist, ware die Auswertung einer Stichprobe
willkiirlich und der Manipulation Tiir und Tor geoffnet. Allerdings gibt es wirkliche
Eindeutigkeit nur bei ,idealen”, sauberen Daten. Z.B. sind ausreiBerunempfindliche
Verfahren bei ,idealen” Daten weniger effizient, haben aber den Vorteil, stabiler bei
kleinen Abweichungen von den Verteilungsannahmen zu sein.

o Ist Xi,...,X, einei.id. Stichprobe mit X; ~ N (u, 0?), dann ist
* X UMVU-Schitzfunktion fiir ;2 bei bekanntem ¢? und
* 52 UMVU-Schitzfunktion fiir o2 bei bekanntem .

o Ist Xq,...,X,, mit X; € {0,1} eine i.i.d. Stichprobe mit 7 = P(X; = 1), dann ist
die relative Haufigkeit X UMVU-Schatzfunktion fiir 7.
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e Bei nicht erwartungstreuen Schatzern macht es keinen Sinn, sich ausschlieBlich auf
die Varianz zu konzentrieren.

Man zieht dann den sogenannten Mean Squared Error
MSEy(T) := Eu(T —9)?
zur Beurteilung heran. Es gilt
MSEy(T) = Varyg(T) + (Biasg(T))?.

Der MSE kann als Kompromiss zwischen zwei Auffassungen von Prazision gesehen
werden: moglichst geringe systematische Verzerrung (Bias) und moglichst geringe
Schwankung (Varianz).
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2.2.4 Asymptotische Giitekriterien

e Asymptotische Erwartungstreue

* Eine Schatzfunktion heit asymptotisch erwartungstreu, falls

lim E(0) =6

n—oo

bzw.
lim Bias(f) =0
n— oo

gelten.

* Abschwiachung des Begriffs der Erwartungstreue: Gefordert wird die Erwartungs-
treue nur bei einer unendlich groBen Stichprobe.

* Erwartungstreue Schitzer sind auch asymptotisch erwartungstreu.

* Sowohl S2 als auch S2 sind asymptotisch erwartungstreu.

2 Induktive Statistik 248



Statistik Il fiir Studierende der Soziologie und Nebenfachstudierende 2.2 Punktschatzung

e Fiir komplexere Modelle ist oft die Erwartungstreue der Verfahren ein zu restriktives
Kriterium. Man fordert deshalb oft nur, dass sich der Schatzer wenigstens fiir groB3e
Stichproben gut verhilt. Hierzu gibt es verwandte aber , etwas” unterschiedliche
Kriterien, z.B. das folgende:

e Ein Schatzer heiBt (MSE-)konsistent oder konsistent im quadratischen Mittel, wenn
gilt
lim (MSE(T)) = 0.
n—oo

Beispiel: Der MSE von X ist gegeben durch

MSE(X) = Var(X) + Bias*(X)

0.2

= — 40
n

0.2

= — = 0.
n

X ist also ein MSE-konsistenter Schatzer fiir den Erwartungswert.
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e Anschaulich bedeutet die Konsistenz,
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2.2.5 Konstruktionsprinzipien guter Schatzer

Die Methode der kleinsten Quadrate
—> Regressionsanalyse
Das Maximum-Likelihood-Prinzip

- Aufgabe: Schatze den Parameter 1 eines parametrischen Modells anhand einer i.i.d.
Stichprobe X7, ..., X,, mit der konkreten Realisation z1, ..., z,.
- ldee der Maximium-Likelihood (ML) Schatzung fiir diskrete Verteilungen:

e Man kann fiir jedes 99 die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, genau die Stichprobe
Z1,...,Ty, zu erhalten:

Py(X1 =1, X0 = Ta,..., Xp = a3) = | | Po(Xi = )
=1

o Je groBer fiir ein gegebenes 1y die Wahrscheinlichkeit ist, die konkrete Stichprobe
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erhalten zu haben, umso plausibler ist es, dass tatsachlich ¥y der wahre Wert ist
(gute Ubereinstimmung zwischen Modell und Daten).

e Man nennt daher L(¥) = Py(Xy = x1,...,X,, = x,), nun als Funktion von
gesehen, die Likelihood (deutsch: Plausibilitdt, MutmaBlichkeit) von 1 gegeben die
Realisation x1,...,x,.

e Derjenige Wert 9 = (x4, ..., x,), der L(9) maximiert, heiBt Mazimum-Likelihood-
Schitzwert; die zugehdrige Schatzfunktion T'(X1,...,X,) Maximum-Likelihood-
Schdtzer (siehe genauer Definition 2.9).

Bsp. 2.7.
l.i.d. Stichprobe vom Umfang n = 5 aus einer B(10, 7)-Verteilung:

6 5 3 4 4
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Wahrscheinlichkeit der Stichprobe fiir gegebenes :

P(Xy1=6,....,X5=4|lr) = P(X1=6]|r)-... - P(X5=4||n)
10 10
= (6)7T6(1—7T)4-...- <4>7T4(1—7T)6.
. P(...]|m) Wahrscheinlichkeit, wenn 7 der wahre Parameter ist"
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Wahrscheinlichkeit fiir einige Werte von :

P(Xl :6,...,X5:4’7T)
0.0000000000001
0.0000000227200
0.0000040425220
0.0003025431000
0.0002487367000
0.0000026561150
0.0000000250490
0.0000000000055
0.0000000000000

cCooo000000|
OCoo~NOOTPR~WNE
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Bem. 2.8.

e /wei Sichtweisen auf
Py(X1i=x1,...., X, =1x,) :

— Deduktiv (Wahrscheinlichkeitsrechnung): ¥ bekannt, x1,...,z, zufdllig (,,unbe-
kannt").

— Induktiv (Statistik): ¥ unbekannt, z1,..., z, bekannt.

e Fiir stetige Verteilungen gilt
Pﬁ(Xl :fCl,XQ — 332,...,Xn :ZCn) = O
fir beliebige Werte ¢. In diesem Fall verwendet man die Dichte

folzi,...,z,) = H fo(x;)

als Mal fiir die Plausibilitat von 9.
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e Fiir die praktische Berechnung maximiert man statt der Likelihood typischerweise die
Log-Likelihood, also den natiirlichen Logarithmus der Likelihood.

[(W) =In(L(I)) = lnﬁ Py(X; =z;) = Zn:ln Py(X; = x;)

bzw.

(V) = 1HHfz9(sz') = Zlnf19<xi)'

Dies liefert denselben Schitzwert ¥ und erspart beim Differenzieren die Anwendung
der Produktregel. Manchmal ist es noch geschickter, zunichst [];_, Py(X; = ;) zu
vereinfachen und dann zu logarithmieren.

e Bei den in Statistik Il betrachteten ,reguldaren” Verteilungsmodellen reicht es, die
erste Ableitung zu betrachten. Man kann zeigen, dass sie immer ein Maximum fiihrt.
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Definition 2.9. (Zusammenfassung: Maximum-Likelihood-Schitzung)

Gegeben sei die Realisation x1,...,x, einer i.i.d. Stichprobe. Die Funktion in

(n
H Pf}(XZ = ZE‘Z) falls Xz diskret
L(¥) =<'

fo(xz;) falls X; stetig.
1

\ 1=

heiBt Likelithood des Parameters ¢} bei der Beobachtung xz1,..., x,.

Derjenige Wert 9 = 9(x1,...,x,), der L(¥) maximiert, heiBt Mazimum-Likelihood-
Schitzwert; die zugehorige Schatzfunktion T'(Xy,...,X,) Mazximum-Likelihood-
Schdtzer.
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Bsp. 2.10. (Maximum-Likelihood-Schétzer bei der Binomial und der Normalverteilung)
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ML-Schatzung bei Normalverteilung

e Der ML-Schitzer 62 = S? fiir o2 ist die Stichprobenvarianz; diese ist nicht erwar-
tungstreu.
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Bem. 2.11. [Einige allgemeine Eigenschaften von ML-Schatzern]

e ML-Schitzer 6 sind im Allgemeinen nicht erwartungstreu.
o ML-Schitzer 6 sind asymptotisch erwartungstreu.

e ML-Schitzer 6 sind konsistent (und meist in einem asymptotischen Sinne effizient).
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