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1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1 Mengen und elementare Mengenoperationen

Definition 1.1 Eine Menge ist eine Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem Gan-
zen. Die einzelnen Objekte einer Menge werden Flemente genannt.

Grundlegende Begriffe der Mengenlehre

e Standardmengen:

N=1{1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
No=1{0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0

Z={0,+£1,42,...} Menge der ganzen Zahlen

R = (—o00,0) Menge der reellen Zahlen

0 leere Menge

e Elementeigenschaft:

x ist Element der Menge A: reA
x ist nicht Element der Menge A: = ¢ A

e Teilmengen: A ist Teilmenge von B, in Zeichen A C B, wenn jedes Element von A auch
in B ist.
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Schnittmenge: Die Schnittmenge A N B ist die Menge aller Elemente, die sowohl in A
als auch in B enthalten sind:

ANB={z|lx € Aund z € B}

Eigenschaften:
— Gilt AC B,soist ANB = A.
— Fiir jede Menge A gilt: ANA=Aund ANQ=0.

— Zwei Mengen A und B mit A N B = (), d.h. zwei Mengen, die kein gemeinsames
Element haben, heiflen disjunkt.

— Verallgemeinerung: Die Schnittmenge aus n Mengen Aq, ..., A, enthilt alle Ele-
mente, die in jeder der Mengen Ay, ..., A, enthalten sind und wird bezeichnet mit

ﬂAi = A1 NAsN ... N A,
=1

Vereinigungsmenge: Die Vereinigungsmenge A U B ist die Menge aller Elemente, die in
A oder B enthalten sind:

AUB = {z|x € A oder z € B}

Verallgemeinerung: Die Vereinigungsmenge aus n Mengen M, ..., M, enthilt alle Ele-
mente, die in mindestens einer der Mengen M1, ..., M,, enthalten sind und wird bezeich-
net mit

n
UMi = MyUMsU...UM,
=1

Differenzmenge: Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente, die in A, aber
nicht in B enthalten sind:

A\ B = {z|x € A aber x ¢ B}

Komplementirmenge: Die Komplementirmenge A = AY beziiglich einer Grundmenge
Q ist die Menge aller Elemente von €2, die nicht in A sind:

A=A°={zecQzg¢A}={z:x¢ A}

Potenzmenge: Die Potenzmenge P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A:

P(A) = {M|M C A}.

Machtigkeit: Die Michtigkeit |A| einer Menge A ist die Anzahl der Elemente von A
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Rechenregeln fiir Mengen

a) Kommutativgesetze (Vertauschung):

ANB=BNA, AUB=BUA.

b) Assoziativgesetze (Zusammenfassen):
(ANB)NC =AnN(BNC).
(AUB)UC =AU (BUC).
c¢) Distributivgesetze (Ausklammern/Ausmultiplizieren):
(AUB)NC =(ANC)u(BNCQO).
(ANB)UC =(AUC)N(BUCQC).

d) De Morgansche Regeln:

(AUB)=ANB
(ANB)=AUB
e) Aus A C B folgt B C A.
f) Fiir die Differenzmenge gilt A\ B = AN B.
g) Fiir die Potenzmenge gilt |P(A)| = 214/,
Das kartesische Produkt
Das kartesische Produkt zweier Mengen
A — {CL]_,(IQ,CL?,, .- 'aak}

B = {b1,b2,b3,...,bn}

ist die Menge
AxB::“%@Hi:L“whj:L”wm}

Sie besteht also aus allen moglichen Kombinationen der Elemente von A und B:

A x B = {(a1,b1), (a1,b2), (a1,b3), ..., (a1, bm),
(az,b1), (az,b2), (az,b3), ..., (a2, by),

(ag,b1), (ag, b2), (ak, b3), ..., (ak, bm)}
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Verallgemeinerungen:

e Das kartesische Produkt der Mengen Q1,$s, ..., €, wird mit
n
XK= x 2 x...xQ
i=1

bezeichnet und besteht aus allen moglichen n-Tupeln, die sich (unter Beachtung der

Reihenfolge) aus Elementen aus 1,9, ..., Q, bilden lassen.
e Die Mengen 1, {s,..., 2, miissen nicht endlich sein; fiir endliche Mengen gilt
n
X =[] Q] - .- 2]
i=1

e Kartesische Produkte werden verwendet, um Ergebnisse komplexer Experimente aus Ein-
zelexperimenten zusammenzusetzen.

1.2 Wahrscheinlichkeit — Ein komplexer Begriff und seine
Formalisierung

1.2.1 Zufallsvorginge

1.2.2 Laplace-Wahrscheinlichkeiten und Urnenmodelle

Abzahiregel

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse

Anzahl aller moglichen Ergebnisse

Laplace-Wahrscheinlichkeit
In einem Laplace-Experiment gilt fiir P(A) mit |A| = M und |Q| = N:

Al _ M
P(A) = — =—.
Urnenmodell
e Grundgesamtheit: Urne mit N nummerierten Kugeln

e Stichprobe: Zufilliges Ziehen von n Kugeln aus der Urne



Kapitel 1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Seite 5

Ziehen mit Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

e Ziehe Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen.

e )= {(wl""awn”(ﬂj € {1,,N}}
(Das selbe Element kann mehrfach vorkommen.)

e Anzahl moglicher Stichproben:
Q=N-N-....-N=N"
—_—
n-Faktoren
Ziehen ohne Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

e Ziehe Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen.

o O ={(wi,...,wp) wj €{l,..., N}, wj #w; fiir i # j}
(Jedes Element kann nur einmal vorkommen.)

e Anzahl moglicher Stichproben:

N!

Q=N-(N—-1)-...-N— 1= ————

=N (V- 1) 1= o

Wiederholung Fakultat: Die Fakultdt einer natiirlichen Zahl k ist definiert als
El=k-(k—1)-(k—2)-...-2-1.

Es gilt:
=1 0'=1L

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

e Ziehe Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen.

o Q:{{Wla...,wn} : WjE{l,...,N},Wj#Wi fur]#l}

e Anzahl der moglichen Stichproben:

90 = g = ()

Wiederholung Binomialkoeffizient: Der Binomialkoeffizient (%) ist definiert als

(2) = @

N N N N
()t (V) - (B o (Y o nen

Es gilt:
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1.2.3 Die ,,induktive Briicke* 1

1.2.4 Das Axiomensystem von Kolmogoroff (1933) und wichtige Rechenregeln

Definition 1.2 Eine Funktion P (P steht fiir Probability), die Ereignissen aus €2 reelle Zahlen
zuordnet, heiit Wahrscheinlichkeit, wenn gilt

(K1) P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A C Q.
(K2) P(Q) =1.
(K3) Falls AN B =), dann gilt P(AU B) = P(A) + P(B)

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

e P(A)=1-P(4)
e Fiir beliebige Mengen A, B gilt: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

e Falls A, Ao, ..., A, paarweise disjunkt sind, also A; N A; = 0 fiir ¢ # j, dann gilt:

P(OAZ-) = P(A1UAsU...UA,) = P(A1) + P(Ag) + ...+ P(Ay)
=1

Volistindige Zerlegung: Ist Ai, A, ..., A eine vollstindige Zerlegung von §2, d.h. gilt

k
JAi =Qund A4;n A; =0 fir i # j,
i=1

so gilt fiir jedes Ereignis B:
k

P(B)=> P(BnN4A).

i=1

1.2.5 Grundlegendes zum Begriff ,,Wahrscheinlichkeit*
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1.3 Stochastische Unabhangigkeit und bedingte
Wabhrscheinlichkeiten

1.3.1 Stochastische Unabhdngigkeit

Definition 1.3 Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhingig, wenn gilt
P(ANnB)=P(A)- P(B),

andernfalls heiflen sie stochastisch abhdngig.

Definition 1.4 Ereignisse A1, Ao, ..., A, heilen (vollstéindig) stochastisch unabhiingig, wenn

fiir alle I C {1,...,n} gilt
P (ﬂ A,) =[P

il icl
Achtung: Aus der paarweisen Unabhéngigkeit
P(A; N Aj) = P(A;)P(A;)  fiir alle i, j

folgt nicht die vollsténdige Unabhéngigkeit.

1.3.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Definition 1.5 Gegeben seien zwei Ereignisse A und B mit P(B) > 0. Dann heifit:

P(AN B)

P(A|B) := P(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B oder bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter
der Bedingung B.

1.3.3 Koppelung unabhangiger Experimente (unabhangige Wiederholungen)

Unabhangige Koppelung mehrerer Experimente: Gegeben sei eine Menge von Zufallsexperi-

menten, beschrieben durch die Ergebnisrdume €2;, 7 = 1,...,n und die Wahrscheinlichkeitsbe-
wertungen P;, ¢ = 1,...,n. Fasst man die Experimente zusammen, so ergibt sich der Ergeb-
nisraum

Q= xQy x...x0Q,

mit den Elementen
w = (W1, w2,...,wy) .

Sind die Experimente unabhingig (Dies ist inhaltlich zu entscheiden!), so setzt man fiir belie-
bige A; C Q;,i=1,...,n,

P(Al NAsN ... ﬂAn) = Pl(Al) . PQ(AQ) e Pn(An)

Dies beschreibt ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2, bei dem — per Konstruktion — beliebige
Ereignisse aus den einzelnen (2; voneinander unabhéngig sind.
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1.3.4 Koppelung abhingiger Experimente

Satz 1.6 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Gegeben sei eine vollstdndige Zerlegung
Ay, As, ..., Ap von €. Dann gilt fiir jedes Ereignis B

k k
P(B) =) P(B|4;)-P(4)) =) P(BN4;).

j=1 j=1

Koppelung abhangiger Experimente: Gegeben seien n Experimente, beschrieben durch die
Grundrdaume €; = {a;1,...,a;,} und die Wahrscheinlichkeitsbewertungen Pj,i = 1,...,n.
Bezeichnet man fiir beliebigesi = 1,...,nund j = 1,...,k;, mit A;; jeweils das zu a;; gehorige
Elementarereignis (also das Ereignis , a;; tritt ein®), so gilt:

P (A, N Agjy NN Apj,) =Pi(Ag,) - Py (Agjy | Aryy) - P3 (Asjs|Arj, N Agg,)
Py (Anga Ay N Az, 0N Ay, )

Haufig werden die Indizes bei P weggelassen.

Korollar 1.7 Sei Ay, As, ..., Ag eine vollstédndige Zerlegung. Dann gilt fiir beliebige Ereignisse
B und C mit P(C) >0

k
P(B|C) =Y P(B|(A;NC))- P(4[C)
j=1
Markovmodelle

Hier interpretiert man den Laufindex als Zeit. Gilt in der Koppelung abhéngiger Experiment
Q) =Q =... =Q, = {a1,...,a;} und sind alle bedingten Wahrscheinlichkeiten nur vom
jeweils unmittelbar vorhergehenden Zeitpunkt abhéingig, d.h. gilt

P(Ai+1,ji+1 |A1j1 N A2j2 n...N Aljz) = P(Ai+1,ji+1 |AZ]z)7 (*)

so spricht man von einem Markovmodell mit den Zustinden ai,...,a1.

Sind die sogenannten Ubergangswahrscheinlichkeiten in (*) unabhéngig von der Zeit, gilt also
P(Ait1,j|Ay) = pj fiir alle 4, ,1, so heifit das Markovmodell homogen.

1.3.5 Das Theorem von Bayes

Satz 1.8 Sei Aj,... Ay eine vollstindige Zerlegung von Q, wobei P(A;) > 0, P(B|4;) > 0,
i=1,...kund P(B) > 0 erfiillt seien. Dann gilt

P(B|A;) - P(4))

. .
> P(B|A;) - P(A)
=1

P(4;|B) =
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1.4 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

1.4.1 Diskrete Zufallsvariablen

Definition 1.9 Gegeben seien ein diskreter, d.h. héchstens abzéhlbarer, Ergebnisraum €2 und
die Wahrscheinlichkeit P auf €. Jede Abbildung

X:QHQX
w i X(w)

heifit Zufallselement. Setzt man fiir jede Realisation x© € Qx
Px({z}) := P{X = z}) := P{w|X(w) = z})

so erhilt man eine Wahrscheinlichkeit auf Qx. (Oft wird auch P(X = x) statt P({X = z})
geschrieben.)

Definition 1.10 Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P. Die Menge
X :={z e R|P({z}) > 0}

hei3t Triger von X.

Definition 1.11 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) einer diskreten Zufallsvariable X ist
fiir € R definiert durch

| P(X =) =pi, r=x; € X ={x1,22,...,Tk,...}
f(z) { 0, sonst.

1.4.2 Verteilungsfunktion
Definition 1.12 Sei X eine Zufallsvariable. Die Funktion

F iR [0;1]
x— F(x)

F(z):=P(X <«x)
heifit Verteilungsfunktion.

Satz 1.13 Fiir beliebige reelle Zahlen a und b mit a < b gilt: P(a < X <b) = F(b) — F(a).

Satz 1.14 Unter Regularitdtsbedingungen gilt: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zu-
fallsvariablen X kann man durch die Verteilungsfunktion eineindeutig erkléren.
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1.4.3 Stetige Zufallsvariablen

Definition 1.15 Gegeben sei eine stetige Zufallsvariable X mit differenzierbarer Verteilungs-
funktion F'(x). Dann heiit die Ableitung von F'(x) nach z, also

dF(x)
flz) = dr
Dichte der Zufallsvariablen X.

Satz 1.16 In der Situation der obigen Definition gilt
F(x) = / f(u) du

und damit fiir beliebige reelle Zahlen a und b mit a < b

Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)
=Pla< X <))

b
:/j@mx

Jede Funktion f auf R mit f(z) > 0 fiir alle z und

/O;f(:c)dazzl

kann als Dichte verwendet werden.

Alternative Definition: Eine Zufallsvariable X heifit stetig, wenn es eine Funktion f(x) > 0
gibt, so dass fiir jedes Intervall [a, b]

P(aSng):/f(x)dx

a

gilt.

1.4.4 Lebensdauern; Hazardrate und Survivorfunktion

Satz 1.17 Die Verteilung einer nicht negativen, stetigen Zufallsvariable X wird eineindeutig
durch sowohl die Uberlebensfunktion (Survivorfunktion)

S(z) == P(X > x),

als auch durch die Hazardrate

Plx<X< X >
Az) i= lim TESX SoHhX 2 2)
h—0 h

beschrieben.
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Es gelten folgende Zusammenhénge:

S(x)=1—-F(x)

S(x) = exp —/)\(u)du
0

F(x)=1—exp —/)\(u)du
0

1.4.5 Unabhidngigkeit von Zufallsvariablen

Definition 1.18 Zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Verteilungsfunktionen Fx und Fy
heiflen stochastisch unabhdngig, falls fir alle  und y gilt

PUX <zpn{Y <y}) = PRX <z})- P{Y <y}) = Fx(z) - Fy (y),

andernfalls heiflen sie stochastisch abhéngig.

1.5 Erwartungswert und Varianz

1.5.1 Diskrete Zufallsvariablen
Definition 1.19 Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X mit Trager X. Dann heifit

EX :=E(X):=E(X):=) z P(X =u)
zeX

Erwartungswert von X,

Var X = Var(X) = V(X) := E(X — E(X))?)

Varianz von X und
ox = +/Var(X)
Standardabweichung von X.

Zur Berechnung der Varianz ist der sogenannte Verschiebungssatz sehr praktisch:

Var(X) = E(X?) — (EX)?
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1.5.2 Stetige Zufallsvariablen
Definition 1.20 Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f(z). Dann heifit
o0
EX =EX) :=E(X) :—/ x- f(x)dz
—0o0
Erwartungswert von X,

Var X := Var(X) := V(X) := E(X — E(X))?
- [ @-B0P - @) s

— 00

Varianz von X und
ox =/ Var(X)

Standardabweichung von X.

1.5.3 Aligemeine Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

Satz 1.21 Seien X und Y diskrete oder stetige Zufallsvariablen (mit existierenden Erwar-
tungswerten und Varianzen). Dann gilt:

a) E(aX +bY) =a-E(X)+0b-E(Y) und insbesondere auch
E(a) = a,
E(aX)=a-E(X)
E(X+Y)=E(X)+E(Y)
b) Var(aX + b) = a? - Var.
Sind X und Y zusétzlich unabhéingig, so gilt

E(X-Y) = E(X) - E(Y)
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Definition 1.22 Die Zufallsvariable

heiflt standardisierte Zufallsvariable. Es gilt

E(Z) =0 und Var(Z) = 1.
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1.6 Wichtige Verteilungsmodelle

1.6.1 Binomialverteilung

Definition 1.23 Eine Zufallsvariable X heifit binomialverteilt mit dem Parametern 7 bei n
Versuchen, kurz X ~ B(n, ), wenn sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion

(n)ﬂ'x(l —m)"r x=0,1,...,n

x
0, sonst

besitzt.
Alternative Darstellung: Die Zufallsvariable X kann als

X=X;+...+X,
mit den bindren Variablen

X {1 falls A beim i-ten Versuch eintritt,
Z’ pr—

0 sonst.

dargestellt werden. Die X; seien stochastisch unabhéngig mit X; ~ B(1,7). B(1,7) heifit
Bernoulliverteilung.

Erwartungswert und Varianz
e Erwartungswert der Binomialverteilung:

EX)=EXi1+...+X,) =E(X1) +... + E(X,) =nn

e Varianz der Binomialverteilung:

Var(X) = Var(X; + ...+ X,,) = Var(Xy) + ... + Var(X,,) = nn(1 — )

Eigenschaften:

e Symmetrieeigenschaft:
Sei X ~ B(n,m) und Y =n — X. Dann gilt Y ~ B(n,1 — ).

e Summeneigenschaft:
Seien X ~ B(n,m) und Y ~ B(m, ). Sind X und Y unabhéngig, so gilt

X+Y ~B(n+m,m).
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1.6.2 Poisson-Verteilung
Definition 1.24 Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

AT =X
—0,1,...,
f(ﬂf):P(X :Q}):{x'e » » "
0, sonst

heifit Poisson-verteilt mit Parameter (oder Rate) A > 0, kurz X ~ Po(\).

Erwartungswert und Varianz

e Erwartungswert der Poissonverteilung:

B(X) = A

e Varianz der Poissonverteilung:

Var(X) = A
Poisson-Verteilung als Ndherungsmodell fiir die Binomialverteilung:

X ~ B(n,m) = X = Po(n-m)
n grofl
7 klein

Satz 1.25 (Addition von Poisson-verteilten Zufallsvariablen) Sind X ~ Po(\x),Y ~ Po(\y)
voneinander unabhéngig, so gilt

X +Y ~ Po(Ax + \y).

1.6.3 Normalverteilung

Definition 1.26 FEine stetige Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit den Parametern p
und o2, kurz X ~ N (u,0?), wenn fiir ihre Dichte gilt :

f(@) = é‘gexp (—Q;(w—u)Q)  zER

und standardnormalverteilt, in Zeichen X ~ AN(0;1), falls u = 0 und o2 = 1 gilt (7 ist hier die
Kreiszahl m = 3.14...).
Wichtige Formeln
e Die Dichte der Standardnormalverteilung wird oft mit ¢(x) bezeichnet, also
1 1,
x) = exp | —zw
o0) = i exp (5

und die zugehorige Verteilungsfunktion mit
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e O(x) lasst sich nicht in geschlossener Form durch bekannte Funktionen beschreiben

— numerische Berechnung, Tabellierung.

e 1 und o2 sind genau der Erwartungswert und die Varianz, also, wenn X ~ N(p,0?),

dann

E(X)=p und Var(X) =%
e Die Dichte ist symmetrisch um p, d.h.
flu—2)=flp+z).
e Funktionswerte fiir negative Argumente::

O(—z)=1—P(x)

e Abgeschlossenheit gegeniiber Linearkombinationen:

Seien X7 und X9 unabhéngig und X; ~ N(ui,af), i = 1,2. Ferner seien b, ay, as feste

reelle Zahlen. Dann gilt

Yi=a1 X1+ b~ N(CLLUI + b; G%J%)
Y2 = ale + (ZQXQ ~ N(alﬂl + a2)u27 G%U% + a%o-Q)

Standardisierung: Gilt X ~ A (i, 0?), so ist die zugehorige standardisierte Zufallsvariable

_X-p
N g

Z

standardnormalverteilt.

1.7 Grenzwertsiatze und Approximationen

1.7.1 Das i.i.d.-Modell

1.7.2 Das schwache Gesetz der groBen Zahlen

7. Dann gilt fiir
1 n
Hy =~ z; X;
1=

und jedes € > 0
lim P(|H, — 7| <e¢)=1

n—o0

Satz 1.27 (Theorem von Bernoulli) Seien Xi,...,X,, ii.d. mit X; € {0,1} und P(X; =1) =
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Schwaches Gesetz der groBen Zahl: Gegeben seien Xi,...,X,, ii.d. Zufallsvariablen mit
(existierendem) Erwartungswert p und (existierender) Varianz o2. Dann gilt fiir

und beliebiges € > 0:
lim P(|X, —pu| <e) =1

n—oo
Schreibweise:
s P
Xy —u
(,,Stochastische Konvergenz“, , X,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen u*.)

1.7.3 Der Hauptsatz der Statistik

Satz 1.28 Seien Xi,..., X, ii.d. mit Verteilungsfunktion F' und sei F,(z) die empirische
Verteilungsfunktion der ersten n Beobachtungen. Mit

Dn ‘= sup ‘Fn(x) - F(.’IJ)‘,

gilt fiir jedes ¢ > 0
lim P(D, >¢) =0.

n—oo

1.7.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Satz 1.29 Seien X1,..., X, i.i.d. mit E(X;) = g und Var(X;) = 02 > 0 sowie

we gk ()

Dann gilt: Z,, ist asymptotisch standardnormalverteilt, in Zeichen: Z, ~ N (0;1), d.h. es gilt
fiir jedes z

lim P(Z, < z) = ®(2).

n—oo

Wichtige Anwendung: Approximation der Binomialverteilung

Sei X ~ B(n, ). Falls n grofl genug ist, gilt:

P(X<z)~d| 20T
K <2) ( n-ﬁ(lw))

Stetigkeitskorrektur:
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Es gibt verschiedene Faustregeln, ab wann diese Approximation gut ist, z.B.
n-m>5und n-(l—7m)>5
n-m(l—m)>9
1.8 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Definition 1.30 Betrachtet werden zwei eindimensionale diskrete Zufallselemente X und Y
(zu demselben Zufallsexperiment). Die Wahrscheinlichkeit

P(X =x,Y =y;) = P{X =z} N {Y = y;})

in Abhéangigkeit von x; und y; (i = 1,...,k, j = 1,...,m) heiBit gemeinsame Verteilung der
mehrdimensionalen Zufallsvariable (i,() bzw. der Variablen X und Y (i =1,....k, j =1, ...,m).

Randwahrscheinlichkeiten:

Pie=P(X =1;) =Y P(X =z;,Y =)

P(X =x,Y =y;)
=Yj
P(X =Y = y;)
PO =ylX =o) ==y

Definition 1.31 Secien X und Y zwei Zufallsvariablen. Dann heif3t
oxy :=Cov(X,Y)=E ((X —E(X))(Y — E(Y)))

Kovarianz von X und Y.
Rechenregeln:

a) Cov(X,X) = Var(X)

b) Cov(X,Y) =E(XY) —E(X) - E(Y) (Verschiebungssatz)
¢) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
d) Mit X =axX +bxy und Y = ayY + by ist

Cov(X,Y) =ax -ay - Cov(X,Y)

e) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 - Cov(X,Y)
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Definition 1.32 Zwei Zufallsvariablen X und Y mit Cov(X,Y) = 0 heiflen unkorreliert.

Satz 1.33 Stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt
jedoch im Allgemeinen nicht.

Definition 1.34 Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y. Dann heifit

_ Cov(X,Y)
V/Var(X),/Var(Y)

p(X,Y)

Korrelationskoeffizient von X und Y.

Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten

° MitX:aXX+bX undf/:ayY—!—by ist
p(X,Y)] = |p(X,Y)].
e —1<p(X,Y)<1.

o p(X,)Y)=1<=Y=aX+0D

e Sind Var(X) > 0 und Var(Y) > 0, so gilt p(X,Y) = 0 genau dann, wenn Cov(X,Y’) = 0.



