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Kapitel 1

Naive Mengenlehre

Vorangestellt wird dieser Vorlesung ein kurzes Kapitel iiber Naive Men-
genlehre. Der Ausdruck “Naive” weist daraufhin, dass in diesem Rahmen
Mengenlehre oder Mengentheorie nicht als eigenstdndige und in gewissem
Sinn grundlegende axiomatische mathematische Theorie behandelt wird —
dies wiirde den Rahmen dieser Vorlesung bei Weitem sprengen — sondern
nur in soweit vorgestellt wird, wie es notig ist, einfache mathematische Sach-
verhalte auszudriicken und zu notieren.

Als Begriinder der Mengentheorie gilt Gregor Cantor, der eine Menge
wie folgt charakterisiert (“Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Men-
genlehre” in: Mathematische Annalen, 46, 1895):

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m (welche die “Ele-
mente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Eine Menge ist die Zusammenfassung von wohlunter-
schiedenen Objekten zu einem Ganzen.

Dies ist keine Definition. Es ist eine Prézisierung der Intuition, welche
einer mathematischen Mengentheorie zugrunde liegt. Die Intuition geht da-
hin, dass eine Vielheit von wohlunterschiedenen Objekten zusammengefasst
wird und als ein Ganzes — eine Einheit — betrachtet und behandelt wird.
“Wohlunterschieden” besagt hierbei, dass bei der Zusammenfassung — grob
gesprochen — kein Objekt “zweimal erfasst” wird.

Die Objekte einer Menge werden Elemente genannt.
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1.1 Notation

Mengen werden im Folgenden mit groflen lateinischen Buchstaben bezeich-
net: z.B. A, B, C, ..., eventuell mit durch natiirliche Zahlen indizierten grofien
lateinischen Buchstaben: Ay, Ay, As, ... oder allgemein A,. Hierbei verwei-
sen verschiedene Indizes auf verschiedene Mengen.

Ausgezeichnet ist hierbei die Universalmenge — in Zeichen U —, die alle
anderen jeweils betrachteten Mengen umfasst.

Die Elemente einer Menge werden mit kleinen lateinischen Buchstaben be-
zeichnet: z.B. a,b,c,n,m, ... Eventuell auch mit indizierten kleinen Buch-
staben aq, as, as, ... oder allgemein a;.

Dass ein Element a Element einer Menge A ist, wird wie folgt notiert:

a€ A

Das Zeichen “€” heifit Elementschaftszeichen oder Elementzeichen.
Will man notieren, dass ein Element b kein Element der Menge A ist, so
schreibt man auch b ¢ A.

1.1.1 Darstellung von Mengen

Es gibt zwei Darstellungen von Mengen: Einmal — falls moglich — durch
Angabe der Elemente, die zu der fraglichen Menge zusammengefasst werden.
Sollen z. B. die Elemente a, b, ¢ zu einer Menge zusammengefasst werden,
so schreibt man

{a,b,c}

Diese Weise der Angabe ist nur moglich, wenn die Anzahl der zusammen-
zufassenden Elemente endlich ist.

Auf eine Besonderheit ist hierbei hinzuweisen: Eine Menge, die nur ein
Element — z.B. a — enthélt, bildet die Menge {a}, die so genannmte Ei-
nermenge (englisch: Singleton). Hierbei gilt a € {a} aber a # {a}. a ist
ein Element und {a} ist eine Menge, sie sind somit — intuitiv gesprochen —
verschiedene Gegensténde.

Eine andere Weise der Angabe einer Menge geschieht durch die Anga-
be einer charakterisierenden Eigenschaft E. Dies ist dann notig, wenn die
Anzahl der zusammenzufassenden Elemente nicht endlich ist.

{z : Ez}
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Dies ist zu lesen als “Die Menge aller Elemente, welche die Eigenschaft
E haben”. Will man z.B. alle reellen Zahlen grofier oder gleich 5 zu einer
Menge zusammenfassen, so schreibt man {z : x > 5}. “> 5” ist hierbei
die Konkretisierung von E. Oft geniigt es im Rahmen dieser Vorlesung, die
charakterisierende Eigenschaft einfach hin zu schreiben. Will man, beispiels-
weise, die natiirlichen Zahlen zu einer Menge zusammenfassen, so schreibt
man auch einfach: {z : = ist eine natiirliche Zahl}. Abzdhlbare aber un-
endliche Mengen werden — etwas schlampig — auch durch Angabe der ersten
Elemente und nachfolgenden Piinktchen notiert: {ni,ns, ns,...}. Z.B. kann
man dann die natiirlichen Zahlen wie folgt angeben: {1,2,3,...}.

1.1.2 Die leere Menge

Aus mathematischen Griinden, die genau zu erldutern hier zu weit fithren
wiirde, wird in der Mengenlehre auch eine Menge angenommen, die keine
Elemente besitzt. Die so genannte leere Menge. In Zeichen: (). Mit Hilfe
von charakterisierenden Eigenschaften wird diese auch wie folgt definiert:

0 ={x:x+#ux}

Intuitiv bedeutet dies, dass es kein Objekt gibt, welches mit sich selbst nicht
identisch ist. Eine Zusammenfassung solcher Elemente, die es nicht gibt, ist
dann “leer”, bildet die leere Menge.

1.1.3 Identitdat von Mengen

Zwei Mengen A und B sind genau dann identisch, in Zeichen A = B, wenn
sie die selben Elemente besitzen.

Da es bei der Identitéat von Mengen nur darauf ankommt, welche Elemen-
te sie besitzen, kommt es bei der Notation von Mengen auf die Reihenfolge
der Angabe der Elemente nicht an. Beispielsweise gilt:

{a,b,¢,d} = {b,d,c,a}

1.1.4 Machtigkeit von Mengen

Unter der Michtigkeit einer Menge versteht man die “Anzahl” ihrer
Elemente. Die Méchtigkeit einer Menge A wird | A| notiert. Beispielsweise ist
die Méchtigkeit der Menge der ersten fiinf natiirlichen Zahlen 5. In Zeichen:

{1,2,3,4,5}| =5
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Die obige Charakterisierung ist nicht als Definition zu verstehen. Den Begrift
der “Méachtigkeit einer Menge” mathematisch exakt zu fassen, geht iiber
den Rahmen dieser Vorlesung weit hinaus. Es geniigt hier in rein intuitiver
Weise zwischen drei Arten von Mengen hinsichtlich ihrer “Méchtigkeiten”
zu unterscheiden: 1.) Endliche Mengen. Das sind Mengen, deren Elemente
man aufzéhlen kann und hierbei (zumindest im Prinzip) “zu einem Ende
kommt”. 2.) Abzahlbar unendliche Mengen. Hierbei mégen die natiirlichen
Zahlen als Beispiel dienen. “Man kommt beim Aufzéhlen zu keinem Ende”,
es gibt keine “grofite natiirliche Zahl”. Es sei aber darauf hingewiesen, dass
auch die rationalen Zahlen abzihlbar sind. 3.) Uberabzihlbar unendliche
Mengen. Als Paradigma hierfiir mégen die reellen Zahlen dienen.

Hinweise: 1.) Die Michtigkeit der leeren Menge ist 0: |§] = 0. 2.) die
Michtigkeit einer Einermenge ist 1: [{a}| = 1.

1.1.5 Die Teilmengenbeziehung

Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B genau dann, wenn jedes Element
von A auch Element von B ist.

In Zeichen:

ACB gdw a€A=a€B

“gdw” ist eine Abkiirzung fiir “genau dann, wenn”. Das Zeichen “C” heifit
Teilmengenzeichen. Es gilt immer: A C A.

Gilt A C B und enthélt B ein Element, welches kein Element von A ist, so
sagt man auch “A ist echte Teilmenge von B”.

Verschiedentlich wird fiir die Teilmengenbeziechung auch das Symbol C ver-
wendet, wobei dann das Symbol C nur die echte Teilmengenbeziehung an-
zeigt.

Hinweis: Die Teilmengenbeziehung ist nicht mit der Elementschaftsbezie-
hung zu verwechseln: A € A ist immer falsch! Ebenso fiir Elemente a:
a € a. Es gilt jedoch fiir jede Menge A: ) C A.

Hinweis: Zum Verhéltnis von Miéchtigkeiten zweier Mengen A und B,
fiir welche A C B gilt, ist anzumerken, dass aus A C B nicht folgt
|A| < |B|. Beispielsweise sind die natiirlichen Zahlen und die rationalen
Zahlen abzdhlbar unendlich. Die natiirlichen Zahlen sind jedoch eine echte
Teilmenge der rationalen Zahlen.
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Hinweis: Die Identitét zweier Mengen kann durch die Teilmengenbeziehung
wie folgt ausgedriickt werden:

A=B gdw ACB und B CA.

1.1.6 Das Komplement einer Menge

Das Komplement einer Menge A beziiglich einer explizit oder (meist) impli-
zit angenommenen Universalmenge U, A C U, ist die Menge der Elemente
von U, die kein Element von A sind. Dies wird wie folgt notiert: A. Will
man die Universalmenge U mit notieren, so schreibt man auch a7

In Zeichen:

A={z:x¢ A}

1.2 Verkniipfungen von Mengen

Es werden drei Mengenverkniipfungen besprochen: Die Vereinigung von
Mengen, der Durchschnitt von Mengen und die Differenz zweier Mengen.

1.2.1 Vereinigung von Mengen

1. Die Vereinigung zweier Mengen:

Seien A und B zwei Mengen, so ist die Vereinigung dieser Mengen, in
Zeichen:

AUB

die Menge, die aus allen Elementen besteht, die Elemente von A oder von
B (oder von beiden)® sind.

Formal notiert:
AUB={z:x€ A oder z¢€ B}

Beispiel: Sei A = {a,b,c,d} und B = {a,d, e, f},soist AUB = {a,b,c,d,e, f}

'Tm Folgenden ist “oder”, wie es in der Logik und Mathematik iiblich ist, immer im
Sinn von “entweder ... oder ... oder beides”, also nicht-ausschlieend, zu verstehen.
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2. Vereinigung von mehr als zwei aber endlich vielen Mengen:

Seien Ay, ..., A, n Mengen, so ist die Vereinigung dieser n Mengen, in Zei-
chen:

n

JAai=4u4,0..u4,

i=1
die Menge, die aus den Elementen besteht, die Element mindestens einer
der Mengen Ay, .., A, ist.

Formal notiert:

UAi ={r:2x €A oder ze€ A, oder.oder ze€A,}

=1

Beispiel: Sei nun n = 4, die Vereinigung der Mengen Ay, A,, Az, A4, wobei
gilt: Ay = {a,b,d}, Ay = {a,b,c}, A3 = {r,s}, Ay = {a,b, f,r}, so ist

4
UAz = {(I,b,C,d,f,T,S}
=1

Hinweis: Bei der Bildung von Vereinigungen, kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an. Es ist, beispielsweise, AUB = BUA und A UAs UA3U Ay =
Ay UA U A3 U As.

1.2.2 Durchschnitt von Mengen
1. Der Durchschnitt zweier Mengen:

Seien A und B zwei Mengen, so ist der Durchschnitt dieser Mengen, in
Zeichen:

ANB

die Menge, die aus allen Elementen besteht, die Elemente von A und von
B sind.

Formal notiert:

ANB={z:x€ A und x€ B}

Beispiel: Sei A = {a,b,¢,d} und B ={a,d,e, f}, soist AN B = {a,d}
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2. Durchschnitt von mehr als zwei aber endlich vielen Mengen:

Seien Ay, ..., A, n Mengen, so ist der Durchschnitt dieser n Mengen, in
Zeichen:

(Ai=AinAn..NA,

i=1
die Menge, die aus den Elementen besteht, die Element einer jeden der
Mengen Ay, .., A, ist.

Formal notiert:
ﬂAi ={z:x€A; und x€ Ay und..und =z € A,}
i=1

Beispiel: Sei nun n = 4, der Durchschnitt der Mengen A;, Ay, A3, A4, wobei
gilt: Ay = {a,b,d}, Ay = {a,b,c}, As = {a,r,s}, Ay = {a,b, f, 7}, so ist

mAi = {a}

Hinweis: Bei der Bildung von Durchschnitten, kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an. Es ist, beispielsweise, ANB = BNAund A;NAsNA3sN A, =
Ay NAT N A3N A,

1.2.3 Mengendifferenz

Seien A und B zwei Mengen, so ist die Differenz von A (Mengen-)minus
B, in Zeichen

A\ B

die Menge, die aus den Elementen besteht, die Elemente von A aber nicht
von B sind.

Formal notiert:

A\B={z:2x€ A undnicht z€B}={r:2€ A und =z ¢ B}

Bei der Mengendifferenz ist zu beachten, dass im Allgemeinen gilt:

A\B+#DB\ A
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Beispiel: Sei A = {a,b,¢,d,r, s} und B = {c,e, 1}, soist A\B = {a,b,d, s}.
Es ist jedoch B\ A = {e}.

Hinweis: Seien die Mengen A und B nun beziiglich einer Universalmenge
U, dh. wa.,, A C U und B C U, betrachtet, dann ist A = U \ A und
B=U\ B. Es ist ferner A\ B=ANDB.

1.3 Venn-Diagramme

1.4 Potenzmenge

Die Potenzmenge ciner Menge A, in Zeichen p(A) ist die Menge aller
Teilmengen von A. Die Potenzmenge einer Menge A “entsteht” somit —
anschaulich gesprochen — dadurch, dass man alle Teilmengen einer Menge
betrachtet und diese zu einer weiteren Menge zusammenfasst, deren Ele-
mente sie dann sind.

Beispiel: Sei A ={a,b,c}, dann hat A die Teilmengen

DcAACA

{a} A {b} C A {c} C A

{a,0} C A, {b,c} C A, {a,c} C A

Fasst man diese Teilmengen zu einer weiteren Menge zusammen, so ergibt
sich die Potenzmenge von A:

o(A) ={0, A, {a},{b},{c}, {a,b},{b,c},{a,c}}. Es gilt, beispielsweise

{a} € p(A) sowie A € p(A) und 0 € p(A).

Hinweis: Die Méchtigkeit der Potenzmenge einer endlichen Menge A mit n
Elementen, |A| = n, ist 2" |p(A)| = 2". Das Verhéltnis der Méchtigkeiten
unendlicher Mengen und der Méchtigkeit ihrer Potenzmengen ist mathema-
tisch tiefer liegender Natur und fiihrt u. A. zu den verschiedenen Kontinu-
umshypothesen.

1.5 “Rechenregeln” fiir Mengen

Die oben aufgezeigten Operationen und Verkniipfungen von Mengen kénnen
auch “kombiniert” werden. Dies ergibt die nachstehenden “Rechenregeln”.
Diese wurden teilweise schon im Text angesprochen.

1. A= A, d.h., die zweifache Komplementbildung fiihrt wieder zur “Aus-
gangsmenge” .
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2. AUA = Aund AN A = A. Dieser Zusammenhang wird auch als
Idempotenzgesetz bezeichnet.

3. AUB=BUAund AN B = BN A. Dieser Zusammenhang wird auch
als Kommutativgesetz bezeichnet.

4. (AUB)UC =AU (BUC)und (ANB)NC = An(BNC(C). Hierbei
kann die Klammerung intuitiv wie folgt verstanden werden: Die Ver-
kniipfung innerhalb der jeweiligen Klammer wird zuerst durchgefiihrt
und dann wird auf das Ergebnis die Verkniipfung mit der verbleiben-
den Menge durchgefiihrt. Die beiden Zusammenhénge werden auch
Assoziativgesetz genannt.

5. AU(BNC) = (AUB)N(AUC) und AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
Dieser Zusammenhang heiffit auch Distributivgesetz.

6. AUB =ANBund ANB = AU B. Diese Zusammenhinge heiBen
de Morgansche Regeln.

Empfehlung: Verdeutlichen Sie sich die obigen Regeln mit Hilfe von
Venn-Diagrammen.

1.6 Das kartesische Produkt

Die Bildung kartesischer Produkte ist aus der Schule schon bekannt.
Beispielsweise ist ein zweidimensionaler Vektorraum (die “Zeichene-
bene”) u.a. das zweifache kartesische Produkt der Menge der reellen
Zahlen. Der dreidimensionale Vektorraum ist entsprechend das drei-
fache kartesische Produkt der reellen Zahlen.

Ausgehend von n Mengen Aj,..., A, kommt man zum kartesischen
Produkt dieser Mengen indem man aus jeder Menge jeweils ein Ele-
ment “nimmt”, a; € A, as € Ay usw. bis a, € A,, und diese n
Elemente zu einem so genannten n - Tupel wie folgt “zusammen-
fasst”: (a1, as, ...,a,). Ist n = 2 so spricht man allgemein nicht von
einem 2-Tupel sonder von einem geordneten Paar oder einfach von
einem Paar. Bei diesem Vorgehen ist es wichtig, dass innerhalb der
runden Klammern die Reihenfolge zu beachten ist: An der ersten Stel-
le steht ein Element aus Ap, es wird auch als erste Komponente von
(a1, as, ..., a,) bezeichnet. An der zweiten Stelle steht ein Element aus
Ay — als zweite Komponente von (aq, as, ..., a,) bezeichnet, usw. An
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der n-ten und letzten Stelle steht ein Element aus A,,, die n-te Kom-
ponente. Allgemein bezeichnet man das Element, welches an der i-ten
Stelle des n-Tupels steht, als i-te Komponente. Die Zusammenfassung
aller dieser so entstandenen n-Tupel zu einer Menge ergibt dann das
n-fache kartesische Produkt der Mengen Ay, ..., A,. In Zeichen:
Al x ... x A,

Wichtig bei der Bildung von kartesischen Produkten und Tupeln ist
die Reihenfolge der Komponenten. Ferner ist es moglich, dass zwei
Komponenten gleich sind. Der zweidimensionale Vektorraum der re-
ellen Zahlen, beispielsweise, ist ein kartesisches Produkt von IR und
IR: IR x IR oder IR? notiert. Der Vektor (1,0), er hat die erste Kom-
ponente 1 und die zweite Komponente 0, ist von dem Vektor (0, 1)
verschieden. Dieser hat als erste Komponente 0 und als zweite 1. Fer-
ner ist das geordnete Paar, der Vektor, (1, 1), wohldefiniert.

Beispiel: Das 3-fache kartesiche Produkt A; x Ay x A; der Mengen

Ay ={a,b}, Ay = {a,d, e} soll gebildet werden. Es ist dies die Menge

die aus folgenden 3-Tupeln besteht:

(a,a,a),(a,a,b),(a,d, a),(a,d,b), (a,e a),(a,eb)

(b,a,a), (b,a,b),(b,d,a),(b,db),(be, a),(beb).

Somit ist das kartesische Produkt:

Ay x Ay x Ay ={(a,a,a),(a,a,b), (a,d,a), (a,d,b), (a,e, a),(a,eb),
(b,a,a), (b,a,b),(b,d,a),(bdb),(be,a),(beb)}

1.7 Abbildungen

Ein wichtiger Begriff nicht nur der Mengenlehre sondern der Mathematik ist
der Begriff der Abbildung oder Funktion.? Im Laufe der Vorlesung werden
wir es mit spezielleren Arten von Funktionen zu tun haben: stetige Funktio-
nen und differenzierbare Funktionen oder linearen Abbildungen (Funktio-
nen), wie sie meist aus dem Schulunterricht bekannt sind. Der allgemeinere
Begriff einer Funktion bzw. Abbildung ist jedoch von Nutzen.

Intuitiv gesprochen, ist eine Abbildung, kurz mit f bezeichnet, eine Bezie-
hung zwischen zwei Mengen, D und W, die jedem Element d € D genau ein
Element w € W zuordnet: in Zeichen, f(d) = w. Hierbei wird die Menge D

2In dieser Vorlesung werden die Bezeichnungen “Abbildung” und “Funktion” synonym
verwendet.
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als Definitionsbereich der Abbildung f und die Menge W als Wertebe-
reich der Abbildung (Funktion) f bezeichnet. Man sagt auch w ist Wert
von d beziiglich der Funktion f. Oder kurz, wenn kein Missversténdnis zu
befiirchten ist, w ist Wert von d (wenn klar ist, welche Funktion gemeint
ist) oder w ist Wert von f bzw. w ist im Wertebereich von f. Man notiert
eine Abbildung ausfiihrlich wie folgt:

f+D — W
d — w (1.1)
bzw.:
f:D — W
w o= 1) (12)
Oder manchmal verkiirzt:
f:D—W

Hinweise: 1.) Eine Abbildung ist nur dann vollstindig bestimmt, wenn
Definitions- und Wertebereich angegeben sind. 2.) Ein Element w des Wer-
tebereichs kann verschiedenen Elementen des Definitionsbereiches zugeord-
net werden: w = f(d;) = f(ds). 3.) Nicht jedes Element des Wertebereichs
muf einem Element des Definitionsbereichs als Wert zugeordnet werden.

Beispiele: Sei D = {d;,dy, ds,ds} und W = {wy, wy, w3, wy}.

1. Die Zuordnung f(d;) = w;, 1 = 1, ..., 4 ist eine Abbildung.

2. Die Zuordnung ¢g(d;) = g(ds) = w1, g(ds) = g(ds) = w3 ist ebenfalls
eine Abbildung. Hierbei kommen die Elemente ws € W und wy € W
nicht als Wert von ¢ vor.

3. Die Zuordnung h(dy) = wy, h(dy) = we, h(ds) = w3 ist keine Abbil-
dung, weil einerseits dem Element d; zwei Elemente, w; und ws, aus
W zugeordnet werden und andererseits, weil den Elementen d; und
dy kein Element von W zugeordnet wird.
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1.7.1 Bildmenge und vollstindiges Urbild einer Ab-
bildung

Bildmenge: Sei f : D — W eine Abbildung, dann heifit die Menge

f(D)={weW:esgibtein deD mit w= f(d)}
Bildmenge der Abbildung f. Es gilt immer f(D) C W.

Hinweise: Im obigen Beispiel ist bei Nummer 1. f(D) = W und bei Num-
mer 2. g(D) = {wy,ws} C W die Bildmenge von f bzw. g.

Vollstindiges Urbild: Sei f : D — W eine Abbildung und V" C W, so
heifit die Teilmenge von D, die alle diejenigen Elemente d € D enthélt, fiir
welche f(d) € V gilt, das vollstdndige Urbild von V unter (beziiglich)
f, in Zeichen f~1(V). Oft sagt man auch einfach: “Urbild von V”. Formal
wird obiges wie folgt ausgedriickt:

f'(V)y={deD: f(d) eV}

1.7.2 Injektive, Surjektive und Bijektive Abbildungen

Drei wichtige Arten von Abbildungen sind injektive, surjektive und bijektive

Abbildungen:
Sei f: D — W eine Abbildung, dann heifit die Abbildung

1. injektiv genau dann, wenn jedes w € f(D) Wert genau eines d € D
ist, formal ausgedriickt:

f(d) = f(dy) = d1 = ds

Hierbei steht das Zeichen “==", wie noch h&ufiger in dieser Vorlesung,
als Abkiirzung fiir “wenn ... gilt, dann gilt ...”.

2. surjektiv genau dann, wenn jedes w € W Wert eines d € D ist,
formal ausgedriickt:

W = f(D),

3. bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele: Sei D = {dl, d27 d37 d4} und W = {wl, Wa, W3, U}4}.
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1. Die Abbildung f : D — W mit f(d;) = w;, i = 1,...,4 ist eine
injektive und surjektive Abbildung, somit eine bijektive Abbildung.

2. Die Abbildung ¢g : D — W mit g(d;) = g(d2) = wy, g(d3) = g(ds) =
ws ist eine Abbildung, die weder injektiv noch surjektiv ist.

3. Sei V' = {v1,vy,v3}. Die Abbildung h : D — V mit h(d;) = vy,
h(ds) = h(dy) = ve, h(d3) = vs ist eine surjektive aber keine injektive
Abbildung.

4. Sei E = {e1, €9, €3} und die Abbildung r : E — W wie folgt definiert:
r(e1) = wy,r(e3) = wy,r(e3) = ws. 1 ist eine injektive Abbildung, die
nicht surjetiv ist. Sei insbesondere V = {w,}, dann ist r=1(V) = 0.

Spezielle Funktionen bzw. Abbildungen werden in Beispielen an geeigneter
Stelle besprochen.

1.7.3 Die inverse Abbildung

Ist f: D — W eine bijektive Abbildung, so ist deren inverse Abbildung
(kurz: Inverse) erkldrt. Diese Abbildung hat 1 als Definitionsbereich und
D als Wertebereich und ordnet jedem w € W dasjenige d € D zu, fiir
welches f(d) = w gilt. Die inverse Abbildung zu bijektiven Abbildung f
wird wie folgt notiert:

7w — D
w o = fTHw)

f~Hw) ist dasjenige d € D, fiir welches f(d) = w gilt. f~1 ist tatséchlich
eine Abbildung, da f als bijektiv vorausgesetzt war: f war somit injektiv,
d.h. jedes w € f(D) war genau einem d € D zugeordnet und da f auch
surjektiv ist, gilt f(D) = W. Somit kann jedem w € W genau ein d € D
zugeordnet werden, dasjenige, dessen Wert w jeweils ist.
Es hat sich eingebiirgert, notationell nicht zu unterscheiden, ob das Zei-
chen f~! das vollstindige Urbild oder die Inverse von f anzeigt. Trotzdem
sind vollstédndiges Urbild und Inverse verschiedene Objekte. Die Inverse ist
eine Abbildung von W nach D, das vollstdndige Urbild hingegen ist eine
Abbildung von (W) nach p(D).

1.7.4 Komposition von Abbildungen

Unter der Komposition zweier oder mehrerer Abbildungen versteht man —
anschaulich gesprochen — das hintereinander Ausfithren dieser Abbildun-
gen. Diese Hintereinanderausfithrung oder Komposition von Abbildungen
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ist wieder eine Abbildung. Damit dies durchgefithrt werden kann, miissen
Definitions- und Wertebereiche jeweils “zueinander passen”.

1. Komposition zweier Abbildungen:

Seien f : D — W und g : W — C zwei Abbildungen, so kann man
die Komposition dieser Abbildungen wie folgt durchfiihren: Man bildet
zunéchst die Elemente von D auf ihre jeweiligen Werte in W ab und dann
diese Werte vermoge der Abbildung g, die ja W als Definitionsbereich hat,
auf ihre Werte unter g, welche Elemente von C' sind. Sei d € D, dann ist
f(d) € W, somit im Definitionsbereich von g. Man kann also g(f(d)) € C
bilden. g(f(d)) ist somit der Wert von d € D unter der Komposition der
Abbildungen f und g. Die Komposition zweier Abbildungen f und g wird
wie folgt notiert g o f, rechts steht die zuerst durchzufithrende Abbildung,
links die darauf anzuwendende. g o f ist eine Abbildung von D in C. In
Zeichen:

gof: D — C
i g(f(d))
Manchmal notiert man auch kurz und iibersichtlich:
f g

D—W —C

Hinweis: Ist f : D — W eine bijektive Abbildung, so ist ihre Inverse
f~1: W — D ebenfalls bijektiv und deren Komposition f~tof: D — D
die identische Abbildung (kurz auch: die Identitédt) auf D. D.h. fiir alle
d € Dgilt f~'(f(d)) = d. Die identische Abbildung wird auch mit id notiert,
f~to f =id . Entsprechend ist die Komposition fo f=t : W — W die
identische Abbildung auf W.

Beispiel: Sei D = {d;,ds,ds}, W = {1,2,3} und C = {a, ¢, d}, sowie
f:D— mit f(d;) =4,i=1,2,3und g : W — C mit

g(1) =b,9(2) =¢,9(3) =a,dann ist go f : D — C mit

g9(f(dr)) = b,9(f(d2)) = ¢, g(f(d3)) = a.

Vorschlag: Rechnen Sie nach, dass fo f~' : W — W die Identitéit auf
W ist. Zeigen Sie ferner, dass (go f)™!' = f~tog! gilt.

1.8 Spezielle Zahlenmengen (Ubung)

Im Laufe der Vorlesungen werden uns immer wieder spezielle Zahlenmengen
begegnen. Sie seien im Folgenden kurz angegeben, wobei es vor allem auf
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die Notation ankommt.

1. Mit IN sei die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet: IN = {1,2,3,...}.
Wenn nichts anderes vermerkt wird, beginnen in dieser Vorlesung die
natiirlichen mit 1. Es gibt auch andere Festlegungen, die die natiirlichen
Zahlen mit 0 beginnen lassen. Hierfiir wird in dieser Vorlesung IN|
geschrieben

2. Mit Z werden die ganzen Zahlen bezeichnet: Z = {..., —2,-1,0,1,2, ...}

3. Mit Q werden die rationalen Zahlen bezeichnet:

Q={g:¢q=% mit r€Z und scZ}
4. Mit IR werden die reellen Zahlen bezeichnet.
5. Mit C werden die komplexen Zahlen bezeichnet.

Intervalle: Ein wichtige Klasse von Teilmengen reeller Zahlen bilden die
Intervalle.

1. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

la,b] ={z € IR :a<x<b}

das abgeschlossene Intervall von a bis b. Bei einem abgeschlossenen
Intervall gehoren beide Endpunkte zum Intervall. Bei abgeschlosse-
nen Intervallen ist @ = b moglich. Es ist in diesem Fall [a,a] = {a}
und man spricht auch von einem “degenerierten” Intervall.

2. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

la,b[={z € IR:a <z < b}

das offene Intervall von a bis b. Bei einem offenen Intervall gehéren
die beiden Endpunkte nicht zum Intervall. Bei offenen Intervallen ist
a = b nicht moglich, denn die Menge {z € IR : a < x < a} ist die
leere Menge und gilt nicht als Intervall.

3. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

la,b] ={z € IR :a <z < b}
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das nach unten offene (oder halboffene) Intervall von a bis b. Bei die-
sem Intervall gehort der untere Endpunkt nicht zum Intervall, jedoch
der obere Endpunkt. Auch hier ist ¢ = b nicht moglich, denn die
Menge {x € IR : a < x < a} driickt einen Widerspruch aus.

4. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

l[a,b[={z € IR:a < x<b}

das nach oben offene (oder halboffene) Intervall von a bis b. Bei diesem
Intervall gehort der untere Endpunkt zum Intervall, nicht jedoch der
obere. Analog wie oben ist auch hier a = b nicht moglich.

Die vier oben angesprochenen Intervalle sind beschrinkte Intervalle. Grob
und intuitiv gesprochen bedeutet “beschriankt” hier, dass die oberen und
unteren Endpunkte (manchmal auch Grenzen genannt) reelle Zahlen sind.
Hinzu kommen noch die (nach oben oder unten) unbeschrinkten Inter-
valle.

1. Die reellen Zahlen IR werden auch als unbeschrinktes Intervall aufge-
fasst und manchmal auch mit | — oo, oo[ bezeichnet. Hierbei bezeichnet
“o00” bzw. “—o0” die “unendlich fernen Punkte”, die nicht zu den re-
ellen Zahlen gezahlt werden.

2. Sei a € IR, so heifit

| —o0,al ={zr € IR:x < a}

nach unten unbeschrinktes halb abgeschlossenes Intervall. Der End-
punkt a gehort zum Intervall.

3. Sei a € IR, so heifit

| —o0,al={x € IRz < a}

nach unten unbeschréanktes offenes Intervall. Der Endpunkt a gehort
nicht zum Intervall. Ein Spezialfall hiervon ist das Intervall der ne-
gativen reellen Zahlen: IR_ =| — o0, 0].

4. Sei a € IR, so heif3t

la,0[={zr € IR : x> a}
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nach oben unbeschrianktes halb abgeschlossenes Intervall. Der End-
punkt a gehort zum Intervall.

5. Sei a € IR, so heifit

la,00l={z € IR: x> a}

nach oben unbeschrianktes Intervall. Der Endpunkt a gehort nicht
zum Intervall. Ein Spezialfall hiervon ist das Intervall der positiven
reellen Zahlen: IR, =|0, oo.

1.9 Vollstindige Induktion

“Vollstandige Induktion” ist ein Verfahren, mathematische Aussagen zu be-
weisen, die fiir alle natiirlichen Zahlen einer Teilmenge von IN, der Gestalt
n > ng,ng € INy gelten sollen. Eine typische Aufgabenstellungen ist, bei-
spielsweise, “Zeigen Sie, dass fiir alle n > 0 die Gleichung > i = n(”;l)
gilt.”, oder: “Zeigen Sie, dass fiir alle n > 1 die Ungleichung 2" > n gilt.”.
Mittels “Vollstandiger Induktion” werden solche Aussagen nun wie folgt
bewiesen:
In einem ersten Schritt, dem so genannten Induktionsanfang, zeigt man,
dass die Aussage fiir die erste natiirliche Zahl, fiir die sie gelten soll — ny —,

tatsdchlich gilt. In unseren Beispielen wére das:

1. fiir ng = 0: Z?:Oi:():%

2. bzw. im zweiten Beispiel fiir ng =1: 21 =2 > 1

In einem néchsten Schritt, der so genannten Induktionsannahme, geht
man davon aus, dass die Aussage fiir ein beliebiges n > ng gilt. In unseren
Beispielen wire das:

1. fiir ein beliebiges n > ng =0 gilt: Y (i = n(n;l)

2. fiir ein beliebiges n > ng =1 gilt: 2" > n

In einem dritten Schritt, dem so genannten Induktionsschritt, wird
dann gezeigt, dass unter der Annahme, dass die Behauptung fiir ein belie-
biges n > ng richtig ist, die Behauptung auch fiir das nachfolgende n + 1
richtig ist. In unseren Beispielen ist dieser Schritt wie folgt:
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1. Erstes Beispiel, Schritt von n auf n+ 1: S04 i = (300 4) + (n + 1).

Hier wird die Summe nur umgeschrieben, um die Induktionsannahme
n

“einsetzen” zu konnen: (3" 1) + (n+1) = % + (n+1).

Weiteres Umformen der letzten Gleichung ergibt dann:
n(n2+1) + (n + 1) _ n(n2+1) + 2(n2+1) _ (n+1)2(n+2)
Aussage bewiesen.

. Hiermit ist dann die

2. Zweites Beispiel, Schritt von n auf n+1: 2" = 272, Auch hier wurde
die rechte Seite der zu beweisenden Ungleichung nur “umgeschrieben”,
um die Induktionsannahme “einsetzen” zu koénnen:

27Tl = 272 > n2 =n +n.
Weiteres dquivalentes Umformen ergibt dann
2 =2" >p+1—-14n=(n+1)+(n—-1).

Da nach Induktionsannahme n > 1 ist, ist der zweite Summand > 0,
somit gilt die Abschétzung

2"t =272 > (n+4+1) + (n — 1) > n + 1. Mithin ist die Behauptung
bewiesen.

Die Intuition, von der sich das Verfahren der “Vollsténdigen Induktion”
leiten lésst, ist die folgende: Wenn eine Aussage (Gleichung, Ungleichung,
etc.) A(n) fir alle n > ng gelten soll und gezeigt werden kann, dass sie
fiir ng gilt und wenn weiter gezeigt werden kann, dass — allgemein — aus
der “Richtigkeit” der Aussage A(n), die Richtigkeit der Aussage A(n + 1)
folgt, so ist mit A(ng) die Aussage A(ng + 1) “richtig” und mit dieser die
Aussage A(ng + 2) usw. “durch alle n > ngy hindurch”. Diese Intuition, so
einleuchtend sie auch erscheinen mag, ist streng mathematisch nicht trivial.
Gewdhnlich wird sie axiomatisch in der jeweils zugrunde gelegten Mengen-
theorie verankert: durch ein so genanntes “Induktionsaxiom”. Fiir unsere
Zwecke geniigt es jedoch, Induktion als schematische Beweisverfahren zu
betrachten.

Zusammenfassend sind folgende Schritte bei einem Beweis durch “Vollstandige
Induktion” durchzufithren. Die Aufgabenstellung lautet allgemein: Es soll
gezeigt werden, dass eine Ausssage A(n) fir alle n > ng,ng € IN gilt. Der
Beweis ist wie folgt zu fithren:

1. 1.Schritt, Induktionsanfang: Zeige, dass A(ng) gilt. Dies geschieht
meist durch einfaches “Nachrechnen”.
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2. 2.Schritt, Indktionsannahme: Es wird angenommen, dass A(n) fiir
n > ng gilt. Hier ist nichts weiter zu tun als A(n) (gewohnlich eine
Gleichung, Ungleichung, etc.) nochmal in Abhéngigkeit von n aufzu-
schreiben.

3. 3. Schritt, Induktionsschritt: Hier ist nachzuweisen, dass aus der
Giiltigkeit von A(n) die Giiltigkeit von A(n + 1) folgt. Zu diesem
Nachweis ist die Induktionsannahme zu verwenden. Es ist dies der
rechnerisch/mathematisch anspruchsvolle Schritt. Ein “Kochrezept”
hierfiir gibt es nicht. In der Ubung werden Aufgaben dazu gerechnet.
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Kapitel 2

Folgen, Reihen

2.1 Folgen

Ein einfiihrendes Beispiel: Ein Betrag, K, wird angelegt und mit 5% Zin-
sen jahrlich verzinst. Wie entwickelt sich das angelegte Kapital iiber die
Jahre hinweg?

Im ersten Jahr betrdgt das einmal verzinste Anfangskapital K; (Der Index

1 zeigt an, dass es sich um das erste Jahr handelt.):

K1 = Ko + 15; Ko.
Im zweiten Jahr wird K; zu den gleichen Konditionen weiterverzinst. Das

Kapital nach zwei Jahren betrigt dann:

P D p P P \2
Ky=K +—+— K =K/(1+-2)=Ky(l+ 21+ -2)=Ky(1l+—
2 1+100 1 1( +100) of +100)( +1oo) of +100)

Im dritten Jahr wird K5 zu den gleichen Konditionen weiterverzinst. Das
Kapital nach drei Jahren betrdagt dann:

p p P 2 p P \3
Ky = Ko+ Ky = Ky(14+—2—) = Ko(14+—2-)2(14+——) = Ky(1+ —
3 T 2( +1oo) ol +1oo>( +100) ol +100)

Allgemein wird im n-ten Jahr das Kapital vom Vorjahr K,,_; zu den gleichen
Konditionen weiterverzinst. Das Kapital nach n Jahren betrdgt dann:

Kn = anl‘i‘Lanl

100
P P \n-o1 p
i +100) ol +100> ( +100>
P
= Ko(1+ -2
of +100)

25
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Die Entwicklung des Kapitals {iber die Jahre hinweg kann somit ange-
geben werden als Ky, Ky, Ko, ..., K,,... mit der Angabe des “allgemeinen
Bildungsgesetzes”

L yn

100

Die Entwicklung Ky, K1, Ko, ...., K,, ... stellt eine Folge dar. Hierbei wurde
jedem Jahr, 1,2 .... der Ertrag K, Ko, ... zugeordnet. In das “allgemeine
Bildungsgesetz” ging das Anfangskapital K, der Zinssatz p und die Laufzeit
n ein. Hiermit sind alle Kenngrofien dieser Folge angesprochen.

2.1.1 Definition von Folgen

Definition 1 FEine reelle Folge ist eine Abbildung von einer Teilmenge D C
IN U {0}, deren Elemente der natiirlichen Ordnung der natirlichen Zahlen
folgen, in die reellen Zahlen IR:

a:D— IR

a(n) wird als a,, notiert. a, heifst n-tes Glied der Folge oder n-tes Folgen-
glied.

Folgen werden auch einfach (a, : n € D), (a,) oder (a,)nep notiert.

Die n € D werden auch Indizes der Folge genannt; entsprechend D auch
Indexmenge.

Hinweise: 1.) Anstelle von IN U {0} schreibt man auch INy. 2.) Konkret
wird eine Folge angegeben durch Angabe des allgemeinen Gliedes und des
Definitionsbereiches, beispielsweise a,, = n%, n € IN. Dies ergibt die Folge
a1 =1,a0=4,a3=9,....

Man unterscheidet endliche und unendliche Folgen:

Definition 2 Fine Folge (a, : n € D) heifit endlich, wenn D eine endliche
Teilmenge von INgy ist. Sonst heifst eine Folge unendlich.

Hinweise: 1.) Da meist unendliche Folgen betrachtet werden, sagt man
auch fiir unendliche Folgen einfach “Folge” und kennzeichnet nur endliche
Folgen. 2.) Folgen haben meist die natiirlichen Zahlen IN als Definitions-
bereich oder die natiirlichen Zahlen ab einem Anfangswert, beispielsweise
n > 5: as, ag, ...
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Beispiele:
a,=n,ne€IN,ag =1,a0=2,a3 =3....
bn:2”,n22,bgz4,b;3:8,b4:16....
1 2
n = ,n € INy,co=0,c1 ==,c0 = —=....
Tyt TRasyae =y

d,=-nné€lIN,dy =—1,dy = —2,d3 = —3....

2.1.2 Eigenschaften von Folgen

Einige Eigenschaften, die Folgen haben kénnen, sind fiir das Folgende wich-
tig. Beispielsweise ist die Folge der Kapitalentwicklung, wie sie einleitend
vorgestellt wurde, eine Folge, deren Glieder mit wachsendem Index immer
groffer werden. Es ist dies eine streng monotone Folge. Die unterscheiden-
den Begriffsbildungen sind wie folgt, hierbei sei nun der Einfachheit halber
D= {no,no +1,n0 + 2, } C INy:

Definition 3 Sei (a, : n € D) eine Folge, so heifit

1. (ap, : n € D) streng monoton wachsend, gdw. anyw > a, fir alle
n Z Ny,

2. (an : n € D) streng monoton fallend, gdw. any1 < a, fir alle n > no,

3. (a, : m € D) monoton wachsend, gdw. a,.1 > a, fir alle n > ng,

4. (a, :n € D) monoton fallend, gdw. a,,1 < a, fir alle n > ny.
Hinweis: Bei streng monotonen Folgen (wachsend oder fallend) muss das
jeweils folgende Glied echt grofler bzw. kleiner sein. Aufeinanderfolgende

Glieder diirfen also nicht identisch sein. Bei nur monotonen Folgen kénnen
aufeinanderfolgende Glieder auch identisch sein.
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Beispiele:

a,=n,n € IN,ag =1,a0=2,a3=3....

ist streng monoton wachsend.

bn = 2”,71 Z 2,&2 = 4,&3 = 8,&4 = 16....

ist strend monoton wachsend.

ch=4,n2>2,a,=4,a3 =4,a4 =4....

ist monoton fallend und monoton wachsend. Sie ist eine sogenannte
konstante Folge.
Die Folge

d,=-n,n€IN,ag =—1,a0 = —2,a3 = —3....

ist streng monoton fallend.
Ein wichtiger Begriff ist auch der der (nach oben oder nach unten) be-
schriankten Folge. Das ist eine Folge, deren Folgenglieder mit wachsendem
Index nicht “beliebig grofl oder klein” werden kénnen.

Definition 4 FEine Folge (a, : n > ng) heifit

1. nach oben beschrinkt, gdw. es eine reelle Zahl a € IR gibt, mit a,, < a
fir alle n > ny,

2. nach unten beschrinkt, gdw. es eine reelle Zahl a € IR gibt, mit a,, > a
fur alle n > ng,

3. beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrdinkt ist; d.h. es
gibt reelle Zahlen a,b € IR mit a, < a und a, > b fir allen > ng .

a bzw. b heiffen obere bzw. untere Schranken der Folge.

Fine Folge heifit unbeschrinkt, wenn sie weder nach oben noch nach unten
beschrinkt ist.

Hinweise: 1.) Endliche Folgen sind immer beschrénkt. 2.) Obere und untere
Schranken sind nicht eindeutig bestimmt: Ist a eine obere (untere) Schranke
einer Folge, so ist jedes ¢ > a (¢ < a) auch eine obere (untere) Schranke
der Folge. 3.) Die kleinste obere Schranke einer Folge heifit Supremum der
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Folge und die grofite untere Schranke heifit Infimum der Folge. Infima und
Suprema sind eindeutig bestimmt.

Beispiele:

an, =n,n € IN,a; =1,a, =2,a3 = 3....

ist nach unten beschrankt mit einer unteren Schranke 1.

bn = 2",n Z 2,@2 = 4,@3 = 8,0,4 = 16....

ist nach unten beschrankt mit einer unteren Schranke 4.

chn=4,n2>2a,=4,a3=4,a, =4....

ist beschrankt. 4 ist hier sowohl eine obere als auch eine untere Schranke
sowie Infimum und Supremum.

d,=-nné€lIN,ag =—1,a0 = —2,a3 = —3....

ist nach oben beschrankt. Eine obere Schranke ist 0.

2.1.3 Teilfolgen

Teilfolgen werden hier nur als unendliche Teilfolgen einer unendlichen Fol-
ge vorgestellt. Die Intuition ist, aus einer unendlichen Folge (a, : n > ng)
unendlich viele Folgenglieder auszuwéhlen. D.h., man betrachtet nur die
Folgenglieder zu einer Indexmenge, die eine unendliche Teilmenge der ur-
spriinglichen Indexmenge ist. Werden die Indizes der Ausgangsfolge mit n
bezeichnet, so bezeichnet man die Indizes der Teilfolge mit ny. Sei, beispiels-
weise a, = %,n € IN die betrachtete Ausgangsfolge, so ist die Folge der
Glieder mit geradzahligen Indizes (ag : k € IN), ag, = ﬁ7 (ng = 2,ny =
4,n3 = 6... oder ng = 2k) eine Teifolge von a,, = %, n € IN. Die Definition
lautet allgemein wie folgt:

Definition 5 Sei (a, : n € D) eine unendliche Folge und sei (ny : k > 0)
eine unendliche Folge mit n1 < no < ng < .... und ni € D fiir alle k > 0,
so heifst (an, : k > 0) Teilfolge von (a, : n > ng).

Beispiel: Die Folge (a,, : n € IN) sei wie folgt definiert:

an = { % n ungerade

" 1—1 ngerade
Hierbei ist eine Teilfolge die Teilfolge zu geradzahligen Indizes und die an-
dere Teilfolge eine Teilfolge zu ungeradzahligen Indizes.
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2.1.4 Konvergente Folgen

Ein wichtiger Begriff ist der Begriff der konvergenten Folge. Intuitiv heifit
“konvergent”, dass eine Folge mit wachsenden Indizes sich immer mehr ei-
nem Wert “néhert”. Beispielsweise wird die Folge a,, = % “immer kleiner”,
aber nicht negativ, sie “nédhert” sich dem Wert 0. Technisch: sie konvergiert

gegen 0. 0 heiffit dann auch Grenzwert oder Limes der Folge.

Bevor zur Definition einer konvergenten Folge und deren Limes iibergegangen
wird, einige Bezeichnungen oder Abkiirzungen: Das Zeichen V wird gelesen
“fiir alle”. Die Zeichenfolge Vo F'(x) wird gelesen als “fur alle x gilt F(z)”,
wobei F'(z) eine beliebige (auch komplexe) Eigenschaft, die allen x zukom-
men soll, bezeichnet. Oft schreibt man auch V. F(z), wobei die Piinktchen
eine Bedinung an x ausdriicken.

Das Zeichen 3 steht fiir “es gibt ein”. Entsprechend wird 3z F(x) gelesen
als “es gibt ein x, fiir welches F'(x) gilt”. Oft schreibt man auch: 3, F(z).
Diese Zeichen werden nun in der nachstehenden Definition verwendet.

Definition 6 FEine reelle Folge (a, : n > ng), heifst konvergent gegen den
Wert a € IR gdw.

Ves0INsne Vnsnla — a,| < €

Der Wert a heifst auch Limes oder Grenzwert der Folge (a, : n € D). Dies
wird auch wie folgt ausgedriickt:

lim a, = a
n—o0

Die Definition wird entsprechend der obigen Bemerkung wie folgt paraphra-
siert: “Fiir jede reelle Zahl € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N > ng, so
dass fiir jeden Index n > N der Abstand zwischen a,, und a kleiner als € ist :
la, — a] < e. Man kann € “noch so klein” wihlen, man findet immer unend-
lich viele aufeinanderfolgende Folgenglieder, deren Abstand von a kleiner
als € ist.

Beispiel: Im obigen Beispiel wurde gesagt, dass die Folge (% :n € IN)
gegen 0 konvergiert, dies sei nun anhand der Definition iiberpriift: Sei € eine
beliebige positive reelle Zahl. Man kann, da der Abstand zu Null “klein”
werden soll, gleich annehmen, dass 0 < € < 1 gilt. Dann ist % > 1. Man
wahle nun ein N € IN, fiir welches % < N gilt. Dies gibt es immer, da die

natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrénkt sind. Mit diesem N gilt nun
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% < € (Bruchrechnen) und somit fiir jedes n > N 1 < & < ¢ (Bruchrech-
nen). Bedenkt man noch, dass £ = |X| = |1 — 0] gilt, so ist die Erfiillung
der Konvergenzbedingung offensichtlich.

Eine wichtige Aussage den Zusammenhang monotoner Folgen und beschréankter

Folgen betreffend ist der nachstehende Satz:
Theorem 1 Jede monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

Zum Beweis: Sei a, monoton, wobei gleich angenommen werden kann
a, < a,y1 (andernfalls wiirde man die Folge —a,, betrachten). Da a,, zudem
beschréankt ist, gibt es ein ag und ein b mit ag < a,, < b fiir alle n € D. Fiir
ag kann das erste Folgenglied genommen werden. b sei ferner die kleinste
obere Schranke der Folge; d.h. fiir jede Zahl ¢, mit ¢ < b gibt es einen Index
N mit ¢ < ay. Da nun a, monoton ist, gilt dann auch fiir jedes n > N:
¢ < ay < a, und somit ¢ < a,, fiir n > N,n € D. Man Wihle nun ¢ = b —e,
€ > 0, dann gilt fiir jedes n > N;n € D b—¢€ < a, < b < b+ €. Weiteres
Umformen ergibt dann |a,, — b| < e. Mithin konvergiert die Folge gegen b.

2.1.5 Haufungspunkte

Ein weiterer wichtiger Begriff im Zusammenhang mit Folgen ist der Begriff
des Haufungspunktes.
Oben war, bei der Behandlung von Teilfolgen, die Folge

n ungerade

1
a”:{l—% n gerade

angegeben. Ausgezeichnet waren hierbei zwei Teilfolgen: die Teilfolge zu un-
geradzahligen Indizes und die zu geradzahligen Indizes. Betrachtet man die
Folge zu den ungeradzahligen Indices aq, as, as..., so siecht man, dass diese
gegen 0 konvergiert. Die Teilfolge zu den geradzahligen Indizes as, a4, ag, ...
hingegen konvergiert gegen 1. 0 und 1 sind somit Limites beziiglich jeweils
einer Teilfolge. Auf die ganze Folge 1, %, %, %, ... bezogen, ist keiner der bei-
den Werte der Limes. (Die Folgenglieder zu ungeradzahligen Indizes werden
“Immer kleiner” und die zu geradzahligen Indizes “immer grofler”). Werte,
die diese Eigenschaft — Grenzwerte von Teilfolgen zu sein — haben, werden

Héaufungspunkte genannt. Die genaue Definition lautet:

Definition 7 FEin Wert a € IR heiff Hiufungspunkt einer Folge
(an :m > ng) gdw.
ve>OvN2n03n>N|an —a| <e
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Zur Paraphrase: Zu jeder positiven reellen Zahl € und zu jedem Index N >
no gibt es einen groferen Index n > N mit |a, — a| < e. Der Unterschied
zur Definition des Limes besteht darin, dass nun fiir jedes Paar ¢ und N ein
Folgenglied a,,n > N existiert, welches von a um “weniger als € abweicht”.
Es wird nicht gefordert, dass dies fiir alle Folgenglieder ab einem bestimmten
Index gilt.

Beispiel: Im obigen Beispiel ist 1 ein Haufungspunkt: Sei 1 > € > 0 beliebig
und ebenso N € IN. Wihle nun ein geradzahliges n, d.h. n = 2m, mit einem
m > N und % < 2m = n. Hiermit gilt dann:

1 1
lan — 1| = |agm — 1| =1 — — — 1

om =g, <€

An diesem Beispiel zeigt sich der Zusammenhang zwischen Teilfolgen einer
Folge und Héufungspunkten einer Folge. Es sei ohne Beweis der folgende
Satz zitiert:

Theorem 2 Fine reelle Zahl a ist genau dann Hdaufungspunkt einer Fol-
ge (a, : n € D), wenn es eine Teilfolge (a,,) von (ay,) gibt, die gegen a
konvergiert.

Folgende Bemerkungen sind wichtig

1. Eine Folge hat hochstens einen Limes.
2. Eine Folge kann mehrere Haufungspunkte haben.

3. Hat eine Folge einen Limes a, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen
a.

2.1.6 Rechenregeln fiir Folgen

Folgen konnen auch addiert, multipliziert und dgl. werden. Wie dies ge-
schieht und wie sich solche Rechenoperationen ggf. auf Limites {ibertragen
wird nachstehend aufgelistet.

Seien (a, : m > ng) und (b, : n > ng) zwei Folgen, so ist die Addition bzw.
die Substraktion der beiden Folgen wie folgt definiert:

(an :m > no)f(bn in>mng) = (anfbn :n > nyg)
bzw. (verkiirzt notiert)

(an) ¥ (bn) = (an " by).
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Die Summe bzw. die Differenz zweier Folgen ist somit die Folge, deren Kom-
ponenten die Summe bzw. die Differenzen der jeweiligen Komponenten der
Ausgangsfolgen sind. “Die Summe bzw. Differenz zweier Folgen ist die Folge
der Summen bzw. Differenzen der Komponenten der Folge.”

Analoges gilt fiir das Produkt zweier Folgen:
(an :m >ng)(by > ng) = (anby : n > ng).

Bei der Quotientenbildung ist zu beachten, dass diese auch zuléssig ist, d.h.
es muss gelten b, # 0 fiir n > ng. Mit dieser Eischrankung ist dann der
Quotient zweier Folgen wie folgt definiert:

(an:n>ng) ((l_n

(bpm>ng) ~ \by -n Z TLU).

Sind die Folgen (a, : n > ng) und (b, : n > ngy) konvergente Folgen,
fiir welche gilt. lima,, = a und limb, = b, so iibertragen sich bei den
arithmetischen Operationen die Limites wie folgt (in verkiirzter Notation):

1. lim(a,"b,) =a™b
2. lim(a,b,) = ab

3. Bei der Bildung des Quotienenten ist wieder vorausgesetzt, dass

b, # 0,n > ng und b # 0 gilt. Mit dieser Einschrinkung ist dann:

im Gn — @
hmbn .

Spezielle Zusammenhénge zwischen Folgen und ihren Limites seien noch
erwihnt: Es seien wieder (a, : n > ng) und (b, : n > ng) zwei Folgen mit
lima,, = a und limb,, = b.

1. Gilt a,, > b, fiir alle n > ng, so gilt fiir die jeweiligen Limites a > b.

2. Sei c eine beliebige reelle Zahl, so gilt: lima$ = a°

3. Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl, so gilt: lim ¢*» = ¢*

2.1.7 Spezielle Folgen

Die nachstehenden Folgen werden in dieser Vorlesung in speziellerer Weise
gebraucht:

1. Eine Folge (a, : n > ng) heiBt arithmetische Folge wenn gilt
Gpi1 — G = d, 1 > nyg.

Hierbei ist die Differenz zweier aufeinander folgenden Folgenglieder
konstant. Es gilt ap1r = an, + kd
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2. Eine Folge (a, : m > ng), a, # 0 heifit geometrische Folge wenn
gilt aZ—:l = ¢, n > ng. Hierbei ist der Quotient zweier aufeinander

folgenden Folgenglieder konstant. Es gilt a1 = an,q"

3. Eine Folge mit a,, = a fiir alle n > n( heiflit konstante Folge.

Hinweise: 1.) Eine konstante Folge konvergiert immer. (Frage: Wogegen
und warum?)

2.) Fiir eine geometrische Folge gilt: Ist |¢| > 1, so konvergiert die Fol-
ge nicht. Ist 0 < ¢ < 1, so konvergiert die Folge. (Frage: Gegen welchen
Grenzwert?)

Sei —1 < g < 0. Frage: Wie steht es mit der Konvergenz?

2.2 Reihen

Eine spezielle und wichtige Art von Folgen sind Reihen. Eine Reihe entsteht
wie folgt:

Ausgehend von einer Folge (a,, : n > ng), der Einfachheit halber werden nur
Folgen betrachtet, deren Indizes ab einem Anfangswert ny “alle natiirlichen
Zahlen durchlaufen” — iiblich sind ng = 0 und ng = 1 — werden sukzesssive
die jeweils ersten Glieder aufsummiert:

Sne = Qngs Sng+1 = Ang + pgt1y s S = Qg + Apgp1 + - + Apyn > Ny

Hierbei kann S,,, als degenerierte Summe betrachtet werden, die nur einen
Summanden hat.

Abkiirzender Weise verwendet man zur Notation von Summen auch das so
genannte Summenzeichen:

Sp = py + Apgt1 + oo + A = Zai,n > ng
i=ng

Das Zeichen ) heifit Summenzeichen, unterhalb des Summenzeichens ist
vermerkt, ab welchem Glied aufsummiert (hier ab dem Glied ng) wird und
oberhalb ist vermerkt bis zu welchem Glied einschliefllich aufsummiert wird
(hier a,). Der Index ¢ wird manchmal auch “Laufindex” genannt. Es ist zu
beachten, dass nicht immer der erste Summand mit dem ersten Glied der
Folge (a,) tibereinstimmen mu$.

Die S, heiflen auch Teilsummen und die Folge (S, : n > ng) wird Sum-
menfolge oder Reihe genannt.
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Man unterscheidet auch hier zwischen endlichen und unendlichen Reihen. Ist
die Summenfolge endlich, so spricht man von einer endlichen Reihe. Ist die
Summenfolge unendlich, so spricht man von einer unendlichen Reihe. Wenn
nichts anderes vermerkt wird, ist in der Vorlesung mit “Reihe” immer eine
unendliche Reihe gemeint.

Eine Reihe wird auch einfach (327 a;) notiert.

i=ng

2.2.1 Konvergenz von Reihen

Da Reihen spezielle Folgen sind, ist es sinnvoll zu fragen, ob sie konvergieren
oder nicht.

Definition 8 Eine Reihe (Z?:no a;) konvergiert genau dann, wenn die Fol-
ge ihrer Teilsummen konvergiert. Der Limes dieser Folge s = lim S,, heifit
auch Summe der Reihe.

Man schreibt hierfir: s => 0" a,.

n=ng

Hinweis: Obwohl man den Limes “Summe” nennt, ist zu beachten, dass er
nicht eine “unendliche Aufsummierung” darstellt, sondern eben ein Limes
ist.

2.2.2 Geometrische Reihe — ein Beispiel

Eine fiir das Folgende wichtige Reihe ist die geometrische Reihe. Es ist dies
eine Reihe die aus einer geometrischen Folge durch sukzessives Aufsummie-
ren entsteht.

Sei (a, : n > ng) eine geometrische Folge mit a,, = apq™, q € IR, so heifit
ihre assoziierte Reihe (37 aoq’) geometrische Reihe.

Fiir geometrische Reihen gilt:

Ist ¢ # 1, so ist
ZGOQ—GO —a )
l—gq

i=ng
Ist ¢ =1, so ist

Z aoq" = ap(n —ng + 1)

1=ng
Man beachte, dass sich hier die Formeln auf endliche Teilsummen beziehen.
Fiir die Summe > >°  apq"™ mit |¢| < 1 gilt

i=ng
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[e.9]

Z apq" = ao( d

: 1—gq
i=ng

no

)

Ist |gq| > 1 so ist die Reihe divergent, d.h.: sie konvergiert nicht.
Die obigen Aussagen, sofern sie sich auf “endliche Summen” beziehen, wer-
den mit vollstédndiger Induktion bewiesen.

2.3 Differenzengleichungen

Eine spezielle Art von Folgen, die durch so genannte Differenzengleichun-
gen definiert sind, spielen in 6konomischen Betrachtungen eine besondere
Rolle. Beispielsweise errechnet sich bei der Verzinsung eines Kapitals K,
der Wert, K, der nach einem Jahr Laufzeit erreicht wurde, aus dem An-
fangskapital Ky zuziiglich des Zinsertrages £~ K, wobei p der Zinssatz ist:

K1 = Koy + 155Ko. Analoges gilt, wenn Hllg(;l von einem beliebigen Jahr
ausgehend die Verzinsung nach einem Jahr betrachtet: Sei hierzu K; das
Kapital am Anfang des Jahres i, dann ist am Anfang des darauf folgenden
Jahres das Kapital K; ;1 = K; + %OKi. Man kann sagen, dass das Kapital
von Jahr zu Jahr aufgrund von K; und jdhrlicher Aufzinsung beschrieben
werden kann. Formal heifit dies K;, ist eine Funktion von K;.

Der Gleichung, die den Zusammenhang zwischen einem Jahr und dem
darauf folgendem Jahr, im Beispiel K1 = K; + 155K, angibt, heifit Dif-
ferenzengleichung.

Allgemein ist eine Differenzengleichung definiert als

Yy = g(ytfla () ytfk)

Hierbei bezeichnet y, einen interessierenden Wert zum Zeitpunkt ¢, v, 1, .9 &
sind die entsprechenden Werte der k vorhergehenden Zeitpunkte (meist Jah-
re) und g die Funktion, die angibt, wie diese vergangenen Werte den Wert
y; “bilden”. Eine Differenzengleichung beschreibt somit typischerweise einen
dynamischen Fortgang durch “Fortschreibung” vorausgegangener Werte.

2.3.1 Zur Klassifikation

Differenzengleichungen werden nach folgenden Gesichtspunkten klassifiziert:
1.) der Lange der Vergangenheit, d.h. wie grof} ist k. Die Lénge der Vergan-
genheit heifit auch Ordnung der Differenzengleichung. Die Differenzenglei-
chung vy = g(yi—1, .-, Ytk ) hat somit die Ordnung k. Es werden im Folgenden
nur Differenzengleichungen der Ordnung 1 betrachtet.
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2.) nach der Gestalt der Funktion g. Ist g ein Polynom ¢-ten Grades in y;_1,
d.h. g(ye—1) = DLy aiyi_y, so ist der Grofite Wert 4, fiir welchen a; # 0 (d.h.
der grofite Exponent, der “vorkommt”) der Grad der Differenzengleichung.
Differenzengleichungen vom Grad 1 heiflen lineare Differenzengleichungen.
Es werden in dieser Vorlesung nur lineare Differenzengleichungen der Ord-
nung 1 betrachtet. Das sind Differenzengleichungen der Gestalt

Ye = ays—1 +0b

3.) Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung werden weiter klassifi-
ziert, je nach dem ob b = 0 oder b # 0 gilt: Ist b = 0, so spricht man
von homogenen linearen Differenzengleichungen erster Ordnung, anson-
sten von inhomogenen.

Hinweis: a und b in der Differenzengleichung vy; = ay;_1 + b werden auch
die Koeffizienten der Differenzengleichung genannt.

2.3.2 Losung linerarer Differenzengleichungen

Beim einfithrenden Beispiel, der jahrlichen Verzinsung eines Anfangskapitals
Ky, war die Fortschreibung von einem Jahr zum anderen:

p p
K, = K,;_ — K, 1 =1+ —0)K,_
t t1+100 t—1 (‘l'loo)tl

Dies ist eine lineare homogene Differenzengleichung 1. Ordnung. Dieses Ka-
pitel einleitend wurde gezeigt, dass der Wert K,,, welches ein Anfangskapital
Ky nach n Jahren bei einem Zinssatz von p ergibt, sich wie folgt berechnet.

p
K, =1+ -2k
( +100) 0

Auf Differenzengleichungen bezogen bedeutet dies, dass die durch die Fort-
schreibung sukzessive erzielten Gewinne auch direkt berechnet werden kénnen:
aus Ky, der Laufzeit n und dem Aufzinsungsfaktor ¢ = (14 55). Diesen Zu-
sammenhang nennt man allgemein Losung einer Differenzengleichung.
Allgemein lauten die Losungen von linearen Differenzengleichungen er-

ster Ordnung wie folgt:

Losung fiir homogene lineare Differenzengleichungen erster Ord-
nung:
Sei y; = ay;—1 a > 0 und gy, der sogenannte Anfangswert, dann ist fiir
n >0

Yn = @Yo
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die Losung der Differenzengleichung.
Vorschlag: Beweisen Sie diesen Zusammenhang.

Losung fiir inhomogene lineare Differenzengleichungen erster Ord-
nung:
Sei y; = ay;—1 +b a # 1 und yy der sogenannte Anfangswert, dann ist fiir
n >0

a —1

a—1

Yn = anyO +b

die Losung der Differenzengleichung.
Vorschlag: 1.) Beweisen Sie diesen Zusammenhang. 2.) Zeigen Sie, dass
Yn = anyO + baa:11 = (yO + a_il)an - %7 a 7é 17 gllt




Kapitel 3

Funktionen in einer Variablen

Das Thema dieses Kapitels ist weitgehend aus der Schule bekannt. Das
“Hauptthema” ist die Differenzierbarkeit einer reellen Funktion.
Eine reelle Funktion in einer Variablen ist eine Abbildung

f:D— IR

Hierbei sei fiir das Folgende der Definitionsbereich ein offenes Intervall von
IR. D.h.: D ist von einer der folgenden Gestalten: |a, b, a < b, Ja, 00|, a € IR,
Joo,al,a € IR oder IR.

Da Differenzierbarkeit und Stetigkeit zusammenhéngen, ist zunéchst an die
Definition einer stetigen reellen Funktion in einer Variablen zu erinnern.

3.1 Stetigkeit

Definition 9 1. ) Eine reelle Funktion

f:D— IR
heifit stetig im Punkt xo € D genau dann, wenn gilt:
Fiir jede Folge (x,, : n € IN), fir welche lim,_,o x, = x¢ gilt,
gilt im,, o x, = x0, f(zn) = f(20).
2. ) Eine reelle Funktion
f:D— IR

heifst stetig in D genau dann, wenn gilt: f stetig in jedem Punkt x € D.

Stetige Funktionen lassen sich wie folgt veranschaulichen
Bild

39
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Eine unstetige Funktion, beispielsweise, lisst sich wie folgt veranschaulichen
Bild

Hinweise: 1.) Die Summe und die Differenz stetiger Funktionen ist wieder
eine stetige Funktion.

2.) das Produkt zweier stetiger Funktionen ist wieder eine stetige Funktion.
3.) Sind f und g stetige Funktionen, wobei g(z) # 0 fiir jedes z aus dem
Definitionsbereich, so ist der Quotient § wieder eine stetige Funktion.

3.) Sind f und g stetige Funktionen, und ist g o f(z) wohldefiniert, so ist
g o f wieder eine stetige Funktion.

Vorschlag: Zeigen Sie die vier obigen Aussagen.

Beispiele:
Die Funktionen
fR=>R, x+— e,

f Ry =R, 2z~ logx,
fR—=R, 2, p>0,
Ry =R, —2af pelR

sin, cos, tan Definitionsbereich!!.

sind stetige Funktionen.

3.2 Differenzierbarkeit

Betrachtet man noch einmal das Bild,
Bild
so sieht man, dass die eine Funktion “glatt” ist, die andere hingegen bei x
einen “Knick” aufweist. Der “Knick” weist daraufhin, dass diese Funktion
im Gegensatz zur anderen “glatten” Funktion bei xy nicht differenzierbar
ist. Versucht man nun, wie im unten stehenden Bild, bei beiden Funktionen
in xy eine Tangente anzulegen, so zeigt sich folgendes

Bild
Bei der “glatten” Funktion geht das unproblematisch wiahrend bei der an-
deren Funktion keine Tangente in eindeutiger Weise angelegt werden kann.
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Dieses Verhalten ist es, was im Kern den Unterschied von differenzierba-
ren Funktionen (wie die “glatte” Funktion) zu den nicht-differenzierbaren
Funktionen (wie die Funktion mit “Knick”) ausmacht. Das Ubergehen von
Sekanten bis zu einer eindeutigen Tangente macht dann auch den Kern der
Definition des Differenzialquotienten und a fortior: einer differenzierba-
ren Funktion aus. Zunéchst zur Definition des Differenzenquotienten.

3.2.1 Differenzenquotient

Sei wieder

f:D— IR

eine reelle Funktion in einer Variablen und D ein offenes Intervall von IR.

Definition 10 Seien x1,x2 € D, x1 < x9, dann heifit der Quotient
f(@2) — f(z1)
To — I1
Differenzenquotient der Funktion f im Intervall |xy, zs].

Hdufig schreibt man den Differenzenquotienten in einer anderen Form. Sei
hierzu Axy = x9 — x1, 1 # X9 (ohne Bericksichtigung der Ordnung) und

Af(xy) = f(z2) — f(x1), dann ist
flx2) — f(z1) _ Af(xy)

To — X1 Al‘l

In dieser Darstellung spricht man dann vom Differenzenquotienten bei xy.

Hinweis: Betrachtet man noch einmal das Bild

Bild
so sieht man, dass der Differenzenquotient die Steigung der Geraden durch
die Punkte (z1, f(x1)) und (x2, f(z2)) angibt. Man kann ihn auch wie folgt
interpretieren: der Differenzenquotient ist ein Maf fiir die “mittlere Stei-
gung” zwischen x; und z (bzw. zwischen z; und z; + Ax)

Betrachtet man nun Az; — 0, so zeigt das Bild, dass im “Grenzfall” die
Gerade durch die Punkte (21, f(z1)) und (27 + Az, f(21 + Axy)) zur Tan-
gente im Punkt wird. Wendet man den Grenziibergang Ax; — 0 auf den
Differenzenquotienten an, so kommt man zum Begriff des Differentialquo-
tienten.
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3.2.2 Differentialquotient — 1. Ableitung — Differen-
zierbarkeit

Sei wieder

f:D— IR

eine reelle Funktion in einer Variablen und D ein offenes Intervall von IR.

Definition 11 Seixz; € D und

Af(z1)
A$1
der Differenzenquotienten bei xy.
Ezistiert dann
Af(x1)

A$1—>0 AII

so heifit

df(x1) .. Af(z)
dxq _Aglrgo Az

Differentialquotient oder erste Ableitung oder Steigung der Funktion f im
Punkt x.

df (z)
dx

Hinweis: Die erste Ableitung einer Funktion f in einem Punkt x, wird

auch mit f’'(z) notiert.

Definition 12 Ses

f:D— IR

eine reelle Funktion in einer Variablen, D ein offenes Intervall von IR und
x € D, dann heifst f in x differenzierbar, genau dann wenn der Differen-
tialquotient von f in x existiert.

Ist f fiir jedes x € D differenzierbar, so heifit f auf D differenzierbar oder
kurz differenzierbar.

Die Funktion f': D — IR, x +— f'(x) heifst in diesm Fall erste Ableitung
der Funktion f.

Auf einen wichtigen Zusammenhang zwischen stetigen und differenzierbaren
Funktionen sei hingewiesen:
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Theorem 3 Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

Hinweis: Die Umkehrung gilt nicht, es gibt stetige Funktionen, die nicht
differenzierbar sind, wie unser Beispiel mit der “glatten” Funktion und der
Funktion mit einem “Knick” zeigt. Es gibt auch stetige Funktionen, die
“nirgendwo” stetig sind.

Theorem 4 (Lineare Approzimierbarkeit) Eine Funktion f : D — R, D

st ein offenes Intervall von R, ist in a € D genau dann differenzierbar,

wenn es eine Konstante c € R gibt, so dass
f@)=fla)+c(z—a)+¢(x), veD

wobei v eine Funktion ist, fir die gilt

lim P _
eT—a

Hierbei ist ¢ = f'(a).

3.2.3 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen,
Wiederholung in der Ubung

Seien f: D — IR und g : D — IR zwei differenzierbare Funktionen, f’
und ¢’ ihre jeweils ersten Ableitungen, so gilt:

1. Die Funktion f+ ¢ so wie die Funktion f — g sind differenzierbar und
fiir ihre ersten Ableitungen gilt.

(f +9)(z) = f'(x) + g'(x)bzw.(f — 9)'(z) = f'(z) — g'(x)

2. Produktregel: Die Funktion fg ist differenzierbar und fiir ihre erste
Ableitung gilt:

(f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x)

3. Quotientenregel: Gilt fiir die Funktion g g(x) # 0 fiir alle z € D,
so ist die Funktion § differenzierbar und fiir ihre erste Ableitung gilt:
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4. Kettenregel: Seinun f: D — W und g : W — IR, wobei D und W
offene Intervalle in IR sind, so gilt fiir ihre Komposition g o f

g o f ist differenzierbar und fiir ihre erste Ableitung gilt:

(go f)(z) =g (f(x)f ()

Hierbei nennt man auch f'(x) innere Ableitung.

3.2.4 Beispiele einiger differenzierbarer Funktionen

Anschlieflend seien einige differenzierbare Funktionen und ihre Ableitungen
angegeben.

1. Die Funktion

FiIR\{0} — IR (3.1)
r b

wobei b € IR gilt,
hat als erste Ableitung:

IR\ {0} — IR (3.3)
x > bxbl
wobei b € IR gilt,
2. Die Funktion
f:IR — IR (3.5)
r —e” (3.6)

ist die so genannte Exponentialfunktion und hat als erste Ableitung
die Funktion

IR — IR (3.7)
xr e’ (3.8)
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D.h.: Die erste Ableitung der Exponentialfunktion ist wieder die Fx-
ponentialfunktion. Es sei auf Folgendes hingewiesen: Fiir die Expo-
nentialfunktion gilt e”™¥ = e”e¥. Anstelle von e” wird auch exp(z)
geschrieben.

3. Die Funktion

f:IR\{0} — IR (3.9)
r —lnx (3.10)

ist die so genannte Logarithmusfunktion oder der natiirliche Lo-
garithmus. Sie hat als erste Ableitung die Funktion

foIR\{0} — IR (3.11)
r 1 (3.12)

Fiir die Logarithmusfunktion gilt: Inxy = Inx + Iny. Sie ist die Um-
kehrfuntion der Exponentialfunktion: In(e*) = x = @

4. Die Funktion

fiIR - IR (3.13)
r —sinz (3.14)

hat als erste Ableitung die Funktion

fIR = IR (3.15)
T > CoST (3.16)
5. Die Funktion
fiIR = IR (3.17)
T > COST (3.18)

hat als erste Ableitung die Funktion
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f IR — IR (3.19)
r +— —sinx (3.20)

Bilder

3.2.5 Hohere Ableitungen

Ist D ein offenes Intervall von IR und ist die Funktion

f:D—IR

auf D differenzierbar, so ist ihre erste Ableitung

f':D— IR
wieder eine Funktion, von der gefragt werden kann, ob sie in D differenzier-
bar ist. Ist dies der Fall, so ist deren erste Ableitung wieder eine Funktion

und, bezogen auf die Funktion f, deren zweite Ableitung. Man notiert in
diesem Fall:

"D — IR

Von dieser zweiten Ableitung kann man wieder fragen, ob sie eine diffe-
renzierbare Funktion ist. Ist sie es, so ist ihre Ableitung bezogen auf die
Funktion f die dritte Ableitung von f. Diese wird der Ubersichtlichkeit
halber nun wie folgt notiert:

f¥:D = IR

Setzt man diese Betrachtungen fort so kommt man allgemein zur Definition
der n-ten Ableitung einer Funktion f.

Definition 13 Sei f: D — IR eine auf D differenzierbare Funktion. Ist
dann ihr Differentialquotient (ihre erste Ableitung) f' : D — IR differen-
zierbar in einem Punkt x € D, so heifst

df'(x)  df*(x)
de %z (@)

zweite Ableitung oder Differentialquotient zweiter Ordnung von f
m .

Analog schreibt man firn = 3,4, ...
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PO D(@) _ df(a)

_ ()
dzx drx Fre)

und bezeichnet f™(x) als n - te Ableitung der Funktion f in x und die
Funktion f als n - mal differenzierbar in x.

Die Funktion f heifst n - mal differenzierbar auf D, wenn f in jedem Punkt
x € D n - mal differenzierbar ist.

Hinweis: Die ersten beiden Ableitungen einer in einem Intervall D diffe-
renzierbaren Funktion f lassen sich noch gut veranschaulichen. Wihrend
die erste Ableitung f’ (als Funktion) den Verlauf der “Steilheit” — der Stei-
gungen in den jeweiligen Punkten, positiv und negativ, angibt, gibt die
zweite Ableitung f” (als Funktion) an, “wie stark” sich diese “Steilheiten”
veréndern.

Bild

An dieser Stelle sei wiederholend auf den Zusammenhang zwischen dem
Monotonieverhalten einer differenzierbaren Funktion und deren ersten Ab-
leitung hingewiesen:

Definition 14 Sei f : D € IR eine Funktion und D ein Intervall aus IR,
so heifit f auf D

1. (streng) monoton steigend gdw fir alle x1,29 € D mit x1 < xo gilt

f(z1) < f(za) (f(21) < flx2)).

2. (streng) monoton fallend gdw fir alle x1,x9 € D mit x1 < xo gilt

f(z1) > f(z2) (f(21) > f(22)).

Den Zusammenhang zwischen erster Ableitung und Monotonieverhalten for-
muliert der nachstehende Hinweis.

Hinweis: Sei f : D — IR eine auf D differenzierbare Funktion und D ein
offenes Intervall aus IR, so gilt fiir f auf D

1. Ist fiir alle z € D f'(z) <0, so ist f auf D streng monoton fallend.

2. Ist fiir alle x € D f'(x) > 0, so ist f auf D streng monoton steigend.
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3.3 Extremwerte

Aus der Schule, unter dem Stichwort Kurvendiskussion, sind Kennzeichen
von Funktionen wie relative Maxima, relative Minima, Wendepunk-
te, Polstellen, Nullstellen und Asymptoten schon bekannt. Aus Zeitgriinden
werden hier nur relative Minima/Maxima und Wendepunkte betrachtet
(kurz: Extremwerte), da zu ihrer Bestimmung erste und zweite Ableitungen
mafgeblich Verwendung finden. Zunéchst zur Definition absoluter Mini-
ma und Maxima. Vorausgesetzt ist im Folgenden — wenn nichts anderes
vermerkt wird — immer eine auf einem offenen Intervall D mehrfach diffe-
renzierbare Funktion f.

Definition 15 Sei
f:D— IR

eine auf einem nun nicht notwendig offenen Intervall definierte Funktion.
Die Funktion f hat in zo € D ein absolutes Maximum (Minimum) gdw.
gilt: Fir alle x € D st f(x) < f(xo) (fir alle x € D ist f(x) > f(xg)). In
Zeichen:

Maximum:

Veoenf(x) < f(wo)

Mintmum:

VmEDf(x) Z f(l'())

Zur Definition relativer Maxima/Minima:

Definition 16 Sei
f:D— IR

eine auf einem nun nicht notwendig offenen Intervall definierte Funktion.
Die Funktion f hat in xo € D ein relatives Mazimum (Minimum) gdw. gilt:
FEs gibt ein € > 0 mit [xo— €, 20+ €] C D so, dass fir alle x € [xg— €, 10+ €]

f(z) < f(zo) (f(x) = f(20)) ist.
In Zeichen:

relatives Maximum:

E|e>0vac€[aco—e,aco+e]f<x) < f(l’(])

relatives Minimum:

E|e>0vm6[aco—e,aco+e]f(x) > f(l’g)
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Ist die betrachtete Funktion nun hinreichend oft differenzierbar, so lassen
sich relative Maxima und Minima bzw. Wendepunkte mit Hilfe der Ablei-
tungen bestimmen. Zunéchst einige Skizzen:
Bild

Hier sind drei typische Funktionen aufgezeichnet: f(z) = 22, f(z) = —a?
und f(x) = 3. Bei den ersten beiden sieht man, dass das relative Ma-
ximum/Minimum bei & = 0 ist; hier hat die Funktion eine zur z- Achse
parallele Tangente, mithin hat dort die Ableitung den Wert 0. Die dritte
Funktion ist eine streng monoton steigende Funktion, ihre Ableitung hat
aber, wie aus der Schule bekannt sein diirfte, auch bei x = 0 den Wert 0.
D.h. die Bedingung f’(x¢) = 0 ist nur eine notwendige Bedingung fiir ein
relatives Maximum/Minimum. Das bedeutet: Wenn eine Funktion bei x
ein relatives Maximum/Minimum hat, dann ist an dieser Stelle ihre erste
Ableitung gleich 0. Um “heraus zu finden”, ob eine Funktion an einer Stelle
ein relatives Maximum/Minimum oder einen Wendepunkt hat sind noch
weiter Kriterien notig. Aus der Schule wissen Sie, dass hierzu die zweiten
Ableitungen betrachtet werden. Diese Zusammenhénge sind im nachstehen-
den Theorem zusammengefasst.

Theorem 5 Sei f : D — IR eine mindestens n-mal differenzierbare
Funktion, D ein offenes Intervall, xq € D, dann gilt:

1.) Notwendige Bedingung: Hat die Funktion f in xq ein relatives Ma-
zimum/Minimum, so gilt f'(xy) =0
2.) Hinreichende Bedingung: Gilt fir die Funktion f'(xq) = 0 und gilt

zusdatzlich

1. f"(x0) = fO(xg) = ... = fV(20) = 0 und f™(z¢) < 0 fiir gerad-
zahlige n € IN, so hat f in xq ein relatives Maximum,

2. f"(z0) = fO(20) = ... = f V(o) = 0 und "™ (x0) > 0 fiir gerad-
zahlige n € IN, so hat f in xy ein relatives Minimum,
3. f"(wo) = fO(wg) = ... = f D (wg) = 0 und f™)(xo) # 0 fiir unge-

radzahlige n € IN, so hat f in xg einen Wendepunkt.

Beispiele: 1.) Sei f(z) = 22, so gilt f/(z) = 2z und f”(z) = 2. Mithin
ist fiir 2o = 0 f/(0) = 0 und f”(0) = 2 > 0. D.h. n = 2 und geradzahlig
sowie die n-te Ableitung ist grofler als 0. f hat somit bei zy = 0 ein relatives
Minimum.

2.) Sei nun f(z) = —z?, so gilt f'(z) = —2x und f"(z) = —2. Mithin ist
fir g =0 f/(0) = 0 und f”(0) = —2 < 0. D.h. n = 2 und geradzahlig sowie
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die n-te Ableitung ist kleiner als 0. f hat somit bei zy = 0 ein relatives
Maximum.

3.) Sei f(x) = 2°, so gilt f'(x) = 322, f"(x) = 62 und f®(z) =6 # 0.
Mithin ist fiir zg = 0 f/(0) = 0 und f”(0) = 0 und & (0) = 6 # 0. D.h.
n = 3 und ungeradzahlig und die n-te Ableitung ist ungleich 0. f hat somit
bei xg = 0 einen Wendepunkt.

4.) Sei f(x) = 2%, so gilt f'(x) = 42°, f"(z) = 1222, fO)(z) = 242 und
f@(z) = 24 > 0. Mithin ist fiir o = 0 f'(0) = f7(0) = f®(0) = 0 und
f@(0) = 24 > 0. D.h. n = 4 und geradzahlig sowie die n-te Ableitung ist
grofer als 0. f hat somit bei zy = 0 ein relatives Minimum.

5.) Sei f(x) = —a* so gilt f/(v) = —423, f"(z) = —1222, fO)(z) = —24x
und f#(x) = —24 < 0. Mithin ist fiir 20 = 0 f/(0) = f7(0) = f®(0) = 0
und f®(0) = —24 < 0. D.h. n = 4 und geradzahlig sowie die n-te Ableitung
ist groBer als 0. f hat somit bei xy = 0 ein relatives Maximum.

6.) Sei f(z) = 2° so gilt f'(z) = 5%, f"(z) = 202°, fO(z) = 6022,
f®(z) = 1202 und ®)(x) = 120 # 0. Mithin ist fiir 70 = 0 f'(0) = f"(0) =
f@0) = f@(0) = 0 und f®(0) = 120 # 0. D.h. n = 5 und ungeradzah-
lig sowie die n-te Ableitung ist ungleich 0. f hat somit bei g = 0 einen
Wendepunkt.

3.4 Taylor-Reihe

Mit Hilfe hoherer Ableitungen lassen sich ggf. Funktionen, die “beliebig
oft” differenzierbar sind (d.h. es existieren hohere Ableitungen beliebiger
Ordnung n) approximieren. Dies zu formulieren, ist Ziel der nachfolgenden
Definitionen und Sétze.

Theorem 6 Sei D :=|c,b| ein nicht-degeneriertes Intervall und f : D — R
eine n + 1-mal stetig differenzierbare Funktion (d.h. die Ableitungen sind
stetig) und a € D, dann gilt:

a)

fP(a 2
k'( )(x —a)"+ Ry1(2)

flx) = fla)+)

R, 11 Restglied heif$st und hat folgende Gestalt:

Rupa(z) =~ / “(w— 0 @)t

ol

b)
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Das Restglied ldsst sich auch wie folgt darstellen (Lagrangesche Form):
Es gibt ein £ € D mat

RS
Ryj(z) = (nTl()')

(z —a)"

)

Das Polynom

T(f,a;n] = f(a) +

k=1 ’ k=0

heifst Taylorpolynom von f um den Entwicklungspunkt a vom Grad n.

Definition 17 Sei f : D — R, D :=]c, b[ nicht degeneriert, a € D und f
eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Dann heifst:

Tif.al(z) = 3 D o — a

Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a.

Hinweis:

a) Falls eine Taylor-Reihe konvergiert, konvergiert sie nicht notwendig
gegen f.

b) Eine Taylor-Reihe konvergiert genau fiir diejenigen = € D gegen f(z),
fiir welche das Restglied gegen 0 konvergiert.
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Kapitel 4

Reelle Funktionen in mehreren
Variablen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einem sehr eingeschrankten Thema im
Rahmen des Gebietes “Funktionen in mehreren Variablen”. Gegenstand des
Kapitels sind partiellen Ableitungen, Bestimmung relativer Extrema
und das Totale Differenzial.

4.1 Vorbemerkungen

Allgemein ist eine reelle Funktion in mehreren Variablen eine Funktion

f:D—R
D ist eine (nicht notwendig echte) Teilmenge des R,. Hierbei wird jedem
n-dimensionalen Vektor (z1, zs, ..., x,,) eine reelle Zahl f(z1, ..., z,) zugeord-
net:
(1, ey Tp) = fx, .0, 20)

Der Einfachheit und der Anschaulichkeit halber wird von 2-dimensionalen
Vektoren ausgegangen. Hierbei sei D eine (nicht notwendig echte) Teilmenge
von Ry:

f:D— IR

und

(21, 22) = f(21,22)

93
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Es wird hier allgemein vorausgesetzt, dass die Funktion stetig ist. Auf die
genaue Definition von Stetigkeit kann hier nicht eingegangen werden; es sei
auf die nachstehenden Bilder verwiesen.

Skizze 1:

2
Abbildung 4.1: f(z1, 7)) = 23 — 4129 + 73 + 3

Skizze 2:
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Skizze 3:
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Abbildung 4.3: f(x1,x2) =
b (1+ %)

4.2 Partielle Ableitungen erster Ordnung

Entsprechend dem Fall einer Funktion in einer Variablen kann man nun die
ersten partiellen Ableitungen definieren. Ausgehend von einer reellen
Funktion f : D — IR in zwei Variablen: f(z1,xs), kann man diese als
Funktion in z; betrachten (wobei man die Variable x5, anschaulich gespro-
chen, “festhilt”); ebenso kann man sie als Funktion in x5 betrachten (wobei
man nun die Variable z; “festhélt”). Man hat also zwei Funktionen (genauer
Familien von Funktionen): eine in x; und eine in 5. Diese Funktionen wer-
den nun jede abgeleitet, falls dies moglich ist, und das Ergebnis ist jeweils
die erste partielle Ableitung nach x; bzw. z5. Zur Definition:

Definition 18 Sei f : D — R eine reelle Funktion in zwei Variablen,
f(xy,25) € R. Ist diese Funktion in einem Punkt 29 fiir jedes “feste aber
beliebige” xo einmal differenzierbar, so heifit die erste Ableitung in 2% bei

xd, in Zeichen:

a. (xh x2)|x1:r(1),3:2=:v3 = 8:B1 f('rh x2)|11:x?,x2=x8

0xq
die erste partielle Ableitung von f nach z1 in (29, 29).
Entsprechend gilt fiir die zweite Variable: Ist die Funktion f in einem Punkt
xY fiir jedes “feste aber beliebige” x1 einmal differenzierbar, so heif$t die erste
Ableitung in x5 bei 29, in Zeichen:



56KAPITEL 4. REELLE FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

0

8_1,2 (xh 'T2)|x1=r(1),x2::vg = 8r2f(x17 x2)|11:x?,x2=x8

die erste partielle Ableitung von f nach x5 in (29, 29.

Existieren die ersten partiellen Ableitungen einer Funktion f fir alle Punk-
te (x1,x2) eines Bereichs D C IRy, so sagt man die Funktion f ist auf/in D
partiell differenzierbar und schreibt fir die entsprechenden Ableitungsfunk-

tionen auch

a:vlf(ﬂ?l, xz) = fxl(ﬂl?hﬂ?z)

bzw.

Oy [ (11, 72) = fa:g(Ith)

Man sagt in diesem Fall: die Funktion f ist in x1 und xo partiell differen-
zierbar.

Definition 19 a) Sei f : R, — R eine partiell differenzierbare Funktion,
Zo € R, dann heifst der Zeilenvektor

Df(l’o) = (8x1f(f0)7 s 7axnf(f0>> = gT@df(fo)
Gradient von f an der Stelle %y.

Folgende Schreibweise sind ebenfalls tiblich: Df(Zo) = (feys- -+, fu,)(To) =
gradf (o)

b) Ist f: R, — R, mit

f1(T)
T )

S ()

firR,—R i=1,....m

und sind alle f; in Zo partiell differenzierbar, dann nennt man die Matriz

Df(fo) = (8%]'}(:?0)), 1= 1, cee,Mm, j = 1, o, n, fo c Rmn
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Funktionalmatrixz oder Jacobi-Matrix von [ bei Ty. Die Funktionalma-
triz wird auch mit J; bzw. J¢(Z) notiert.

Hinweise: 1.) Die ersten partiellen Ableitungen auf einem Bereich D sind
wieder reelle Funktionen in zwei Variablen. 2.) Anstelle von 1, xo schreibt
man oft x,y.

Beispiel: Die Funktion f(xz,y) = 2*+y? ist fiir die Werte —1 <z < 1, -1 <
y < 1in z und y partiell differenzierbar. Die ersten partiellen Ableitungen
lauten:

O f(z,y) =22
ayf(.%, y) = 2y

4.3 Partielle Ableitungen zweiter Ordnung

Es sei f : D — R eine reelle Funktion in zwei Variablen, die auf D in z
und s partiell differenzierbar ist. Wie oben angemerkt, sind die partiellen
Ableitungen wieder reelle Funktionen in zwei Variablen, von denen gefragt
werden kann, ob auch sie wieder nach x; und x5 partiell differenzierbar sind.
Dies ist Gegenstand der néchsten Definition:

Definition 20 Sei f : D — R eine reelle Funktion in zwei Variablen,
f(z1,22) € R und Oy, f : D — R sowie 0, f : D — R deren erste beiden
partiellen Ableitungen nach x1 bzw. xs.

Ist die Funktion 0, f(x1,12) in 29 fiir jedes “feste, aber beliebige” x5 einmal
differenzierbar, so heifit diese (zweite) Ableitung in 29 bei x5, in Zeichen:

0
a_l‘laxlf<xb x2)’$1=1‘?,1‘2=x3 = aﬂﬂl,ﬂh f(&?l, x2)‘$1=$?,x2=x?7

die zweite partielle Ableitung von f nach xy in (29, 29).

Entsprechend gilt fir die zweite Variable: Ist die Funktion O, f(x1,z3) in
einem Punkt 3 fiir jedes “feste, aber beliebige” xy einmal differenzierbar,
so heifit diese (zweite) Ableitung in x9 bei 2%, in Zeichen:

0

a_l‘gam‘f(xh x2>|x1:$?,$2:zg = aﬂ?z,ﬂﬁzf(xl? x2)|a71:$(1),$2:a:ga
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die zweite partielle Ableitung nach zy in (29, 29).
Ist die Funktion O,, f(x1,x2) in einem Punkt 23 fiir jedes “feste, aber belie-
bige” x1 einmal differenzierbar, so heifit diese (zweite) Ableitung in x5 bei

2%, in Zeichen:

0

a_maﬂflf(xh xQ)‘xlzr?,xQ:xg = 8962,361 f(l'l, x2)|12:x87

die zweite gemischte partielle Ableitung von f nach xo in (29, 29.

Entsprechend gilt fir die andere Variable: Ist die Funktion O, f(z1,22) in
einem Punkt 29 fiir jedes “feste, aber beliebige” x4 einmal differenzierbar,
so heifit diese (zweite) Ableitung in 9 bei 3, in Zeichen:

0

a_xlamf(l‘l’ x2)|z1:110,z2:938 = 8$17$2f(x17 x2)|m1:110,z2:mg

die zweite gemischte partielle Ableitung nach xq in (29, 29).

Existieren die zweiten partiellen Ableitungen und die zweiten gemischten
partiellen Ableitungen einer Funktion f fir alle Punkte (z1,x2) eines Be-
reichs D C IRy, so sagt man die Funktion f ist auf/in D zweimal parti-
ell differenzierbar und schreibt fir die entsprechenden Ableitungsfunktionen
auch

axl,x1f<x17 x2> - fxl,xl (xlaxQ)

bzw.

a$2,$2f<x17 x2> = fm@z(mlvx?}

Fiir die gemischten zweiten partiellen Ableitungen schreibt man

a$1,$2f<x17x2> — f$1,a72('r17x2)

bzw.
axQ,xlf(xla :L‘Q) — fxg,xl (I‘l,l‘g)

Hinweise: 1.) Im Allgemeinen ist 0y, 4, f (21, 22) # Opy .y f (21, 22). In dieser
Vorlesung wird die Gleichheit jedoch meist gelten. 2.) Die Indizes in 0, 4,
geben die Reihenfolge der Differentiation an. Rechts steht die Variable, nach
der zuerst differenziert wird, hier x5, und links daneben diejenige, nach der
dann differenziert wird. 3.) Oft verwendet man statt z;, xs auch z,y.

Beispiel: Sei f(x,y) = 2% + 2zy + y?, dann ist f auf IR, zweimal partiell
differenzierbar:
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Ouf(w,y) = 20 + 2y, O,f(x,y) = 2y + 22, Ouuf(,y) = 2, Oy f(2,y) = 2,
Oyuf(z,y) =2, Oy fz,y) = 2.

Abschlielend sei noch auf die sogenannte Hesse-Matrix aufmerksam ge-
macht. Sie stellt ein Schema dar, die zweiten partiellen Ableitungen einer
zweimal partiell differenzierbaren Funktion f darzustellen (hier fiir den Fall,
dass die gemischten partiellen Ableitungen identisch sind):

"= ( Oun f ayyf>

Die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung werden nun Verwen-
dung finden, um bei reellen partiell differenzierbaren Funktionen in zwei
Variablen Extremwerte zu bestimmen.

4.4 Extremwerte

In analoger Weise zu n-mal differenzierbaren reellen Funktionen einer Varia-
blen, werden nun fiir reelle partiell differenzierbare Funktionen in zwei Varia-
blen in Abhéngigkeit der ersten und zweiten partiellen Ableitungen notwen-
dige und hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen relativer Extrema for-
muliert. Zunéchst jedoch zur Definition eines globalen Maximums/Minimums.

Definition 21 Sei f : D — IR, D C IR, eine reelle Funktion zweier
Verdnderlicher und (xo,y0) € D. (xo,y0) heifit

1. globales Maximum von f gdw. f(xo,y0) > f(x,y) fir alle (xz,y) € D,
2. globales Minimum von f gdw. f(xo,y0) < f(x,y) fir alle (x,y) € D.

3. Gelten die Ungleichungen nicht auf ganz D, sondern nur auf einer
in D enthaltenen Umgebung von (xo,4o), so heifit (zo,yo) relatives
Minimum bzw. relatives Maximum der Funktion f.

Der Begriff “Umgebung eines Punktes” kann prézisiert werden, hierauf wird
aber hier verzichtet.

Die Betrachtung der partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung gibt
jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir relative Extrema. Zur
Verdeutlichung betrachte man folgende Skizzen:
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Skizze 1:
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(

Abbildung 4.4: f

Skizze 2:

Abbildung 4.5: f(z1,29) = 2 — 22 — 23
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Skizze 3:
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Abbildung 4.6: f(x1,x2) =
b (1+ %)

Man kann relative Minima, relative Maxima und Sattelpunkte unterschei-

den. Zusammengefasst fithrt dies zu folgendem Satz:

Theorem 7 Se:
f:D— IR

mit D C Ry (und offen) eine zweimal partiell differenzierbare Funktion,

(an yO) € D
Notwendige Bedingung: Liegt bei (xo,%0) ein relatives Minimum oder
ein relatives Mazimum vor, so gilt (man beachte die abkiirzende Schreibwei-

se):
amf($7y)|xo,y0 = axf(ajOa yO) =0

und
ayf(xay”xmyo = ayf($0>yo) =0

Hinweis: Lisungen (xo,yo) der obigen Gleichungen heifien auch “kritische

Punkte” oder “kritische Werte”.
Hinreichend Bedingung: Gilt fiir (xq,yo) zudem

O f (%0, Y0) Oy f (0, o) > (Ouy f (20, Y0))?

so liegt fiir



62KAPITEL 4. REELLE FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

1. Opuf <0 ein relatives Maximum und
2. fiir Opef > 0 ein relatives Minimum vor.
Gilt fiir (zo,vo)

O f (0, Y0)Dyy f (20, Y0) < (Ouyf (20, 0))?
so liegt bei (xg,yo) ein Sattelpunkt vor.
Friir
Oz f (20, Y0)Oyy f (0, Yo) = (Ouy f (20, Y0))?

ist keine schematische Aussage maglich.

Hinweis: Formulieren Sie die hinreichende Bedingung mit Hilfe der Hesse-
matrix und der Begriffsbildung “Definitheit”.

4.5 Totales Differential

Sei f: R, - R,, und %y € R,
dann heifit f im Punkt 7y differenzierbar (oder absolut differenzierbar oder
total differenzierbar), wenn es eine lineare Funktion L gibt mit

f(Z) = f(Zo) + L(T — Zo) + R(T — &)

wobei gilt:
R(h)

_'1111 = =
IAlI—0 [|h]]

Man sagt in diesem Fall auch f besitzt in Zy eine totale Ableitung oder ein
totales Differenzial (in Zeichen df) oder kurz: f ist in zy differenzierbar.

Eine lineare Abbildung L : R,, — R,, kann man als Matrix-Multiplikation
C-Z, C € Ry, und Z € R, darstellen: C7 = L(7)

Diese Matrix C ist die Funktionalmatrix Dy ausgewertet bei Z.

Sei f absolut differenzierbar, f: R, — R, und ist dann C = gradf (Zy),
t pu—

To
dann hat das totale Differenzial df in Abhéngigkeit von & und somit A
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(& — Zp) die Gestalt:

df (Zo, h) = gradf (Zy) -

Da h “klein* ist, schreibt man auch d,, fiir h;, 1=1,...n.

—

Dies ergibt ausgeschrieben fiir beliebige  und “kleine Abweichungen”, h,
von I

df (£, h) = Y O, f (&) da

i=1
Allgemein fiir Funktionen f : R, — R,, gilt:

df (&, h) = Dy() - h

Merke:

1.Ist f: U — R, U C R" offen und in ¥y € U differenzierbar, dann
ist f in &y stetig.

2. Ist f:U — R, U C R" offen, f in &y € U partiell differenzierbar
und sind alle partiellen Ableitungen stetig, dann ist f in & differen-
zierbar.

3. Kettenregel:
Sei U C R,,V C R,,,, U,V offen
f:U—=Rp,g:V-oR, f(UCV
Ist fin ¥y € U und g in f(¥) € V differenzierbar,
dann ist h = g o f in &y differenzierbar und es gilt:

Dy (%) = Dy(f(Zo)) - Dy(Zo).
Beispiel zur Kettenregel:

Sei
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und seien x und y Funktionen von ¢ € R

pi= (‘;) ‘R — R,
R

dann ist f(x(t),y(t)) eine Funktion von R in R.

Ferner ist f(x(t), y(t)) = (f o p)(t)

wd d(fop)th) = L ‘;f(t)ﬁ (mit h = dt)
= gradf(p(t))  D,(t) dt
—_——  —~

1x2Matrix 2x 1Matrix

N

— (futole)pton, A0 ()
= a0,y ) + e 1) ()l

Direkt — als Ableitung von f o p in ¢ — ergibt sich natiirlich:

d(f o p)
dt

= fo(@(t), y(£))2'(t) + fy(x(t), y(£))y' (1)

4.6 Homogene Funktionen

Abschlieflend sei noch der Begriff einer homogenen Funktion angesprochen.
Ist, beispielsweise, X (71, ...r,) eine Produktionsfunktion und veréndert man
die Produktionsfaktoren alle um einen Faktor a € R, so stellt sich die Frage,
wie sich diese Verdnderung auf die produzierte Menge X iibertriagt. Eine
spezielle Ubertragungsweise fithrt zum Begriff einer homogenen Funktion
vom Grad r:

Definition 22 Fine Funktion

f:D—R
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(1, ey @) = f2, .0, x0)

mit D C R heifit homogen vom Grad r gdw. fiir jedes a € R,a > 0 gilt:

flaxy,...,azx,) = a" f(z1, ..., xp)
Zur Interpretation des Grades r ist anzumerken:

e 7 = 1 heifit: Eine Verédnderung der Inputfaktoren um den Faktor a
bewirkt eine Verinderung des Outputs um ebenfalls den Faktor a.
Man spricht hier von konstanten Skalenertrigen.

e r < 1 heifit: Eine Verdnderung der Inputfaktoren um den Faktor a
bewirkt eine Verdnderung des Outputs um einen geringeren Faktor
als a. Man spricht hier von fallenden Skalenertréigen.

e r > 1 heifit: Eine Verdinderung der Inputfaktoren um den Faktor a
bewirkt eine Verédnderung des Outputs um einen gréferen Faktor als
a. Man spricht hier von steigenden Skalenertrigen.
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Kapitel 5

Extremwerte unter
Nebenbedingungen

5.1 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Ein wichtiger Anwendungsfall differenzierbarer Funktionen in mehreren Va-
riablen (hier: in zwei Variablen) ist die Optimierung unter Nebenbedingun-
gen. In den Wirtschaftswissenschaften hat man es beispielsweise haufig mit
der Situation zu tun, die erzeugte Menge eines Produktes zu maximieren.
Dies ist jedoch nur unter Einschrinkungen moglich, da Resourcen nicht in
beliebigem Umfang zur Verfiigung stehen. Eine optimale Produktionsmen-
ge unter Einhaltung der verfiigharen Resourcen zu finden, ist Beispiel eines
Gegenstands der Methoden zur Extremwertbestimmung unter Nebenbedin-
gungen. Zunéchst jedoch zum Begriff einer Isolinie und deren Steigung in
einem Punkt (zq,yo)

5.1.1 Optimierung unter Nebenbedingungen

Definition 23 (Isolinien)
Set DCRyund f:D— R,ceR, dann heifit die Menge
I.:={(z,y) : f(z,y) = ¢} Isolinie von f zum Wert c.

Beispiel:

Sei D = {(z1,22) : =1 <2 <1,-1 < a9 <1} und f(xy,29) = 27 + 23.
Bei dieser Funktion sind die sogenannten Isolinien, d.h., die Punkte, fiir
die gilt 2% + 2% = a = const > 0, Kreise.

Hinweis: Sind ¢ # ¢, dann ist I[N 1. =0

67
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5.1.2 Steigung von Isolinien

Essei f:D — R, D C Ry eine differenzierbare Funktion,
fy(x07y0) 7é 0 tiir (xOJyO) S D und f(x()vyO) =C, d.h.: (x07y0) € Ic-

Es sei ferner f(z,y) = ¢ “nach y auflésbar, d.h. es gibt eine Funktion

g:U—-R mit f(z,9(x))=c,

wobei U ein Intervall der reellen Zahlen ist mit xy € U und yo = g(z0); g ist
eine differenzierbare Funktion. Dann ist der Graph von g “Teil” der Isolinie
und der Punkt (z¢,yo) liegt auf diesem Graphen.

Wegen der Differenzierbarkeit von g kann dann von einer Steigung von g bei
xo gesprochen werden. Diese ist zugleich die Steigung der Isolinie in (xq, yo)

Nun gilt mit der Funktion p:

p:U — Ry und f:D—=R

v (g(:fﬂ))

zugleich f(z, g(x)) = (f o p)(z). Mit Hilfe der Kettenregel kann die Ablei-
tung wie folgt berechnet werden:

d(fop) = [Ds(p(x0))Dy(x0)] dz
— |ttt St ( i) | o
= [fa(20,9(20)) + fy(20, 9(20))g' (20)] do

Dies ergibt, da f o p konstant = ¢ ist:

d(fop)

0=
dx

= falwo, g(w0)) + fy(20,9(20))g (20)
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Folglich gilt:

_fx(fmg(wo))
fy(o, 9(0))

Man beachte, dass der Nenner nach Vorraussetzung # 0 ist.

9'(x0) =

g'(zo) ist die Steigung der Isolinie von f bei (xq,yo)

Somit gilt unter der Annahme, dass eine differenzierbare Abbildung
g : U — Ry mit den oben genannten Figenschaften existiert: Die Steigung
einer Isolinie einer Funktion f bei (z¢,yo) hat, falls der Nenner # 0 ist,

den Wert:
_fz(ﬂfo, Yo)

fy(on,yo)

Unter welchen, nicht sehr restriktiven Annahmen, eine solche Funktion g
existiert formuliert der Satz iiber implizierte Funktionen, der hier fiir reelle
Funktionen zitiert wird.

5.1.3 Satz iiber Implizite Funktionen

Theorem 8 Sei f: D — R, D C Ry, D offen, eine stetige differenzierba-
re Funktion und f(zo,y0) = ¢, dann gibt es Intervalle U C R, V C R,
xo € U, yo € V, UV offen, und eine stetig differenzierbare Funktion
g:U =V, g(xg) = yo mit der Eigenschaft, dass graph(g) = 1.NU x V' gilt.
Hierbei ist graph(g) der Graph von g und 1. die Isolinie von f zu c.

Fiir die Ableitung von g auf U gilt

oy Jalz,g(2))
90) =% . g(@)

Hinweis: Dies ist auch die Steigung der Isolinie bei (z,y).

5.2 Das Optimierungsproblem

Seien D C Ry und
f:D— IR
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sowie
g:D— IR

zwei partiell differenzierbare reelle Funktionen. Es soll der Punkt (zg,yo)
mit
f(zo,yo) — max / min

unter Einhaltung der Restriktion oder Nebenbedingung

g9(z,y) = (= 0)
gefunden werden werden.
Schematisch schreibt man das Optimierungsproblem wie folgt an:

Ziel funktion  f(x,y) — max/min
Nebenbedingung  g(z,y) =c/0

Es gibt zur Losung dieses Optimierungsproblems drei dquivalente Metho-
den: die Tangentialmethode, die Substitutionsmethode und die La-
grangemethode.

5.2.1 Tangentialverfahren

Man betrachte das folgende Optimierungsproblem: Bestimme den Punkt
(l’o, ?JO) mit

z? + y2 — max

unter der Nebenbedingung

rzy =1
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Skizze:

[\

T

'l

) x

&N

flr,y)=2"+y* = I
flr,y)=2"+y° = I
f($ay):372+y2: Iy

Ziel funktion : flz,y) =2* +9°
Nebenbedingung : glx,y) =ay =1

Die Kreise sind die Isolinien fir f(z,y) = 1/4/9

Man sieht: Wenn fiir einen Punkt (z¢,y0) ¢ = f(z0,yo) gilt und zugleich
die Nebenbedingung xoyo = 1 erfiillt ist, dann sind in diesem Punkt die
Steigungen der Isolinien xy = 1 und ¢ = z2 + y? identisch. Dies ergibt die
Gleichung

fo(z,y)  gu(z,y)

fu(zy)  gy(x,y)
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Fiigt man noch die Gleichung der Nebenbedingung hinzu:

g(z,y) =0/c

so hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Eine Losung (zo, yo)
dieses Gleichungssystems ist Kandidat fiir die Losung des Optimierungspro-
blems.

Es gilt der Satz

Theorem 9 Ldist ein Punkt (zo,v0) das Mazimierungsproblem (Minimie-
rungsproblem)

f(z,y) — max / min

unter der Nebenbedingung
9(z,y) =0/c
so gilt

felz,y) _ g2(z,y)
fy(zy)  gy(z,y)

Zusammenfassend ist festzustellen (unter der Voraussetzung, dass die Funk-
tionen die Voraussetzung des Satzes tiber implizite Funktionen erfiillen):

Ist (2o, yo) ein Punkt der das Optimierungsproblem 16st, so gilt mit

d= ($0a Yo

) :
Die Steigung der Isolinie von f bei d, I;(f), an der Stelle (z¢,yo) ist gleich
der Steigung der Isolinie von g bei 0/¢, I(g)/I1.(g).

Somit gilt fiir einen Losungspunkt (xg, yo)

_fz(x07 Y) _  9:(zo, %)

fy(x(]a Yo) B Qy(l’m Yo)

und g(zo,yo) = 0/c

Das sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten und ein Lésungspunkt
(x0,Yo) ist ein Kandidat fiir die Losung des Optimierungsproblems. Die Be-
dingungen sind nur notwendige Bedingungen fiir eine Losung.
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Die Ermittlung von (zg,yo) aus den obigen Gleichungen nennt man auch
Tangentialverfahren.

Zur Ermittlung von (zg,yo):

fa:($07 Yo) _ _gx(wOa Yo) N
fy(%, Yo) 9y(70, Yo)

fz(x07y0) _ fy(x07y0) _ A
9z (o, yo) gy(xo, Yo)

somit gilt:

fZL‘(IO’ yo) - Agx(.fO’ yo) = O
fy(%,yo) - )\gy(l‘o,yo) = 0
9($07y0) =0

Dies ist der Lagrange-Ansatz.
Man findet (zg, o), wenn man die obigen Gleichungen 16st.

Erfiillt eine Funktion f die Voraussetzungen des Satzes iber Implizite Funk-

tion dann gibt es eine Funktion g mit g(z) = y und f(z,g(x)) = ¢ und
d

g(xg) = yo D.h. aber, dass d—f(x,g(x))L,:IO = 0 eine notwendige Bedin-
T

gung dafiir ist, dass (xq, h(xo)) = (0, yo) das Optimierungsproblem l6st.

Das Bestimmen eines Punktes (xg, y9) durch Losen der Gleichung

d

f(aglw)) =0

mit Hilfe von g(x) nennt man Substitutionsmethode.

Zusammenfassend gilt:

Theorem 10 FEin Punkt (xo,10) lost die Gleichungen der Tangentialme-
thode genau dann, wenn er die Gleichungen des Lagrange-Ansatzes lost. Er
lost die Gleichungen des Lagrangeansatzes genau dann, wenn er eine Losung
der Gleichungen der Substitutionmethode ist.
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Die Losungen (zg,yo) der Tangentialmethode, und somit auch der beiden
anderen, nennt man kritische Punkte.

Zusammenfassend noch einmal die Substitions- und die Lagrangemethode:

5.2.2 Substitutionsmethode

Die Substitutionsmethode “16st” somit das Optimierungsproblem wie folgt:
Es sei wieder das folgende Optimierungsproblem gegeben:

Ziel funktion  f(r,y) — max/min
Nebenbedingung g(x,y) =c/0

In einem ersten Schritt wird die Nebenbedingung nach = oder nach y auf-
gelost. Den so erhaltenen Zusammenhang setzt man nun in die Zielfunktion
ein. Hiermit hat man in der Zielfunktion nur noch eine Variable, x oder y.
Fiir diese Funktion in nunmehr einer Variablen sucht man mit den Metho-
den der Extremwertbestimmung das Maximum bzw. Minimum.

Beispiel: Zu l6sen ist das Optimierungsproblem, a > 0:

Ziel funktion flz,y) = zy — max
Nebenbedingung g(x,y) =2x+2y—a =0
Aus der Nebenbedingung ergibt sich y = § —x. Dies fiir y in die Zielfunktion
eingesetzt ergibt Sx — 22 — max. Leitet man diese Funktion nach x ab und
setzt die Ableitung gleich 0, so erhélt man § — 2x = 0 und mithin z = §
und weiter, durch Einsetzen in die Gleichung fiir y: y = ¢. Nachpriifen der
zweiten Ableitung zeigt, dass es sich um ein Maximum handelt.

Frage: Was bedeutet die obige Optimierung inhaltlich?

5.2.3 Lagrangemethode

Gegeben sei unter den gleichen Voraussetzungen wie im letzten Abschnitt
das folgende Optimierungproblem, welches wie im letzten Abschnitt ange-
schrieben wird:

Ziel funktion  f(x,y) — max/min
Nebenbedingung  g(z,y) =0/c

Bei der Lagrangemethode “macht man aus Zielfunktion und Nebenbedin-
gung eine Funktion”. Man setzt an:

L(x,y,\) = f(z,y) + A\g(z,y)
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Hierbei ist A eine weitere reelle Variable. Die so erhaltene Funktion heif3t
Lagrangefunktion. Das A wird auch Lagrangemultiplikator genannt.
Man ist jetzt in der Situation, die kritischen Werte einer Funktion in drei
Variablen, z,y, A\, zu bestimmen. Dies geschieht durch Bilden der ersten
partiellen Ableitungen nach x,y und X\ sowie “Nullsetzten” der jeweiligen
Ableitungen. Hiermit hat man drei Gleichungen in drei Variablen:
Schematisch schreibt man dies wie folgt an:

u(f(z,y) — Ag(z,y)) =
Oy(f(x,y) — Ag(z,y)) =
(f(z,y) — Ag(z,y)) =0

Man nennt die ersten beiden Gleichungen auch “Bedingungen erster Ord-
nung”. Fiir die dritte Bedingung schreibt man auch g(zx,y) = ¢/0.

Ist (x0,y0) und A¢ eine Losung des Gleichungssystems, so ist in (zg, yo)
ein moglicher Kandidat fiir den gesuchten Extremwert gefunden. Fiir die
Existenz eines Extremwertes unter Nebenbedingungen ist eine notwendige
Bedingung, dass 2 g((z,y)) # 0 und %g((x,y)) # 0 gilt, und dass (z,y)

ozx
Losung des obigen Gleichungssystems ist.

Beispiel: Es sei wieder das Optimierungsproblem
Ziel funktion flz,y) =zy — max
Nebenbedingung g(z,y) =2z+2y—a =0

gegeben, a > 0. Dies ergibt die Lagrangefunktion:

ry — A2z + 2y — a)

Die partiellen Ableitungen lauten:

0u(f(z,y) — Ag(z,y)) = y+2x =0
Oy(f(x,y) = Ag(z,y)) = x+2)2 =0
W(f(z,y) —Ag(z,y)) & 22+2y—a =0

Aus der ersten und der zweiten Gleichung ergibt sich x = y und eingesetzt
in die dritte Gleichung folgt dann z =y = 7.

Hinweis: In dieser Vorlesung wird die Interpretation des A-Multiplikators
nicht verfolgt. Ein Hinweis jedoch: A “misst” wie sich das Optimum veréndert,
wenn der Wert ¢ der Nebenbedingung “etwas grofier” gemacht wird.

Hinreichende Bedingung. Die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite
Funktionen seien erfiillt,
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ferner sei (xo,yo) ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion

L(x,y) = f(z,y) — Ag(z,y),

welcher die Nebenbedingung g(x,y) = 0 erfiillt.

Gilt fir L(z,y) auf dem Definitionsbereich D (mit L,,, Ly, L., seien die
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Lagrangefunktion bezeichnet):

a) Lzz(xay) > OaLyy(xay) > 0 und Lm(xay)[’yy<x7?/) - Lzy(xay))Q >0

dann 16st (g, yo) das Minimierungsproblem.

b) Lyz(2,y) <0, Lyy(x,y) <0 und Lyp(2,y) Lyy(2,y) — (Lay(2,9))* > 0
dann 16st (xg, y0) das Maximierungsproblem.



Kapitel 6

Integralrechnung

Intergralrechnung beschéftigt sich im einfachsten Fall damit, Fldchen unter
Kurven zu bestimmen. Die Grundidee hierbei ist, die Fliache einer Kurve
durch Flédchen, deren Berechnung “einfach” ist, wie die Fldachenberechnung
von Rechtecken, zu approximieren. Der Integralbegriff, der hier vorge-
stellt wird, ist der Begriff des Riemann-Integrals, der auch in der Schule
verwendet wird. Er erméglicht zudem einen einfachen Zusammenhang zwi-
schen Differentiation und Integration aufzuzeigen. In diesem Kapitel wird
nur die Integration einer reellen Funktion in einer Variablen betrachtet.

6.1 Treppenfunktionen

Das (bestimmte) Integral einer reellen Funktion soll auf einfache Flachenbe-
rechnung zuriickgefiihrt werden. Deswegen betrachtet man zunéchst reelle
Funktionen, die in dieser Hinsicht besonders einfach sind, die sogenannten
Treppenfunktionen auf einem Intervall.

Definition 24 Sei [a,b] ein Intervall aus IR. Eine Funktion

T, :la,b] — IR
heifst Treppenfunktion gdw. gilt: es gibt a =ty < t; < ... < t, = b und
reelle Zahlen ¢y, ca, ..., ¢, mit T,(x) = ¢; fir t; 1 < x <t; und ¢, = T,,(b).
Skizze

Beispiel: Der einfachste Fall einer Treppenfunktion ist eine auf einem In-
tervall [a, b] konstante Funktion.

Fiir Treppenfunktionen gestaltet sich die Berechnung der Flédche unter die-
ser Funktion einfach: Sie ist die Summe der einzelnen Rechtecksflichen

7
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¢i(x;—x;_1). Hierbei ist nur zu beachten, dass sich fiir negative ¢; die Fléche
“subtrahiert”.

Bild
Der oben angesprochene Umstand fiithrt zum Begriff des Intergrals einer
Treppenfunktion.

Definition 25 Sei T,, eine Treppenfunktion auf [a,b] mit T,(x) = ¢; fir
ti1 <z <t; und ¢, =T,(b) dann heifit der Wert

n

=1

das bestimmte Integral der Treppenfunktion T,.

Beispiel: Sei T, : [0, 1] — IR mit 0 = ¢y, 1, = %,tz =1lundc¢ = %,02 =

dann ist [(Ty) = 33 + 35 =32

=

6.2 Das bestimmte Integral

Das Integral einer beliebigen, beschrankten Funktion f soll nun, falls moglich,
mit Hilfe von Approximationen durch solche Treppenfunktionen bestimmt
werden. Die Idee hierbei ist zunéchst zu einer gegebenen Funktion zwei
Treppenfunktionen anzugeben “zwischen” denen die Funktion liegt. Dann
“liegt” auch, anschaulich gesprochen, die Flache dieser Funktion “zwischen”
den Intergralen der beiden Treppenfunktionen. Diese Intuition wird nun wie
folgt préazisiert.
Sei

fila,b] — IR

eine reelle Funktion und 7!, T zwei Treppenfunktionen, fiir die gilt:
THz) < f(z) und f(z) < T?(x) fiir alle z € [a, b],

so heiBt 7;} Untersumme und 7> Obersumme von f. Man kann durch Ver-
feinerung der Intervalle, die den Definitionsbereich von T)} und T? jeweils
einteilen, d.h. durch “Vergréflern” von n, Treppenfunktionen finden, die
“niher” an f sind. Die Ubertragung auf die Integrale der Treppenfunktio-
nen fiihrt im “Grenziibergang” zur Definition des bestimmten Integrals.

Definition 26 Fine Funktion f : [a,b] — heifit auf dem Intervall [a, ]
integrierbar gdw. gilt: es gibt eine reelle Zahl I so, dass fir alle € > 0 eine
Unter- und eine Obersumme T und T? bzgl. f (die von € abhingen) existiert
mat
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[—e<I(THY<I<IT*)<I+e

I heifit dann das bestimmte Integral der Funktion f auf [a,b] und f heifst
auf a,b] integrierbar. Man schreibt fir das bestimmte Integral auch:

uﬁzjfﬂ@m

Nicht jede beliebige Funktion ist integrierbar, es gilt aber der folgende Satz:
Theorem 11 Ist f : [a,b] — IR eine stetige Funktion, so ist f auf [a, ]

integrierbar.

6.2.1 Rechenregeln

f und g seien auf [a, b] integrierbar, dann gilt:
o [Vef(x)de = c [’ f(x)dz fiir alle ¢ € IR
o [Vf(@)+g(x)de = [" f(x)de + [°g(x)d baw.
S, f(@) = gle)dz = [} f(a)dz — [} g(x)dx
e Seid € [a,b], 50 gilt ["f(z) = [* fla)de+ [ f(x)d.
o [*f(x)dz =0.
o [ f@)de == [} f(x)dr.

6.3 Das uneigentliche Integral

Das bestimmte Integral einer Funktion war beziiglich eines beschréinkten
reellen Intervalls definieret. Dies kann dahingehend verallgemeinert werden,
dass die obere oder die untere Grenze des Intervalls (oder beide Grenzen)
—00 bzw. +00 gesetzt werden. Lésst sich auch dann die Flache iiber dem
nach oben bzw. nach unten bzw. nach oben und unten unbeschrénkten Inter-
vall angeben, so spricht man vom uneigentlichen Integral. Die Definition
lautet wie folgt:

Definition 27 Sei f :] — 00,b] — IR eine reelle Funktion, ist ferner fir
jedes a < b das Integral auf [a,b] definiert und existiert lim,_, o fab f(z),
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so heifit dieser Limes das uneigentliche Integral von f auf|— oo,b], in

Zeichen:
b
/ f(z)dx

Analog gilt: Sei f :]a,00] — IR eine reelle Funktion, ist ferner fiir jedes
a < b das Integral auf [a,b] definiert und ezistiert lim, o fab f(x)
so heifit dieser Limes das uneigentliche Integral von f auf ]a,oo] in

Zeichen:
/ f(z)dz

Sei f : IR — IR eine reelle Funktion, ist ferner fiir jedes a < b das Inte-
gral auf [a,b] definiert, und existiert lim,_,_o [ f(x) sowie limp_o fcb f(z),
wobei a < ¢ < b, so nennt man

/_Z fz)de = /_; f(z)dz + /COO f(x)dx

das uneigentliche Integral von f auf IR. Man nennt dann f integrierbar
auf IR oder kurz integrierbar.

6.3.1 Zusammenhang zwischen Integration und Diffe-
rentiation

Dieser Zusammenhang ist aus der Schule bekannt und erlaubt es, in be-
stimmten Fillen Integrale einfach zu berechnen.

Sei f eine auf einem offenen nichtleeren Intervall |a, b| stetige reelle Funk-
tion. Man betrachte in Abhéngigkeit der Variablen = das moglicherweise
auch uneigentliche Integral f; f(u)du, x €la,b|. Dieses ist dann zu schrei-
ben als eine Funktion in der Variablen x:

F(z) = / " Fu)du

Ist die Funktion f(z) stetig, so ist F'(z) in z differenzierbar und es gilt
F'(x) = f(x); d.h. die erste Ableitung von F'(z) ist gleich dem Integranden.
Diesen Zusammenhang kann man etwas allgemeiner fassen:

Sei f :la,b[— IR eine reelle Funktion. Gesucht ist eine differenzierbare
reelle Funktion F'(x), fiir welche gilt

vacE]a,b[‘F%x) - f(.I)
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Eine solche Funktion heifit, wenn sie existiert, Stammfunktion von f. Ist
f stetig, so existiert eine solche Funktion. Es gilt: Ist F' eine Stammfunktion
von f, so auch F' + c fiir jede reelle Zahl c.

Definition 28 Jede Stammfunktion einer Funktion f :la,b|—> IR heifst
Stammfunktion von f. In Zeichen: [ f(z)dx = F(z) + ¢

Hinweis: Ist F/(z)+c Stammfunktion von f, so ist fab f(x)dz = F(b)—F(a).

Wichtige Stammfunktionen:

o f(z)=2a", F(z) = 52" +¢
e f(x)=a=const, F(x)=ax+c

T F(x)=€e"+c

([ ]
%
—~ —~ — —~
~— \(.tg/ N~— SN—
I
Q

1 —
=, F(r)=hz+c
Frage: Wie lauten die Stammfunktionen von sin z und cos z?

6.3.2 Zusatz: Substitutionsregel und partielle Integra-
tion

Zur Vollstandigkeit seien zwei wichtige Sétze zitiert.

Theorem 12 (Substitution) Sei I = [u, 0] ein reelles Intervall, f : I — IR
eine stetige Funktion und ¢ : |a,b] — I eine stetig differenzierbare Funktion,
dann gilt
b . »(b)
| o= [ s
a #(a)

Theorem 13 (Partielle Integration) Seien f,g : [a,b] — IR zwei stetig
differenzierbare Funktionen . Dann gilt

/ F@)g @)z = F(2)g(@)]’ — / 9(2) ' (@) dz



