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1 Einfiihrung

1.1 Charakterisierung der Entscheidungstheorie als
Theorie des rationalen Entscheidens unter Unsicherheit

1.1.1 Interdisziplinire Bedeutung und Entwicklungsstriange

a) Rational Choice

b) Expertensysteme, entscheidungsunterstiitzende Systeme (Decision
Support Systems)



4

Klir and Wierman (Uncertainty-based Information, Physika, 1998,
S.1)

For three hundred years |[...] uncertainty was conceived solely in
terms of probability theory. This seemingly unique connection between
uncertainty and probability is now challenged |... by several other]
theories, which are demonstrably capable of characterizing situations
under uncertainty. |...]

...] it become clear that there are several distinct types of uncertainty.
That is, it was realized that uncertainty is a multidimensional concept.
... That] multidimensional nature of uncertainty was obscured when
uncertainty was conceived solely in terms of probability theory, in which
it is manifested by only one of its dimensions”.



c) Statistische Entscheidungstheorie



1.1.2 Grundlegende Typen von Entscheidungsmodellen
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1.2 Die Grundform eines datenfreien Entscheidungsproblems
(No-data-Problem)

Def. 1.1 (Datenfreies Entscheidungsproblem)

Ein datenfreies Entscheidungsproblem (no-data-problem) in Nutzenform
(Verlustform) ist ein Tripel (A, ©,u(-)) bzw. (A, ©,1(-)), bestehend aus

e ciner Menge A (,, Aktionenmenge")

e ciner Menge O (,, Zustandsmenge")



o und einer Abbildung (, Nutzenfunktion®) (u £ utility)

u:Ax6 — R
(a,¥) +— u(a,?)

bzw. einer Abbildung (,, Verlustfunktion®) (1 £ loss)

[ AxO = R
(a,v) > l(a, V)

(1.1)

(1.2)



Bsp. 1.2 (Das ,,Omelettenproblem* von Savage)
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Bem. 1.3 (Konsequenzenfunktion)

Fiir manche Anwendungen ist es sinnvoll, einen  Schritt
dazwischenzuschalten und — bei gegebenem A und © — zunéchst eine
Konsequenzenfunktion

c: Ax0O —C

(a,v) > cla,?)
(mit C ist die Menge potentieller Konsequenzen) zu betrachten und darauf
eine Nutzenbewertung
uc C —- R

c — ue(c)
bzw. eine Verlustbewertung
le : C — R

[ — lc(C)
festzulegen.
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u(-) und [(-) ergeben sich dann durch Superposition beider Funktionen als

u(a, ) = ue(cla, )
bzw.

l(a,¥) = lc(cla, )
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Bem. 1.4 (zu Nutzen- und Verlustfunktionen)

e In Definition |1.1| haben Verlust- und Nutzenfunktion (als Funktionen
der Gestalt A x © — R) formal genau dieselbe Struktur. Es muss also
jeweils dazugesagt werden, was vorliegen soll. (Nutzen: Je mehr, umso
besser; Verlust: Je weniger, umso besser)

e Diese Uneindeutigkeit liegt nicht zuletzt daran, dass man eigentlich
mit Prdferenzenordnungen auf der Menge der Konsequenzen als
erundlegende Entitat arbeiten miisste. Die Nutzentheorie lehrt, wie man
unter welchen Bedingungen aus Préaferenzenordnungen einen kardinalen
(metrischen) Nutzen konstruiert. (Hier nur eventuell am Ende der
Vorlesung betrachtet. )
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e Die Kardinalitidt das Nutzens wird (zunéchst) nicht bezweifelt;
man kann also mit den Nutzeneinheiten wie gewohnt rechnen.
Insbesondere wird dem Folgenden eine Aquivalenz von Nutzen- und
Verlustsicht unterstellt: durch Multiplizieren mit (-1) kann man dann
jede Nutzenfunktion w(-) in eine, genau dieselbe Préferenzordnung
widerspiegelnde Verlustfunktion umwandeln. Daher wird im Folgenden
meist nur entweder von Nutzen- oder von Verlustfunktion gesprochen.
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Bem. 1.5 (Notation im endlichen Fall; Einbettung in den R™)

Im Falle einer endlichen Aktionenmenge und einer endlichen
Zustandsmenge wird folgende Notation verwendet:

A ={ay,...;ai...;a,}
O ={v,...,%, ...}

(also |A| = n, |©] =m; i Laufindex in A, j Laufindex in ©)

(1.3)

Nutzenfunktion, Verlustfunktion und Konsequenzenfunktion konnen dann

.....
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Zum Beispiel:

v s U
a1 | Ui U2 Uim
a2 | U21 U2 U2m
. (1.4)
Uz’j
An | Unl Up2 .. .. Unpm

Man spricht dann von Nutzentafel, Verlusttafel oder Konsequenzentafel.
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Einbettung in den R":
Jede Aktion a; € A kann dann mit dem zugehorigen Nutzenvektor

ﬁ(az) = (Uil, WUiQy veny Wigy onny uim)T c R™ (15)

identifiziert werden.
Ist m = 2 oder m = 3, so ist ferner eine graphische Darstellung moglich:

u(-, ) -
. 02
ai

.as

U.(', ?91)

Wird diese Sichtweise verwendet, sprechen wir von direkter Nutzen- bzw.
Verlustrepréasentation der Aktionenmenge.
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Bem. 1.6 (Semantik des datenfreien Entscheidungsproblems)

Abstrahiert man bei einem konkreten Entscheidungsproblem und fasst es

in die Form (A, O, u(-)) bzw. (A, ©,1(+)) laut Definition

I.1

, so sind damit

implizit die folgende Reihe von grundsétzlichen Annahmen verbunden, die
in der jeweiligen Anwendung kritisch zu hinterfragen sind:

a) A sei bekannt.

b) © sei bekannt (Close-World-Assumption).
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c) Die Ergebnisse (Konsequenzen) seien eindeutig, d.h. aus dem
Zusammenspiel jedes Elements a von A und ¢ € © ergibt sich eine
eindeutige bestimmte Konsequenz ¢(a, 9). Dabei kénnen Konsequenzen
durchaus Wahrscheinlichkeitsverteilungen sein.

d) Es 1aBt sich eine eindeutig bestimmte reellwertige Nutzen-
/Verlustfunktion angeben, die die individuellen Préferenzen des
Entscheidungstragers vollstiandig widerspiegelt.

x Vgl. Bemerkung [1.4: Konstruktion von kardinalen (reellwertigen)
Nutzenfunktionen aus bestimmte Bedingungen erfiillenden
Praferenzordnungen — ,, Nutzentheorie”
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x Durchgéangig wird insbesondere angenommen, dass die Praferenzen
eine vollstandige Ordnung erlauben und in diesem Sinn
eindimensional sind /gemacht werden konnen.

x s gibt also  keine  unterschiedlichen  nichtabbildbaren
,Nutzendimensionen“ (z.B. eine Diskrepanz zwischen kurz- und
langfristigen Nutzen). Mehrdimensionale Nutzenbewertungen sind
Gegenstand der sog. multikriteriellen Entscheidungstheorie. Es gibt
auch eine Reihe von Ansitzen mit unscharfer Nutzenfunktionen !

IFiir eine erste Einfithrung vgl. z.B. Rommelfanger & Eickemeier (2001, Kap. 2.3 und 3.1.2)
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x Der Nutzen wird dabei als abstrakte Grofie gesehen, in der z.B. auch
Wertdispositionen mitintegriert sind.

Aspekte wie Wertorientierung, Fairness, Reziprozitat, etc. konnen
durchaus eine Rolle spielen, sie miissen durch die Nutzenfunktion
abgebildet werden bzw. abbildbar sein.

x Vorsicht: Bei monetidren Konsequenzen ist im Allgemeinen der
Nutzen nicht identisch mit (oder linear in) der Geldmenge. Nur
wenn alle im Entscheidungsproblem betrachteten Geldmengen
weit unterhalb des tatsdchlichen Vermogensstandes sind, ist die
Nutzenfunktion (praktisch) linear in den Geldbetrigen. Dies ist v.a.
beim Berechnen von erwarteten Nutzen/Verlusten wichtig.
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e) Aktionen und Zustdnde seien wertfrei. (Eventuelle Bewertungen miissen
in die Ergebnisse und damit in die Nutzenfunktion eingebaut werden.)

f) Umwelt  nicht  beeinflussbar: | Handlungsunabhdngigkeit — der
Zustdnde*

Gegebenenfalls  Implikationssschemata® definieren (Festlegung der
Umweltzusténde ist keineswegs immer triviall)

g) Typ der Unsicherheit bekannt (Typ I, Typ I', oder Typ II, Typ II')
(bzw. spéter dann Verallgemeinerung)
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h) Keine zusétzliche Information (auffer Wahrscheinlichkeit bei Typ I, Typ
["). Informationsgewinnung iiber Strategien formulieren — Statistische
Entscheidungstheorie

i) Einmalige Wahl der Entscheidung, keine Korrekturen

j) Keine  Wiederholung der  Entscheidungssituation  (wiederholte
Entscheidung als eine Entscheidungsstrategie formulieren)
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1.3 Typische Beispiele

1.3.1 Das Ausflugsproblem nach Chernoff & Moses (1959)

(in einer Adaption von Ferschl 1975)

e Mr. Nelson mochte morgen eine Bergwanderung unternehmen, und
zwar in einer Jahreszeit, in der man mit dem plotzlichen Einfallen von
Schlechtwetter zu rechnen hat

¢ Handlungsmoglichkeiten:

a1 = leichte Bekleidung mitnehmen
as := leichte Bekleidung plus Regenschirm mitnehmen
az := wetterfeste, warme Bekleidung plus Regenschirm mitnehmen




e Die relevanten Fakten bzw. Zustande sind
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V1 := schones Wetter am Ausflugstag
Y9 := schlechtes Wetter am Ausflugstag

e Nutzentatel fiir Mr. Nelson:

U1 Uy
aq 5 0
a- 3 1
as 2 3

Die Bewertungen werden als Nutzen interpretiert

Potentielle datenbasierte Zusatzinfo (— spéter): Barometerablesung




1.3.2 Teilnahme an einer Lotterie

Gegeben sei eine Urne mit

g grunen
b blauen

r restlichen

Kugeln. Man kann

a; nicht spielen
ap zum Preis von ¢, auf grin setzen
a3 zum Preis von ¢, aut blau setzen.

20
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Nun wird eine Kugel zuféllig gezogen. Ist sie griin (bzw. blau), so erhélt
man, wenn man auf griin (bzw. blau) gesetzt hat, w, bzw. w;, (w: win),
wobeil die Betrage so klein seien, dass die Linearitiat des Nutzens in der
Geldmenge gewahrleistet sei.

@ — {191, 192, 193} mit

V1 gezogene Kugel ist griin

Vo gezogene Kugel ist blau

V3 gezogene Kugel hat sonstige Farbe

Fiir spater wichtig: Sind g,b,r bekannt, so liegt eine Unsicherheitssituation
vom Typ I (Risikosituation (i.e.S.)) vor!
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1.3.3 ,,Kuchenteilen*

Gegeben sei ein Kuchen aus 8 durchnummerierten gleich grofien Stiicken.
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e Der Entscheidungstrager wéhlt ein Stiick z, z € {1,...7}, bei dem der
Kuchen geteilt wird.

e [is gebe zwel Umweltzustande: ¥ und 9. Tritt ¥ ein, so erhalt der
Entscheidungstrager die Stiicke 1 bis z, bei ¥, hingegen die Stiicke z +1
bis 8.

P
>
DO

SO i~ W N —
O Ol i W DN =
DO QO =~ U1 O I

7
Nutzen = Anzahl Stiicke! (Nichtsdttigungsannahme)
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e [is wird hier noch nichts vorausgesetzt, wie die Umweltzustande
eintreten. Werden sie z.B. durch einen Gegenspieler erzeugt, so erhalt
man ein typisches Beispiel fiir die Situation des strategischen Spiels,
also tiir Typ II - Unsicherheit
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1.3.4 Investitionsproblem

Ein Unternehmen steht vor der Entscheidung, eine Marketing-Investition
zu tatigen. Ihr Erfolg hangt von der Konjunkturlage im nachsten Halbjahr

ab.

e Aktionen:

a; := Investition tatigen

as ;= Investition nicht tatigen



e Zustiande:

V1 := Steigende Konjunktur

V9 1= Stagnation

V3 ;= Konjunktur fallt

(VSR V) Vs
ap | 10000 2000 -15000
as| 1000 1000 0
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1.3.5 Aktienkauf (natiirlich stark vereinfacht)
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1.3.6 Produktionsplanung unter Szenarien

e ¢ Giiter

e A C (IR;)? beschrieben durch Kapazititsbeschrankungen

alg
mit a|¢]: Produktion von a|f] Einheiten von Gut £, £ =1,... ¢

e Umweltzustand : Szenario (mogliche Entwicklung des Marktes)

33
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e Umsatze unter veschiedenen Szenarien ergeben Nutzenfunktion:

u:Ax6 —- R
(a, ) — u(a,?)

e Einfache Form: Stiickpreisbasiert; unter Nichtsattigungsannahme:;
Vektor ¢(9) mit c|€](d): Stiickpreis fiir Gut ¢ bei Szenario ¥, £ =

1,...,q, dann
q

u(a,V) = d'c(d) = Z all] - c[£](9)
(=1
bzw. bei Interpretation von ¢(¥) als Kosten:
q

a,0) = 3 ald - el

(=1
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1.3.7 Einbettung stat. Tests in die Entscheidungstheorie 1I:

1.3.8

der datenfreie Kern eines Testproblems

Einbettung der Parameterschitzung in  die
Entscheidungstheorie: der datenfreie Kern eines
Schitzproblems
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1.4 Randomisierte Aktionen, Konvexitét
1.4.1 Konvexe Menge

Def. 1.7 (konvexe Mengen)

Seien V ein Vektorraum und zi, ..., 2z, Elemente von V.

a) Mit Ay, Ao, ..., A, ERmit 0< A\, <1,0=1,...,n, undzz":l)\gzl
sowie z1, 29, ..., 2, € V heifit

ZI:)\1°21—|—)\2°ZQ—|—...—|-)\n'Zn (16)

Konvexkombination von zy ... z,.
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b) Fiir z,y € V heifit die Menge
zyl={Az+(1-A)yl0< A<} (1.7)

aller Konvexkombinationen von x und y Verbindungsstrecke zwischen
x und y.

¢) Eine Teilmenge M C V heifit konvex, wenn fiir alle 21, 2z, € M gilt:
21 € M,ZQ cM= [21,22} C M.



Bsp. 1.9 (Beispiele fiir konvexe

Mengen)

Lemma 1.10 (Aquivalentes Kriterium)

M ist konvex im Sinne von Definition

q
VG Ao Ay = 0, Ae=1z,
/=1

1.7 genau dann, wenn gilt:

q
L2 € M gilt Z)\mEM
(=1

1.4.2 Mischungen von Verteilungen

Bem. 1.11 (Mischungen von Verteilungen)
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Sei  (§2,,4) ein  messbarer Raum und P die Menge aller
Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, A).

Gegeben seien ¢  Elemente  pi(-),...,pq(") S P (also
Wahrscheinlichkeitsmafle) und reelle Zahlen Aj,...; A, mit 0 < Ay <

I, 6=1,...,q,und > 7, A= 1.
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Definiert man die Mischung p(-) von pi(+), ..., py(:) vermoge

pA) =) Api(A), A€ A, (1.8)
/=1

so ist p(-) wieder ein Element von P. Die Menge P ist folglich konvex.

Ferner gilt auch fir & € N: Ist X k-fach integrierbar bzgl.
p1(+), pa(), ..oy Pg(+), so ist X auch k-fach integrierbar beziiglich p(-). Fiir
die Momente um 0 (!) gilt dann auch

q
By X5 =) ME, X' (1.9)
[=1

Haben pi(-),...,ps(-) die Dichten bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktionen
(bzw. allgemeiner die v-Dichten) fi(-), ..., f,(+), so hat p(-) die Dichte bzw.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion (bzw. allgemeiner die v-Dichte)

FO =) N fule). (1.10)
(=1
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Bem. 1.12

e Man beachte, dass im Allgemeinen fiir P nicht eine Standardklasse von
Verteilungen gewahlt werden kann. Zum Beispiel ist die Menge aller
Normalverteilungen nicht abgeschlossen gegeniiber Mischungen. Dies
mag zunachst enttauschen, gewahrt aber andererseits grofie Flexibilitat
in der Modellierung, da man durch Mischen eben sehr komplexe Formen
erzeugen kann.

e Dic Beschrankung auf Momente um 0 in (|1.9) ist wesentlich; bspw.
Varianzen kann man nicht so einfach zusammenzahlen.
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1.4.3 Konvexe Hiille, konvexe Polyeder

Def. 1.13 (Konvexe Hiille )

Sei M eine beliebige Teilmenge von V.

a) Der Schnitt aller konvexen Obermengen von M heifit konveze Hiille.
(Die konvexe Hiille von M ist also die , kleinste konvexe Menge, die M
umfasst®.)

Schreibweise: conv(M)

b) Ist M endlich, so heifit conv(M) auch konvexes Polyeder (Polytop).
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Bem. 1.14

e Polyedrische Menge: Schnitt endlich vieler ,,Halbraume™
Konvexes Polyeder : beschrankte polyedrische Menge

e Der Begrift  konvexes Polyeder” wird in der Literatur nicht ganz
einheitlich gebraucht. Gelegentlich werden alle Mengen, die sich als
Schnitt endlich vieler Halbraume darstellen lassen als konvexe Polyeder
bezeichnet.Die Vorlesung folgt der Konvention, solche Mengen als
polyedrische Mengen zu bezeichnen. Man kann zeigen, dass ein Polyeder
im Sinne der Vorlesung dann genau eine polyedrische Menge ist,
die zusitzlich beschriankt ist. Im RF werden die die Halbraume
begrenzenden Hyperebenen als Begrenzungslinien bezeichnet.
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Proposition 1.15 Andere Charakterisierung der konveren Hiille

Die konvexe Hiille conv(M) ist die Menge aller Konvex-Kombinationen
von Punkten aus M:

conv(M) =

— {Zgzl)\ng Zzzl)\g:LqEN, OS)\gS 1, ZgEM,€:1,...,q}
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Bsp. 1.17 (nach Biining / Naeve / Trenkler / Waldmann)
(2000, p. 327f, 335f)

Dieses Beispiel ist typisch fiir die Produktionsplanung (vgl. Beispiel in
Abschnitt [1.3.6)); es wird in Kapitel 2.2 immer wieder verwendet.

Ein Unternehmer stelle die Produkte P, und P her. Die dazu benotigten

Mittel sind wie folgt beschrankt:
Maschine:  maximal 1200h

Rohstoffe:  maximal 3000 Mengeneinheiten (ME)
Arbeitskraft: maximal 125h

und verteilen sich wie folgt auf je eine Mengeneinheit des Produkts

P l=12




P B

Maschine 3h 2h
Rohstoft HME | 10ME
Arbeitskraft| Oh | 0.5h
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a) Beschreiben Sie die Menge aller moglichen Produktionsmengen P und
Ps, die mit den vorgegebenen Beschrankungen vertraglich sind!

b) Veranschaulichen Sie Thr Ergebnis graphisch!

c¢) Welche Produktionsmengen niitzen
Produktionstaktoren so weit wie moglich aus”

die

vorhandenen



48
1.4.4 Extremalpunkte

Bem. 1.19 Man kann zeigen: Die FEckpunkte eines konvexen
Polyeders M € R* sind alle Punkte, die die folgenden beiden
Bedingungen erfiillen:

i) x ist ein Schnittpunkt von (mindestens) k Begrenzungslinien.
i) r e M.

Bsp. 1.21 (Eckpunkte)

Man betrachte Beispiel [1.17 und bestimme die Menge der Eckpunkte der
Menge A aller moglichen Produktionsmengen.
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Satz 1.23 (Extremalpunkte)

a) Sei M C R" konvex, nichtleer, abgeschlossen und beschrankt.
Dann gilt:

al) E(M) # &

a2) Jede lineare Funktion f : M +— R nimmt ihr Maximum und ihr
Minimum auf £(M) an.

b) Ein konvexer Polyeder ist die konvexe Hiille seiner Extremalpunkte.
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Bem. 1.24 (zu a2))

e Der Punkt a2) ist von extremer praktischer Bedeutung; insbesondere
bildet er die Grundlage der linearen Optimierung (siehe spéter), also
des Optimierens linearer Funktionen unter linearen Nebenbedingungen.
Er fiihrt das Auswerten der Funktion iiber unendlicher Menge aut das
Auswerten von endlich vielen Punkten zuriick.

e Fiir die Statistik ist a2) auch deshalb interessant, da der Erwartungswert
eine lineare Funktion (bzw. ein lineares Funktional) in den zugrunde
liegenden Wahrscheinlichkeitsmafien ist.
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1.4.5 Randomisierte Aktionen

Def. 1.25 (randomisierte (gemischte Aktionen))

Sei A die Aktionenmenge eines datenfreien Entscheidungsproblems
(A, ©,u(-)) (und o(A) eine o-Algebra iiber A, die alle Einpunktmengen
{a} € A enthilt.)

Dann heifit jedes Wahrscheinlichkeitsmafl auf (A, o(A)) randomisierte
(gemischte) Aktion.

Die Menge aller randomisierten Aktionen auf (A, o(A)) werde mit
MA(A) bezeichnet. Ist klar, welche o-Algebra verwendet wird, so
schreibt man kurz M(A).
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Bem. 1.26 (Zur Semantik einer randomisierten Aktion)

Sei A = {aq,...,a,}. Dann besteht die randomisierte Aktion a(-) €
M(A) aus folgender Handlungsvorschrift:

Fiihre ein Zufallsexperiment auf {1,...,n} mit p({¢}) = a({a;}), i =
1,...,n, durch und wahle Aktion a; genau dann, wenn ¢ eintritt.

D.h. es wird mit Wahrscheinlichkeit a({a;}) die Aktion a; gewéhlt.

Man schreibt oft

~ ai, P 0 7%

“T a{an), s a{an)) |

Wéhlt man M(A) als Aktionenmenge, so kann man darauf aufbauend
ein eigenes Entscheidungsproblem formulieren. Dazu ist es noch notig, den
Nutzen /Verlust geeignet zu definieren (als Erwartungswert).
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Def. 1.27 (gemischte Erweiterung)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, 0O, u(-)) und
eine geeignete o-Algebra o(A) auf A. Dann heifit das datenfreie
Entscheidungsproblem (MW (A), ©,4(-)) mit

u(-): MW x e — R
(a,9) +—— u(a,?)

und

u(a, ) = Ezlu(a, V)] = /u(a,ﬁ) da(a) (1.11)

die gemischte Erweitung von (A, O, u(-)) (bzgl. o(A)).
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Bem. 1.28 (zu Def.1.27))

e Die Verwendung des allgemeinen Maflintegrals erlaubt die simultane
Betrachtung des stetigen und diskreten Falls sowie die Berticksichtigung
gemischt stetig/diskreter Verteilungen. Insbesondere gilt: N

[st a(-) ein (Lebesgue-)stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl mit Dichte f(-),
SO 1st

(@, 9) = /A w(a,9)f(a)da. (1.12)

~
°

Ist a(-) diskret mit Wahrscheinlichkeitsfunktion p(-) auf A =
{ai, a0, ..., }, so ist

u(a, ) = Z w(a;, 9)plas) . (1.13)
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e Beachte Formel ([1.11) ist eine definitorische Festlegung, die zwar
plausibel ist, aber keineswegs logisch zwingend.

e Dic gemischte Erweiterung ist also wieder ein datenfreies
Entscheidungsproblem. Man braucht folglich bei allgemeinen
Definitionen und Séatzen nicht zu unterscheiden, ob ein ,,urspriingliches
Entscheidungsproblem™  vorliegt oder die zugehorige gemischte
Erweiterung.
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Bem. 1.29 (reine Aktionen)

Die randomisierten Aktionen der Form a(-) = 04y, 0751 € A (Dirac-Ma83
= Einpunktmafl in der Menge {a}) werden als reine Aktionen bezeichnet
und mit a € A identifiziert.

Bem. 1.30 (Vom Sinn und Unsinn randomisierter Aktionen)



Korollar 1.31

MB) qus Definition

Bewelis:

1.25

1st konvex.
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Bem. 1.32 (Geometrische Deutung randomisierter Aktionen)

o Ol=m<oo, |Al=n<o

e a; wurde mit Nutzenvektor (@; = u(a;, 1), u(a;, 99), ..., u(a;, 9,,)) =

(i1, Wiy - - - s Usm)? identifiziert (vgl. Bem. [1.5) In Zeichen a;=1i;.

o = [a1 e i a”] mit p; = p({a;}) hat definitionsgeméaf (vgl.
Pi - Di - Pn

Det. [1.27) den Nutzenvektor

n n T
U= (Z pili1, sz'uz'z, e Zpiuim)T (1.14)
i—1 i—1 i—1




59

Vektoriell sind in der direkten Nutzenreprisentation (vgl. Bemerkung)
durch die Identifizierung von randomisierten Aktionen mit ihrem
Nutzenvektor dann randomisierte Aktionen und Aktionen, die ja mit
ihrem Nutzenvektor identifiziert wurden, Objekte vom selben Typ, namlich
Punkte des R™.

Es ist (Rechenregel fiir Vektoren)

A=U = p1a1 + P2as + ... T PpGy

Also ist jede randomisierte Aktion eine Konvexkombination von reinen
Aktionen und umgekehrt.

Satz 1.33 (randomisierte Aktionen als konvexe Hiille)

Sind © und A endlich, so gilt M(A)=conv(A ). Damit ist also M(A) ein

konvexes Polyeder.
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1.4.6 Zur Randomisierung in der statistischen
Entscheidungstheorie
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Bem. 1.38 (Zwei Moglichkeiten zu randomisieren)

1. A besteht ausschliefllich aus reinen Aktionen, im zugeordneten
Auswertungsproblem (D, 0.R(-)) wird zur gemischten Erweiterung
ibergegangen, d.h. es wird zwischen Entscheidungstunktionen
randomisiert. (,,echte randomisierte Entscheidungsfunktion®).

2. Die Aktionenmenge A besteht aus gemischten Aktionen, ist also die
gemischte Erweiterung einer Menge A
Jede Entscheidungsfunktion ordnet jedem x € A eine Aktion aus
A = M(Ay), also eine randomisierte Aktion zu.
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1.5 Datengestiitztes Entscheiden — Grundbegriffe der
statistischen Entscheidungstheorie

1.5.1 Ein (sehr) ausfiihrliches Motivationsbeispiel

Stichprobeninformation, Entscheidungsfunktion und Risiko

Investitionsproblem (vgl. Bsp. in Abschnitt [1.3.4)

Aktionen:
a1 1nvestieren

ao nicht investieren

Marketing-Investition; Erfolg hangt von zukiinftiger Konjunktur ab
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Zustande:

Y1 steigende Konjunktur
Yy Stagnation

V3 fallende Konjunktur

(VAR v Vs
a; | 10000 2000 -15000
ao | 1000 1000 O

Natiirlich wird man ,nicht ins Blaue® entscheiden, sondern man
wird versuchen, zusatzliche Information iiber die Umweltzustiande zu
bekommen.

Beispielweise kann man einen Konjunkturtest heranzichen.



Prognoseaussagen X mit folgenden Werten

x1: Konjunktur wird steigen
To: Stagnation wird erwartet
x3: Konjunktur wird fallen

Préziser: Es wird erwartet/ prognostiziert, dass ...
Allgemein: Informationsbeschaffungsexperimente

64
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1.5.2 Grundlegendes zur statistischen Entscheidungstheorie

Grundbegriffe

e datenireies Problem

e Informationsstruktur

e Entscheidungstunktion

e Risikofunktion
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Def. 1.39 (Datengestiitztes Entscheidungsproblem)

Ein datengestiitztes Entscheidungsproblem in Nutzen- bzw. Verlustform
ist ein Tupel

((A\, O, U(')) | (X, (), (pﬁ)ﬁe@))
bzw. (1.15)

((A,0,1()); (X, 0(X), (pa)sco) )

bestehend aus den Elementen

e cines datenfreien Entscheidungsproblems (A, @,u(-)) in Nutzenform

bzw. (A, ©,1(-)) in Verlustform und
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e cines statistischen Modells (X ,U(X),(pg)ﬁeg), dem sogenannten
Informationsbeschaffungsexperiment, auch als Informationsstruktur
bezeichnet.

Dabei werde implizit angenommen, dass o(X) alle Einpunktmengen {x}
mit {x} € X enthilt.

Man beachte, dass der Zustandsraum © des datenfreien Problems
genau der Indexmenge der Wahrscheinlichkeitsmafle entspricht; das
[nformationsbeschaffungsexperiment soll ja (potentiell) informativ sein.



68

Def. und Bem. 1.40 Entscheidungsfunktionen, Auswertung
datengestiitzter Entscheidungsprobleme

Gegeben sei ein datengestiitztes Entscheidungsproblem ([1.15) in
Nutzenform bzw. in Verlustiorm.

Jede messbare Abbildung d : X — A heilit Entscheidungsfunktion
(Strategie).

Das (formal) datenfreie Entscheidungsproblem

(D, O, U) in Nutzenform bzw.
(D, O, R) in Verlustformform,
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mit

o() 4D C A%X) der Menge aller messbaren Abbildungen von X nach
A, und
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bzw.

R:Dx0 — R (1.17)
(d,9) — R(d, V) = / [(d(x), ) dpy(z)
=E,,[(d(X),9)
heiit  zugeordnetes Auswertungsproblem (eingeschrankt auf D),

und (A0, u(-)) bzw. (A, 0,I(-)) heiit dann zugehoriges datenfreies

Basisproblem.
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R(d, ) aus (1.17]) heiit, als Funktion von 1 fiir festes d € D betrachtet,
Risikofunktion der Entscheidungsfunktion d. (Die auf der Nutzenform
basierende analoge Funktion U(d, ) wird ofter als gain bezeichnet. In
der statistischen Entscheidungstheorie wird praktisch ausschlief3lich in der
Verlustform gearbeitet.)

Bem. 1.41 (Auswertungsprinzip)

Entscheidungstunktionen  werden mit Hilfe des zugeordneten
Auswertungsproblems beurteilt.



72
Bem. 1.42

a) Da datengestiitzte Entscheidungsprobleme mit Hilfe des zugeordneten
Auswertungsproblems ,gelost® werden und dieses formal die Struktur
eines datenfreien Entscheidungsproblems besitzt, gelten die in
Kapitel [2 spéater gemachten Aussagen iiber Eigenschaften optimaler
Aktionen auch fiir Entscheidungsfunktionen. Damit werden wir
einen ,Berg® an Korollaren erhalten. Wenn die Ergebnisse von
Kapitel 2 allgemein meist im Kontext von [formal datenfreien]
Entscheidungsproblemen formuliert werden, so gelten sie natiirlich
insbesondere fiir Entscheidungstunktionen.



3

b) Man kann auch entscheiden, ob sich die Beriicksichtigung von
Zusatzinformation, die ja normalerweise auch mit Kosten verbunden
ist, lohnt: Die Differenz aus dem Kriteriumswert (siehe Kapitel
2) der optimalen Entscheidungsfunktion im  datengestiitzten
Entscheidungsproblem und dem Kriteriumswert der optimalen Aktion
in dem urspriinglich zugrunde gelegten datenfreien Basisproblem liefert
den sogenannten Informationswert.
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Bsp. 1.43 (Auswertungsproblem im Investitionsproblem)

Das Auswertungsproblem Betrachten Sie das Investitionsproblem
mit der in der in Kapitel [1.5] beschriebenen Informationsstruktur:

Datenfreies Basisproblem  Informationsstruktur

v P Vs L1 T X3

aq |10 000 2 000 —15 000 ¥110.6 0.3 0.1
as| 1000 1000 0 ¥510.2 04 04
¥310.1 0.4 0.5

Notation wiederum:

. . . T ro9 ... T
d(i1,49,...,15) flir d= °
a;, Qj, ... A,



Datengestiitztes Entscheidungsproblem: Auswertungsproblem

ZU )py({z})
v vy Uy

d(1,1,1)10 000 2 000 —15 000
d(1,1,2) 9100 1600 — 7 500
d(1,2,1)) 7300 1600 — 9 000
d(1,2,2)) 6400 1200 — 1 500
d(2,1,1) 4600 1800 —13 500
d(2,1,2) 3700 1400 — 6 000
d(2,2,1) 1900 1400 — 7 500
d(2,2,2) 1000 1000 0

165
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1.5.3 Einbettung der Test- und Schitztheorie in die
statistische Entscheidungstheorie



I
Bem. und Bsp. 1.45 (Einbettung der Schitztheorie)

Die Aufgabe, einen Parameter aus einer 1.i.d. Stichprobe zu schétzen, kann
in die Entscheidungstheorie eingebettet werden.

(Xy...,X,) = 9y (Zweimal am Tag zeigt eine stehengebliebene Uhr die
aktuelle Uhrzeit absolut korrekt an.).

Diese Einbettung umfasst auch Regressionsmodelle, betrachte dazu die
folgende Bemerkung.



Bem. 1.46 (Zur Einbettung von Regressionsmodellen)

8
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Bsp. 1.47 (Einbettung Testtheorie)

Auch die iiblichen Testprobleme lassen sich in die Entscheidungstheorie
einbetten.

Weiteres Beispiel fiir Test: the lady tasting tea — spitere Ubungsaufgabe
Wir werden spéater generell auch randomisierte Aktionen zulassen.
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1.5.4 Komplexitit datengestiitzter Entscheidungsprobleme,
konditionale versus frequentisitische Sicht



2 Entscheidungskriterien

51
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2.1 Vorbereitende Uberlegungen

2.1.1 Entscheidungsregeln — Entscheidungsprinzipien

Bem. 2.1 (Entscheidungsregeln und Entscheidungsprinzipien)

e Fiine Menge ist linear geordnet bzw. eine
Ordnung < ist vollstindig, wenn fiir zwei Elemente a, b stets gilt

a < b oder a > b oder a ~ b. (~ : dquivalent)

Beispiele:
IR ist beziiglich der iiblichen Ordnung vollstandig geordnet, aber IR"
etwa beziiglich der komponentenweisen Ordnung nicht.
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e Mit Entscheidungsregeln bringt man die Aktionen in eine vollstandige,
lineare Ordnung

+ Ist der Aktionenraum endlich, dann gibt es ,grofite”/ | beste”
Aktionen.

— Allerdings: Fiir die konkrete Gestalt von Entscheidungsregeln gibt es
i.a. keinen universalen Giiltigkeitsanspruch.

o Fntscheidungsprinzipien sind Grundsétze fiir die Auswahl von
Aktionen, die beanspruchen, allgemeine Rationalitatsprinzipien zu
Seln.

Dafiir ist ihre ,,Ordnungskraft® nicht so stark: Man wird im Allgemeinen
nur gewisse ungiinstige Aktionen als ,,unzuléssig™ ausschlieflen konnen.
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e Spater werden wir sehen: Entscheidungsprinzipien sind unabhéangig
vom  Unsicherheitsverstindnis (ob Typ 1 oder Typ II), die
Entscheidungsregeln hingegen nicht.



Zulassigkeit und Dominanzprinzip

8



Def. 2.2 (Dominanzrelationen)

Selen aj, as € A.

a) a; dominiert ay <=
u(ar, ) > ulas,¥)  fiir alle ¥ € ©.
Man schreibt:

a; =~ a

b) a; dominiert ay strikt <=
u(ar, ) > ulag,¥)  fiir alle ¥ € ©.



und

u(ar, ) > u(as,v¥)  flir mindestens ein ¥ € O.

Man schreibt:

a1 ~ a9

c) a; dominiert ay stark <=

Man schreibt:

u(ar, ) > u(as,v)  fliralled € ©

a; =~ a9

87
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d) ay, as sind dquivalent <=

a; >~ a; und as > aq

Man schreibt:

ap ~ ag

e [iir dquivalente Aktionen gilt:

a; ~ay; <= ula,V) =ulay,d)  fiiralled € ©

e GemiB der in Bem. [1.6 postulierten Aquivalenz von Nutzen- und

Verlustsicht kehren sich bei Verlusttafeln die ,, Vorzeichen® in Det. 2.2

a) bis ¢) einfach um, z.B.:
a; = ay <= la,V9) <lag,v)  fiiralled € ©
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e Die Dominanzrelationen gelten 1.A. nicht fiir beliebige Paare
von Aktionen: sie sind mnicht wvollstindig. Sie liefern jedoch eine
Klasseneinteilung der Aktionen.



Def. 2.3

Eine Aktion a € A heifit admissibel (zulissig) <=

a wird von keiner Aktion strikt dominiert.

Die Aktion a € A heifit inadmissibel (unzuldssig) <=

Es gibt eine Aktion a’, so dass a’ = a.

90
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Bem. 2.4 (Dominanzprinzip)

Im Folgenden werden zwei aquivalente Formulierungen gegeben:

Dominiert die Aktion a; die Aktion ay strikt, das heiflt, gilt:

ap ~ ao,

so ist es nicht verniinftig, die Aktion as zu wahlen.

oder:

Es ist nicht verniinftig, eine inadmissible Aktion zu wéahlen.

92



Bem. 2.5

93

Das Dominanzprinzip ist das Rationalitatsprinzip der hier zugrunde
gelegten Form der Entscheidungstheorie schlechthin.

Die in Bemerkung

2.4

der getroffenen Grundannahmen der Giiltigkeit

des Dominanzprinzips kann man somit als Test tiir das Zutreffen des hier
verwendeten Modellierungsrahmen ansehen.

Hat man bei der Betrachtung einer Entscheidungstatel das Gefiihl, dass
die Allgemeingiiltigkeit des Dominanzprinzips bezweifelt werden kann,
muss man priifen, ob nicht grundlegende Annahmen wie insbesondere die
Handlungsunabhéangigkeit der Zustande verletzt sind.
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Bem. 2.6 (Potentielle Inadmissibilitit beim Ubergang zur
gemischten Erweiterung)

Vorsicht: Man kann bereits an einfachen Beispielen sehen, dass beim
Ubergang einer ,.reinen“ Aktionenmenge A zur gemischten Erweiterung
M(A) Aktionen, die in A zuldssig sind, in M(A) inadmissibel werden

konnen.
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Def. 2.7 ((Wesentlich) vollstéindige Klassen)

a) Eine Teilmenge C C A heifit vollstindig (complete) <=
Fiir jede Aktion a € A\ C gibt es ein a* € C, so dass

a® > a

b) Eine Aktionenmenge C C A heifit wesentlich vollstindig (essentially
complete) <=
Zu jeder Aktion a € A (oder A\ C) gibt es ein @’ € C, so dass

/
a >~ a.
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Bem. 2.8

i) Vollstandige Klassen miissen alle admissiblen Aktionen enthalten; sie
konnen auch nicht-admissible Aktionen enthalten.

ii) Interessant sind vor allem minimale Klassen, also (wesentlich)
vollstandige Klassen zu denen keine Untermengen existieren, die
ebenfalls (wesentlich) vollstdndig sind. Eine minimal vollsténdige Klasse

ist eindeutig, minimale wesentlich vollstandige Klassen kann es mehrere
geben.
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iii) Minimal vollstdndige Klassen miissen nicht existieren. Wenn eine
minimal vollstandige Klasse C,;, existiert, dann gilt

Cun= [] C

Cvollstandig

und

(Dmin — Aad-

iv) Eine minimale wesentlich vollstandige Menge (keine Eindeutigkeit)
bildet die weitestgehende Reduktion eines Entscheidungsproblems auf
seinen ., wesentlichen“Kern. Sie enthilt aus jeder Aquivalenzmenge von
admissiblen Aktionen genau einen Repréasentanten.
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Optimalitiatskriterien

Def. 2.9 (Optimalititskriterium / Entscheidungsregel)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, O, u(-)).

Eine Abbildung

d: A — RY
a — P(a)

heifit g-stufiges Optimalititskriterium oder Entscheidungskriterium.

Die Entscheidungsregel lautet dann: Suche
a" € A mit d(a”)>Pa) VaecA. (2.1)
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a* heiit dann ®-optimale Aktion, wobei im Fall ¢ > 2 > die
lexikographische Ordnung meint.
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Bem. 2.10 (Nichtexistenz optimaler Aktionen)

Es muss weder eine optimale noch eine zulassige Aktion existieren.
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Bem. 2.11

Es scheint mir niitzlich, den Begriff der wesentlichen Vollstandigkeit auch
auf Optimalitatskriterien auszudehnen. Man wiirde dann eine Menge Cg C
A als wesentlich wvollstindig beziiglich dem Optimalitdtskriterium ©
bezeichnen, wenn es zu jedem a € A ein o’ € Cg gibt, so dass ®(a’) >

P(a).
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2.2 Entscheiden unter Sicherheit

Betrachtet wird hier der Fall |©| = 1 (bzw. die Situation wu(a,d) bzw.
[(a,) konstant in ¥ € O fiir alle a € A). Da hier keine Unsicherheit
iiber die Umweltzustéinde herrscht (bzw. der Nutzen konstant in den
Umweltzustdnden ist), muss man ,nur® noch diejenige(n) Aktion(en)
suchen, die maximalen Nutzen liefert/liefern. Ein Problem dabei ist,
dass bei den in der Praxis iiblicherweise betrachteten Problemen A
hoch dimensional ist und nur durch eine Vielzahl von Restriktionen
Jindirekt beschrieben wird. Die Aufgabe, das Maximum (Minimum)
einer Funktion (hier des Nutzens) iiber einer bestimmten Menge (hier der
Aktionenmenge) zu finden, ist ein sehr géngiges Problem, das in vielen
Kontexten auftritt und deshalb eine wichtige Rolle in der numerischen
Mathematik spielt (Optimierung unter Nebenbedingungen).
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Wir werden im folgenden v. a. lineare Optimierungsprobleme betrachten.
Die entsprechenden Techniken und Resultate erlauben nicht nur

e cine effiziente Losung von Entscheidungsproblemen unter Sicherheit
sondern bilden auch

e cine wesentliche Grundlage zur mathematischen Behandlung von
Entscheidungsproblemen unter Unsicherheit, wie sie in den folgenden
Abschnitten betrachtet werden.
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2.2.1 Grundlegendes: Lineare Optimierung

e Optimierung: Suche FExtremstellen (Minimum, Maximum) -einer
Funktion f : D; — R, {iber einer Menge Dy C D;. Dabei

« wird jetzt f(-) meist als Zielfunktion bezeichnet, und

x Dy ergibt sich iiber ,, Restriktionen, Nebenbedingungen*
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e [ineare Optimierung, lineare Programmierung:
sowohl f(-) als auch die D, beschreibende Nebenbedingungen sind
linear in den Komponenten (,, Variablen®) & € Dy

e endliche lineare Optimierung (hier im folgenden vorausgesetzt)

x* D1 C R™ m < oo : die Anzahl der Variablen ist endlich.

)

x die Anzahl der linearen Nebenbedingungen ist endlich. Damit ist D»
eine polyedrische Menge bzw. meist ein konvexes Polyeder.
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2.2.2 Typische Beispiele und Problemstellung

Bsp. 2.12 (Produktionsplanung)

Maximiere Gesamtgewinn aus verschiedenen Produkten unter
Restriktionen an

e Produktmenge (Lagermenge, Transportmenge)
e Produktionskapazitéat

e Ressourcenmenge

bei als fest angenommenem Preis und unbegrenztem Absatz.
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Etwa im Beispiel [1.17. Ist beispielsweise bekannt, dass je Mengeneinheit
von Produkt 1 ein Gewinn von 3€ und bei Produkt 2 von 4€ pro
Mengeneinheit, erzielt wird, so lautet der Ansatz zur Bestimmung des
gewinnoptimalen Plans:
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Bsp. 2.13 (Mischungsprobleme)
Minimiere Kosten bel FEinsatz verschiedener Ressourcen unter

Nebenbedingungen an einzelne Komponenten (z.B. verschiedene
Diingemittel mit verschiedenen Anteilen mehrerer Nahrstoffe)
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Bsp. 2.14 (Investitionsplanung)

Minimiere laufende Investitionskosten unter Bedingungen an
Fertigungskapazitat und Investitionsbudget.
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Bsp. 2.15 (Transportoptimierung und Zuordnungsprobleme)

e Verteile  Einheiten  kostenoptimal  unter  Restriktionen  an
Einsatzbereiche (z.B. minimiere Fahrzeiten einer Menge von
Notarztwagen an verschiedenen Orten unter der Bedingung, dass

alle Einsatzorte bedient werden)

e verteile Servicekrafte aut verschiedene zu bedienende Bereiche optimal
hinsichtlich der bendétigten Einarbeitungszeit

Diese Fragestellungen fiihren meist explizit auf ganzzahlige Probleme,
diese werden hier nur am Rande betrachtet
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2.2.3 Standard-Probleme der linearen Optimierung und
ihre Losung

Da lineare Optimierung spéater auf verschiedene Art verwendet
wird, werden hier die Grundkonzepte allgemein besprochen. Zu
maximieren /minimieren ist eine lineare Funktion ¢!w bei gegebenem c
(z.B. Preise/Kosten) in der Variablen w iiber einem konvexen Polyeder
der Form R-w > b bzw. R-w < b, also z.B. der Ationenmenge A.



Def. 2.16 (Standard-Minimum-Problem und
Maximum Problem)

Ein Optimierungsproblem der Form
¢’ -w — min
(I1xn)(nx1) w

unter den Nebenbedingungen

113
Standard-

(2.9)

(2.3)
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heit  Standard-Minimum-Problemf| (in  der Variablen w =
(w[1], ..., wn])" € (RY)" mit der Zielfunktion ¢! -w).

Jedes die Restriktionen (2.3) erfiillendes w mit ¢! - @ > —oo heifit
zuldssig) oder zuldssige Losung (des Standard-Minimum-Problems).

Eine zuldssige Losung w* heiBt Optimallisung’ des Standard-Minimum-
Problems, wenn fiir jedes zuléssige w gilt: ¢! -w > ¢! w*.

2Die in der Literatur verwendeten Bezeichnungsweisen sind sehr heterogen. Gleiche Begriffe kénnen bei
unterschiedlichen Autoren durchaus Verschiedenes bedeuten; dies gilt insbesondere fiir die Termini ,,Standard-Form”
und ,,kanonische Form.

3Vorsicht: Leider wird hier, wie in der Literatur iiblich, der Begriff Zuldssigkeit in einem doppelten Sinne gebraucht.
Zulassigkeit von Aktionen als nicht strikte Dominiertheit und Zulédssigkeit als Vertriaglichkeit mit den Nebenbedingungen.
Im Entscheidungsproblem unter Unsicherheit ist dabei eine zulédssige Aktion im ersten Sinne bereits eine Optimallosung
(Dominanz und Optimalitét fallen bei |©] = 1 zusammen); ansonsten sind aber Verwechslungen wohl ausgeschlossen.

4Man beachte, da8 hier nur von Zuléissigkeit und Optimalitit gesprochen wird, wenn der zugehérige Wert ¢ -w endlich
ist.
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Analog heifit ein Optimierungsproblem Standard-Maximum-Problem (in
der Variablen w = (w[l],...,wn])! € (R7)" mit der Zielfunktion c' -
w ), wenn es folgende Gestalt besitzt:

¢’ ~w — max (2.4)

(I1xn)(nx1) w

unter den Nebenbedingungen

VAN

R-w b
mxn)(nx1) (mx1)
w > 0 . (2.5)
(nx1) (nx1)

(
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Jedes die Restriktionen (2.5)) erfiillende w mit ¢! -w < oo heifit zuldssig
oder zuldssige Losung (des Standard-Maximum-Problems).

Eine zuldssige Losung w* heif3t Optimallosung des Standard-Maximum-
Problems, wenn fiir jedes zulissige w gilt: ¢! -w < ¢! w*.

Dabei wurde von folgenden Konventionen Gebrauch gemacht:

1. Bei einem Vektor y € IR? bezeichnet y|¢] fir jedes £ € {1,...,q} die
(-te Komponente von y.

2. Fiir zwei Vektoren y € IR? und z € IR? sind die Relationen , <", | >”

) ) —

und ,,.=" jeweils komponentenweise zu lesen. Beispielsweise gilt also:
y < z <=yl < z|, vee{l,...,q}.
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Bem. 2.17 (Alle Probleme kénnen auf die Standardformen
gebracht werden.)

Jede lineare Optimierungsaufgabe a3t sich als ein Standard-Minimum-
Problem und als ein Standard-Maximum-Problem formulieren:

e Durch Multiplizieren mit (—1) konnen Maximierungsprobleme
in  Minimierungsprobleme und Restriktionen der Form ,<” in
Nebenbedingungen der Gestalt ,>" umgewandelt werden (und
umgekehrt).

e Gleichheitsbedingungen in den Nebenbedingungen lassen sich in zwel
Ungleichungen auflosen.
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e Auch mit negativen Variablen kann umgegangen werden; man schreibt
sie als Differenz zweier nichtnegativer Variablen.

Typischerweise bieten aus diesem Grund Programmpakete meist nur eine
bestimmte Form an. ]
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Proposition 2.18 (Zur Losungsmenge linearer Programme)

Gegeben sei ein  Standard-Minimum-Problem (bzw. ein Standard-
Maximum-Problem) geméf Definition [2.16, Dann gilt:

1. Ist die Menge aller zulassigen Losungen nach unten bzw. nach oben
beschrankt, so existiert genau dann eine Optimallosung w*, wenn es ein
zuldssiges w gibt.

2. Die Menge W* aller Optimallosungen ist konvex und abgeschlossen. O
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Bem. 2.19 (Zur L6sung von Ungleichungen)

Man kann mit Hilfe der linearen Optimierung auch iiberpriifen, ob ein
Ungleichungssystem

R-w<b
eine Losung hat.

Dazu ersetzt man eine Komponente von b (z.B. b[1]) durch eine weitere
Variable z und untersucht, ob das Problem

Z — min
unter den Nebenbedingungen
7’11"(1}[1] +7°12-w[2]+ o=z <0
rio - W2 4 ron - w2 .. < b[2]

eine Losung kleiner gleich b|1] hat.
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Alternativ kann man eine kiinstliche, beschriankte Zielfunktion einfiihren
und das Problem

vV — Imax
v, W

unter den Nebenbedingungen
R-w<b

v <1
betrachten. Man erhélt hier theoretisch sogar alle Losungen.
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Bem. 2.20 (Berechnung von Optimallésungen)

e Zur Losung linearer Optimierungsprobleme steht eine Vielzahl von
Algorithmen zur Verfiigung. Das alteste und bekannteste Verfahren
ist das so genannte Simplex-Verfahren, das auch in allen gidngigen
Programmpaketen implementiert ist.

Es benutzt — wie seine vielen Abwandlungen (und Weiterentwicklungen)
— die Tatsache, dass geméaf3 Satz|1.23 einer der Extremalpunkte zu einer
Optimallosung fithren muss, und sucht daher in ., geschickter Weise® die
Extremalpunkte ab.

Daneben gibt es noch eine Reihe von sehr effizienten ,,innere-Punkte-
Methoden“— Literatur.

e Bei zwei (oder drei) Variablen ist auch eine graphische Losung maoglich.



Bsp. 2.21 (Graphische Lésung von Beispiel

1.17

123
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2.2.4 Dualitiat der linearen Optimierung I

Jedem linearen Programm in Standardform kann ein sogenanntes duales
Programm zugeordnet werden. Es entsteht dadurch, dafl man von einem
Minimierungsproblem zu einem Maximierungsproblem (und umgekehrt)
ibergeht und dabei fiir jede Restriktion des urspriinglichen Problems eine
neue Variable einfiihrt. Als neue Koefhizientenmatrix der Restriktionen
dient die Transponierte der urspriinglichen Koeffizientenmatrix. Ferner
sind auch die Rollen von ¢ und b zu vertauschen: ¢ wird zum Spaltenvektor
der Restriktionen, wahrend nun b zu einem Faktor des die Zielfunktion
bestimmenden Skalarprodukts wird.
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Def. 2.22 Duale Standard-Minimum- und Standard-
Maximum-Probleme

Gegeben sei das Standard-Minimum-Problem in der Variablen w aus
Definition [2.16. Dann heif3t die Optimierungsautgabe

b' -u  — max (2.6)

(Ixm)(mx1) u

unter den Nebenbedingungen

R.u < ¢
(nxm)(mx1) (nx1)
u > (2.7)
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das zugehoérige duale Standard-Mazrimum-Problem. In diesem
Zusammenhang wird dann das urspriingliche Problem als primales
Standard-Minimum-Problem bezeichnet.

Analog wird bei gegebenem Standard-Maximum-Problem in der Variablen
w die Optimierungsaufgabe

b' -u  — min (2.8)

(Ixm)(mx1) u
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unter den Nebenbedingungen

R'vu >

C
(nxm)(mx1) (nx1)
(U (2.9)
(mx1) (mx1)

als zugehodriges duales Standard-Minimum-Problem bezeichnet. Das
urspriingliche Problem heilt dann primales Standard-Maximum-

Problem. ]

Der Zusammenhang zwischen Primalprogramm und Dualprogramm geht
iber die oben beschriebene, auflere Komplementaritat weit hinaus:
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Proposition 2.23 Zur Beziehung zwischen Primal-Problem
und Dual-Problem

Gegeben sei das Standard-Minimum-Problem (2.2f.) in der Variablen
w und das zugehorige duale Standard-Maximum-Problem (2.6f.) in der
Variablen u. Dann gilt:

1. Das duale Standard-Minimum-Problem zu (2.6f.) ist wieder das
urspriingliche Standard-Minimum-Problem (2.2f.).

2. Ist w eine zuldssige Losung eines Standard-Minimum-Problems und
u eine zulédssige Losung des zugehorigen dualen Standard-Maximum-
Problems, so gilt

¢ > b
w und @ sind genau dann Optimallosungen, wenn in dieser Beziehung

(Gleichheit herrscht.
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3. Das primale Standard-Minimum-Problem besitzt genau dann eine
Optimallosung w*, wenn fiir das duale Standard-Maximum-Problem
eine Optimallosung u* existiert. Geméall oben sind dann beide
Kriteriumswerte ¢’ -w* und b’ -u* gleich. O



Bsp. 2.24 (Zur Dualitiat im Bsp.

1.17
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Bem. 2.25

Die Optimallosung (u*[1],...,u*[m])! des dualen Standard-Minimum-
Problems besitzen auch eine inhaltliche Interpretation. Ihre Komponenten
werden als Schattenpreise oder Opportunititskosten bezeichnet und
geben an, um wie viel sich der Zielfunktionswert andert, wenn sich die
zugehorige Restriktion im primalen Programm um eine Einheit erhoht,
sofern diese Anderung als klein angesehen werden kann, so dass die
Restriktionen nicht ,,grob” verletzt werden. Man erhalt also sozusagen
den Betrag, den man maximal bereit wére, fiir eine Erweiterung der
Restriktion um eine Einheit zu zahlen.



Bsp. 2.26 (Schattenpreise im Bsp.

(Fortsetzung von Bsp.

2.21

)

1.17
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2.2.5 Kanonische Form, Schlupfvariablen

In gewisser Weise ausgezeichnet sind spezielle Standard-Minimum-
Probleme und Standard-Maximum-Probleme, bei denen alle Restriktionen
in Gestalt von Gleichungen vorliegen. Dies lésst sich stets dadurch
erreichen, dass man wie in Definition 2.27] in jeder Nebenbedingung
eine nichtnegative Hilfsvariable (,,Schlupfvariable”™) subtrahiert bzw.
hinzuaddiert, die die Differenz zwischen beiden Seiten der Ungleichungen
cauftangt”. In die Zielfunktion gehen Schluptvariablen nicht mit ein.
Wichtig ist es, auf ihre Nichtnegativitit zu achten, da sonst die
urspriinglichen Restriktionen nicht mehr erfiillt sein miissen.
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Def. 2.27 (Kanonische Form)

Gegeben sei das Standard-Minimum-Problem (2.2f.) in der Variablen w.
Das Optimierungsproblem

¢’ w — min (2.10)
unter den Nebenbedingungen’
w
R, —I,] [wS] = b (2.11)
w > 0 (2.12)
(nx1) (nx1)
ws > 0 (2.13)

(mx1) (mx1)

®Dabei bezeichnet I, fiir jedes m € IN die m-dimensionale Einheitsmatrix.



heiit  (zugehdriges) Standard-Minimum-Problem
Form (in der (Haupt)Variablen w mit der Schlupfvariablen ws =

(w[1], ..., ws[m])?).

Analog heiflt fiir das Standard-Maximum-Problem
w das Optimierungsproblem

¢l w — max

w

135

. kanonischer

2.4

f.) in der Variablen

(2.14)
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unter den Nebenbedingungen

w

R, I,)] [w] — b (2.15)
w > 0 (2.16)
(nx1) (nx1)
ws > 0 (2.17)
(mx1) (mx1)

(zugehoriges) Standard-Mazimum-Problem in  kanonischer Form
(in der (Haupt-)Variablen w mit der Schlupfvariablen ws =
(w,[1], ., wfm])") 0
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Bsp. 2.28 Standard-Maximum Problem in kanonischer Form
im Beispiel 1.17

Man bestimme das Standard-Maximum-Problem in der kanonischen Form.
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Offensichtlich besteht folgender Zusammenhang zwischen den Losungen
eines Standard-Minimum- bzw. eines Standard-Maximum-Problems und
den Losungen des zugehorigen Problems in kanonischer Form:

Bem. 2.29 (Losungen bei kanonischer Form und
urspriinglicher Form)

Betrachtet man ein Standard-Minimum-Problem gemafi (2.2f.) bzw. ein
Standard-Maximum-Problem laut (2.4f.) sowie die in (2.10ff.) und (2.14ff.)
beschriebenen zugehorigen Standard-Minimum-Probleme bzw. Standard-
Maximum-Probleme in kanonischer Form. Dann gilt:
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1. Ist (w[1], ..., w[n], wy[1], ..., ws[m])! zulissig (resp. eine Optimallsung)
fiir das Problem in kanonischer Form geméfl (2.10ff.) bzw. (2.14ff.),
so ist (wl[l],...,w[n])! zuldssig (resp. eine Optimallosung) fiir das
entsprechende Problem (2.2f.) bzw. (2.4f.).

2. Umgekehrt gibt es zu jeder zuldssigen (resp. optimalen) Losung
(w[1], ..., w[n])! des Problems (2.2f.) bzw. (2.4f.) eine zulissige (resp.
optimale) Losung (w[1], ..., @w[n|, wy[1], ..., wsm])? des zugehorigen

Problems in kanonischer Form laut (2.10ff.) bzw. (2.14ff.). O
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Der praktische Nutzen der Verwendung von Schlupfvariablen liegt darin,
dass man durch sie erkennen kann, bei welchen Restriktionen noch , Spiel
ist”, d.h. welche Kapazitatsbeschrankungen nicht zur Génze ausgeschopft

werden.
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2.2.6 Dualitat II: Der Satz vom komplementiaren Schlupf

Vom theoretischen wie praktischen Blickwinkel ist der Satz vom
komplementaren Schlupf (s.u.) von groser Bedeutung. Wendet man zu
seiner Vorbereitung die Dualitatsbetrachtungen aus Definition [2.22 aut
Standard-Minimum- bzw. Standard-Maximum-Probleme in kanonischer
Form an, so erhalt man:




142

Bem. 2.30 Dwuale Programme bei Programmen in
kanonischer Form

[st ein Standard-Minimum-Problem in kanonischer Form der in (2.10ff.)
beschriebenen Gestalt gegeben, so lautet das zugehorige duale Standard-
Maximum-Problem in kanonischer Form:

b’ - u — max (2.18)

unter den Nebenbedingungen

RT, I,]- [“] = ¢ (2.19)

Uy

u > 0 (2.20)
(mx1) (mx1)

w > 0 (2.21)
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Entsprechend lautet das zu einem Standard-Maximum-Problem in
kanonischer Form (vgl. [2.14ff.) gehorende duale Standard-Minimum-
Problem in kanonischer Form:

b’ - u — min (2.22)

unter den Nebenbedingungen

R', —1I,]- [;‘] = c (2.23)
u > 0 (2.24)

(mx1) (mx1)
u. > 0 (2.25)
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Natiirlich behalten die Dualitatsergebnisse aus Proposition [2.23 ihre
Giiltigkeit. Dariiber hinaus lasst sich jedoch ein fundamentaler
Zusammenhang zwischen den Optimallosungen eines Problems und den
Schlupfvariablen des zugehorigen dualen Problems herleiten. Es kann
namlich aus der Existenz von echt von Null verschiedenen Komponenten
einer Optimallosung auf das Verschwinden der entsprechenden Haupt- bzw.
Schluptvariablen in allen Optimallosungen des zugehorigen Dual-Problems
geschlossen werden. Auch ist es moglich, zuldssige Losungen aufgrund ihres
Schlupfes unter Umsténden als optimal zu charakterisieren:
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Proposition 2.31 (Der Satz vom komplementiren Schlupf)

Betrachtet werde ein Standard-Minimum-Problem bzw. ein Standard-
Problem in kanonischer Form gemafl (2.10ff.) bzw. (2.14ff.) und das

zugehorige duale Problem in kanonischer Form, wie in (2.18ff.) bzw.
(2.22ff.) beschrieben. Dann gilt:

1. Ist (QIJT,iDST)T eine zulassige Losung des primalen Problems und

~7 -1 . . . .
(uT, u}r) eine zulassige Losung des zugehorigen dualen Problems, so

sind beide genau dann optimal, wenn gilt

! -+ Wl u=0. (2.26)



Korollar 2.32

In der Situation von Proposition

a) Gibt es eine Optimallosung

2.31

oilt fir alle y =1, ...

(w*[1], ..., w*[n], w*[1], ..., w*[m])"

fiir das primale Problem mit

SO 1st

fiir alle Optimallosungen

(u*[1], ..., w*[m], (1], ..., w'[n])"

des zugehorigen Dualproblems.

r
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b) Gibt es eine Optimallosung

(w[1], ..., w*m], ui[1], ..., wn])?

des Dualproblems mit

u'lj] >0,
SO 18t
wj] =0
fiir alle Optimallosungen
(w*[1], ..., w*|n], wi|1], ,wi[m])T

des primalen Problems. O
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Bsp. 2.33 (Der Satz vom komplemtiren Schlupf im Beispiel

[llustrieren Sie anhand von Bsp
Schlupt!

1.17

den Satz vom komplementaren

2.28




2.2.7 Erweiterungen

Es gibt eine Reihe wichtiger Erweiterungen:

e nichtlineare Zielfunktionen

149

Hier gibt es eine Vielzahl von leistungsfahigen Algorithmen. Ist die
Zielfunktion der Quotient zweier linearer Funktionen, so lasst sich

eine geeignete Verallgemeinerung von Satz

1.23

und damit auch des

Simplex-Algorithmus finden (,, Quotientenoptimierung").

Bei allgemeinen Zielfunktionen wird das Extremum nicht notwendig in

cinem Extremalpunkt angenommen.
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Betrachtet man beispielsweise (Varianz der Bernoulli-Verteilung)

p(l —p) — max
p =0
4 2 _17
so liegt die Optimallosung p* bei %
Dennoch lassen sich quadratische Optimierungsprobleme (wie z.B. das
KQ-Kriterium unter Nebenbedingungen) mit einem Simplex-ahnlichen

Verfahren 16sen (etwa: Biining et. al., 2000, Kap. 8.9).
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e Parametrische Optimierung:
Die Zielfunktion und/oder Restriktionen héngen von einem Parameter
ab.
(Wichtig z.B. fiir Sensitivitatsanalysen) Auch hier sind Varianten z.B.
des Simplex-Vertahren moglich.

e GGanzzahlige Optimierung
Sind die Losungen inhaltlich zwingend ganzzahlig (z.B. die Aufteilung
von wenigen unteilbaren Ressourcen), so ist eine eigenstandige
Betrachtung notig.
Ein besonderer Spezialfall ist die Boolesche Optimierung, bei der nur
0, 1-Variablen zugelassen sind.
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2.3 Minimax/Maximin Aktionen
2.3.1 Das Kriterium: Motivation und Definition

Bsp. 2.34 (Motivationsbeispiel Kuchen teilen) vgl. das Bsp. in
Abschnitt 11.5.5
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Def. 2.35 (Maximin/Minimax-Aktion)

a) Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, 0 u(-)) in
Nutzenform.

Dann heifit a* € A Maximin-Aktion, wenn

. F s | |
érelgu(a ) > &%u(a, ¥) Va e A (2.27)

b) Bei einem datenfreien Entscheidungsproblem in Verlustform (A, ©,1(+))
heiffit a* € A Minimax-Aktion, wenn gilt

supl(a®,9) < supl(a,v) Va e A. (2.28)
veO (US(S
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Bem. 2.36

Man verwendet als Kriteriumsfunktion

d:A—R
a — i%fu(a, V)
bzw.

d: A —- R

a — —supl(a, )
9
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Abraham Wald (1902 — 1950)

Foto: Oberwolfach Photo Collection
(http://owpdb.mfo.de/person detail 7id=4398 [Stand: 01.07.2013])



156
Bsp. 2.37 (Ausflugs und Omelettenproblem)
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Bsp. 2.38 (Maximin-Entscheidungsfunktion im
Investitionsproblem)

Betrachten Sie das Investitionsproblem mit der in der in Kapitel [1.5
beschriebenen Informationsstruktur:

Datentreies Entscheidungsproblem Informationsstruktur

v P Vs Iy X2 T3

aq |10 000 2 000 —15 000 ¥110.6 0.3 0.1
as| 1000 1000 0 ¥510.2 0.4 0.4
¥510.1 0.4 0.5

Notation wiederum:

d(iy, is, . ..,i5) fiir d—(x? x?"”%)
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Bestimmen Sie die Maximin-Entscheidungsfunktion!



Datengestiitztes Entscheidungsproblem: Auswertungsproblem

H Vs Y3 | Minimum
d(1,1,1)10 000 2 000 =15 000 |- 15 000
d(1,1,2)] 9100 1600 — 7500 — 7500
d(1,2,1)] 7300 1600 —9000/— 9000
d(1,2,2)] 6400 1200 — 1500 — 1500
d(2,1,1)] 4600 1800 —13 500|— 13 500
d(2,1,2)] 3700 1400 — 6000 — 6 000
d(2,2,1)] 1900 1400 — 7500 — 7500
d(2,2,2)] 1000 1000 0]— 0
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Bem. 2.39 (Randomisieren und Maximin-Kriterium)
Der Ubergang zur gemischten Erweiterung kann den Kriteriumswert
erhohen. Ist a* Maximin-Aktion in (M(A), ©,u(-)), so kann es sein, dass

inf @(a*,v) > inf u(a,¥) Va € A
(US(S (US(S
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2.3.2 Berechnung/Auffinden von Minimax-/Maximin-
Aktionen
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Bem. 2.40 (Die graphische Bestimmung von
Minimax /Maximin Aktionen bei zwelelementigem
Zustandsraum)
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Bem. 2.42 (Voriiberlegung zur Bestimmung von Maximin-
Aktionen iiber lineare Optimierung bei endlichen A und ©O)
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Proposition 2.43 (Bestimmung von Maximin-Aktionen iiber
lineare Optimierung)

Gegeben sei die gemischte Erweiterung (M(A), ©,u(-)) eines datenfreien
Entscheidungsproblem in Nutzenform bei endlichem A und endlichem ©.
Die randomisierte Aktion A\* = (A(aq),...,A(ay)) ist Maximin-Losung
genau dann, wenn sie Optimallosung des folgenden Optimierungsproblems
15t:

M — max
M,)\(al),...,)\(an)
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unter den Nebenbedingungen

i) Es entsteht also folgendes Standardmaximum-Problem in den Variablen

M, Xaq), ..., ay)

M — max

unter den Nebenbedingungen



VAN

VAN VAN VAN

1V

IV
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wobei stillschweigend (wegen der Nichtnegativitiat von M) vorausgesetzt
wurde, dass o. B. d. A. u(a;,¥;) > 0 fir alle ¢ = 1...,n und

Jj = 1, ,m ist. (Sonst gehe man tiber zu wu(a;,¥;) = wu(a;, V) —
minu(a@,ﬁj), was dieselben optimalen Werte von A(ap),...A(ay,)
i
liefert.)
Also:

M

(1,0,...,0) )\(_al> — max
: M )\(Cll) ..... )\(an)
Aay)

unter den Nebenbedingungen



[ Toloson) Tutano) T e | (20 (0N
| —u(ay, ) —ulas, Ou) — .. ulam ) | | 2@ [ X
o -1 T ROV

M 0

Ma) | o [ 0

Aay) 0

Sucht man die optimale unrandomisierte Aktion, so kann man diese

auch mithilte Boolscher Optimierung aus diesem Optimierungsproblem
gewlinnen.
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Def. 2.44 (Equalizer- Aktion, Aquilisator-Aktion)

Eine Aktion a € A mit in ¢ konstantem Nutzen heif3it Equalizer-Aktion
oder Aquilisator-Aktion.

Bsp. 2.46 (X als Minimax-Schiitzer bei Normalverteilung)

Anwendung in der statistischen Entscheidungstheorie:

Xy, ..., X, ii.d. ~ N(u, o)

Standardschitzer fiir p ist X, der auch unter allen erwartungstreuen
Schitzern die gleichméfBig kleinste Varianz besitzt. (UMVU, siche auch

Kap.

1.5

Frage: Ist X auch beziiglich des MSE als Risikofunktion

Minimax-Schatzer?
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2.3.3 Weitere Eigenschaften von Minimax-/Maximin-
Aktionen

Proposition 2.47 (Invarianz gegeniiber monotonen
Transformationen des Nutzens)

Sei g : R — R eine monoton steigende Funktion.
Betrachtet man die Entscheidungsprobleme (A, ©, u(-)) und (A, ©, gou(-))
mit

gou:Ax06O — R
(a,9) = g(ula, D)),

so gilt:
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i) Ist a* Maximin-Aktion in (A, ©,u(-)), so ist sie Maximin-Aktion in

|
(A, ©,g0ul(-)).

ii) Ist g streng monoton und |©] < oo, so gilt sogar: Eine Aktion a* ist
Maximin-Aktion in (A, ©,u(-)) genau dann wenn sie Maximin-Aktion

in (A, 0, gou()) ist.
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Bem. 2.48 (Tiicken und formale Kritik des Maximin-Prinzips)

a) Bei unendlichen Mengen miissen Minimax/Maximin-Aktionen nicht
existieren — Ubergang zu e-Minimax bzw. e-Maximin-Aktionen

inf u(a®,9) > inf u(a, ) — ¢, Va € A
(US(S) (USS)

(wird eher selten betrachtet, jedenfalls in der Vorlesung gar nicht.)

b) Minimax/Maximin-Aktionen miissen nicht eindeutig sein.

¢) Minimax/Maximin-Aktionen miissen nicht zuléssig sein.
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d) Beim Ubergang zur gemischten FErweiterung kann sich der
Kriteriumswert erhohen.

e) Kritik anhand der Metaregeln.

d1) Minimax/Maximin Kriterium ist nur bei endlichem © notwendig
kompatibel mit der Dominanzrelation.

Kompatibilitit mit der Dominanzrelation:
Ein  Optimalitatskriterium & ist  kompatibel mit der
Dominanzrelation, wenn fiir alle a, b € A gilt:

a=<b = ®&a) <D0 (2.29)
a<b = ®&a) < Db (2.30)
a<<b = P(a) < P(D) (2.31)
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d2) Die Spaltenlinearitét ist verletzt.

Spaltenlineritit:

Die durch @ induzierte Préaferenzordnung soll ungeandert bleiben,
wenn fiir einen beliebigen Zustand 9+ die Spalte der Nutzenwerte
um einen konstanten Betrag verandert wird

u(ay, V) u(ay, V) + ¢
u(ag, V) . u(ag, V) + ¢

ﬁ(am, 0 ) ;u(am, V) + ¢
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Satz 2.51 (Existenz Maximin-optimaler Ldsungen bei
endlichem O)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, ©,u(-)) mit
endlicher Aktionsmenge A und endlichem Zustandsraum ©. Dann existiert
eine Maximin-Aktion in A und in M(A).

Bewelis:

Korollar 2.53

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Menge aller Maximin-
Losungen konvex und abgeschlossen.
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Bem. 2.54 (Maximin-Regel: Zusammenfassung und
inhaltliche Kritik)
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2.4 Bayes-Aktionen; konditionale Bayes-Inferenz
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2.4.1 Entscheiden in der Risikosituation
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Bsp. 2.55 (Beispiel: Lotterie vgl. Bsp. in Abschnitt [1.3.2)

Urne mit g

(hier: 50) griinen, b (30) blauen und r (20) restlichen Kugeln.
Man kann

a1 nicht spielen
as zum Preis von 20 auf Griin setzen
a3 zum Preis von 10 auf Blau setzen
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Nur einmaliger, zufalliger Zug aus der Urne, man erhalt 100 Euro bei

Treffer:

ortin | blau | rest | Min
aq o 0 0 0
ar)| 80 -20]-20 -20
az| -10] 90| -10| -10

Wie wiirden Sie sich entscheiden?



181
Def. 2.56

Gegeben seien

e cin Entscheidungsproblem (A, O, u(-)) in Nutzenform
e cine o-Algebra o(0) iiber O, die alle Einpunktmengen {1} enthélt.

e Fin Wahrscheinlichkeitsmafl 7(-) tiber (0, 0(©)).

Dann heifit fir jedes a € A

E:(u(a)) = /@u(a,z?) dm (V) (2.32)

der Erwartungsnutzen von a.
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Bem. 2.57

e u(a, ) ist nun sozusagen eine ZufallsgroBe u(a)!
Ein Zufallsexperiment determiniert ¢/, damit also auch den konkret sich
einstellenden Nutzen
u(a) © - R bzw. (0,0(0)) — (R, B)
0 = u(a)(?) = ula, V)
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e Zu (2.32) sei nochmals an die Definition des allgemeinen Mafintegral
erinnert. Insbesondere gilt wiederum

* 7(-) stetig mit Dichte f(-), dann

Blula) = [ uta.0)f() a0

« m(-) diskret mit Wahrscheinlichkeitsfunktion 7({#})gee

E(u(a)) = Y ula,9)w({})

YeO
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Def. 2.58 (Bernoullikriterium)

In der Situation von Def. 2.56/ wahle man

S(-m): A—-R
a— Pla,m) =E (u(a))

als Kriteriumsfunktion!
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Bem. 2.60

Gerade bei diesem Kriterium ist es absolut essentiell, sich daran zu
erinnern, dass der Nutzen nicht notwendig linear in den Geldbetréagen ist.

Bem. 2.62 (Einbeziehen der Varianz)

V. a. bei wirtschaftlichen Anwendungen wird manchmal erginzend die
Varianz von wu(a,-) (oder ein anderes Risikomafl) mit einbezogen; man
spricht dann von (u, o)-Kriterien (p Mittelwert, o® Varianz).

Dies kann auf zwei Arten geschehen:



186

1) Zweistufige (u,o)-Kriterien (um zwischen Aktionen mit gleichen

Erwartungswerten zu differenzieren), also etwa:

Ao (5 )

im Sinne der lexikographischen Ordnung (bzgl. —v), also

D(a) > <I>( ) =
Ex(u(a)) > Er(u(a')) oder
Ex(u(a)) = Er(u(a’)) und V(u(a)) < Vr(u(a’))
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2) einstufige (u, o)-Kriterien mit der Kriteriumsfunktion

(a) = Ex(u(a)) — ¢+ /Vi(u(a))
¢ > 0 (iiblich): risikoavers, eventuell aber auch ¢ < 0: risikofreundlich

z.B. Gliicksspiel).
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2.4.2 Grundlagen der Bayesianischen Ansitze
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Bem. 2.63 (Erstes Bayesianisches / Subjektivistisches Paradigma)

Jede  Situation  unter  Unsicherheit — kann  durch  einen
Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F, 7(-)) beschrieben werden.

Im Kontext eines Entscheidungsproblems heifst die
Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 (-) iiber (©,0(0)) (a) Priori-Verteilung
(Verteilung ,,vor den Daten®) (zu (A, O, u(-))).



Quelle: http: //www .sipta.org/isiptall/index.php?id=finetti
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2.4.3 Bayes-Aktionen: Definition, Bestimmung und
wichtige Eigenschaften
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Def. 2.64 (Bayes-Aktion)

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem (A, O, u(-)).

a) Ist 7(-) eine Priori-Verteilung zu (A, ©, u(-)), so heifdt
S(-,m): A—-R

a— Pla,m) =K, (u(a)) = /@u(a, v) dm (1)

Bayes-Kriterium zu 7(-) und jede beziiglich dieses Kriteriums optimale
Aktion a* Bayes-Aktion beziiglich m(-).

B(w) == ®(a*, 7)
heit Bayes Nutzen beziiglich m(-)
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b) Eine Aktion a** heiit Bayes-Aktion (schlechthin), wenn es eine
Priori-Bewertung 7**(-) zu (A, ©, u(-)) gibt, so dass a** Bayes Aktion
beziiglich 77**(-) ist.
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Bem. 2.65

Beachte: , Rein mathematisch® besteht kein Unterschied zum
Bernoullikriterium; semantisch  handelt es sich aber bei der
Wahrscheinlichkeitsbewertung der Zustdnde um ein anderes Objekt,
namlich um eine subjektive Wahrscheinlichkeitsbewertung.
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Bem. 2.66

e [s ist einfach, Beispiele zu finden, bei denen alle Aktionen eines

Entscheidungsproblems Bayes-Aktionen sein konnen. Vorwurt der
Beliebigkeit.

e Hinweis auf das sog. Bayes-Umkehrproblem (Bem. [2.73)): Zu welcher
Aktion gibt es eine Priori-Bewertung, beziiglich derer die jeweilige
Aktion Bayes-Aktion ist?
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Bem. 2.68 (Der Bayes-Nutzen randomisierter Aktionen)

Fiir randomisierte Aktionen a ist unter schwachen
Regularitatsbedingungen (Anwendbarkeit des Satzes von Fubini)

( u(a, ﬁ)dﬂ(ﬁ)) da(a)
O
o

(2.34)
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also gilt etwa bei endlichen A, und ©:



Zu a, ;)
waz,
7=1

> vty

1=1

L

S

L

S

CD az,

.....

m(19;})

p({ai})

.....

{az})> m(19;})

m(17;}1) | p({ai})
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Proposition 2.70 (Berechnung von Bayes-Aktionen iiber
lineare Optimierung bei endlichem © und endlichem A)
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Bem. 2.73 Bayes-Umkehrproblem bei endlichem © und
endlichem A

Es soll die Menge 11, aller Priori-Verteilungen angegeben werden, fiir die
eine gegebene Aktion a € A Bayes-Aktion in A ist.
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2.4.4 Wichtige Satze iliber Bayes-Aktionen

Im folgenden |O] < oo, also endliche Zustandsmengen.

Viele Sétze gelten unter geeigneten Zusatzvorraussetzungen mutatis
mutandis auch fiir unendliche Zustandsraume.

(A nicht notwendig als endlich vorausgesetzt, da man ja auch M(A)

betrachten will.)
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a) Entbehrlichkeit randomisierter Aktionen

Satz 2.74 (Entbehrlichkeit randomisierter Aktionen)

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem (M (Ay), ©, @(+)), das die gemischte
Erweiterung eines Entscheidungsproblems (A, ©,u(-)) mit endlicher
Aktionenmenge A darstellt. Dann gilt fiir jede Priori-Verteilung 7 (+):

gl o gn Bayes-Aktion zur Bewertung 7(-), so gibt es auch
1 ... Pn

eine reine Aktion a € A, die Bayes-Aktion zu 7(-) in M(4) ist.

Ist a =



Korollar 2.75
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[n der Situation von Satz 2.74] gilt fiir jede Priori-Verteilung 7 (-):
Bayes-Aktionen zu 7(-) in Ay bleiben Bayes-Aktionen zu () beim

Ubergang zu M (Ay).

Beweis des Korollars:

Angenommen a; sei eine Bayes-Aktion zu 7(+) zu m(-) in Ay, aber nicht
Bayes-Aktion zu 7(-) in M(Ay). Dann gibt es ein a* € M(A) mit

d(a*, m) > P(ay, 7). (2.35)
Wegen Satz [2.74) gibt es dann eine reine Aktion a* € Ay, so dass auch a*

Bayes-Aktion in M(A) ist.
D.h. ®(a*, ) = ®(a*, 7). Wegen (

2.30

1st damit

d(a*, ) > Pag, 7).
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Beachte, dass a* € Ay; also ist aj nicht Bayes-Aktion zu 7(-) in A,
Widerspruch!

(Die Menge der reinen Bayes-Aktionen bildet so etwas wie eine wesentlich
minimal vollstandige Klasse beziiglich der durch &(-,7) induzierten
Ordnung)

Interpretation:
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Bem. 2.76 (Zum Beweis von Satz 2.51)

(Beweis hier auf zwei Arten, inklusive einer geometrischen
Veranschaulichung)
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b) Bayes-Aktionen und Zulissigkeit

Satz 2.77 Zulassigkeit von  Bayes-Aktionen zu nicht
entarteten Priori-Verteilungen

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem (A, ©, u(+)) mit Priori-Bewertung

m(-) so, dass w({¥,;}) > 0 fiir alle j.
Dann gilt: Jede Bayes-Aktion a* zu m(+) ist zuléssig.

Interpretation:
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Proposition 2.78

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem (A, ©,u(-)). Ist a € A eine
zulédssige Bayes-Aktion, so ist a auch zulédssig im Problem (M(A), ©, u(-)).

Neu ist hier die Aussage fiir 7({¢;}) = 0 fiir manche j. Fiir 7({¢;}) > 0
folgt die Aussage bereits aus Korollar 2.75 und Satz 2.77; nach dem
Korollar ist a auch Bayes-Aktion in der gemischten Erweiterung, aut die

dann Satz

2.77

angewendet werden kann.

Sind umgekehrt zuliassige Aktionen auch Bayes-Aktionen?
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Satz 2.79

Betrachtet werde ein Entscheidungsproblem (A, O, u(-)). Ist A konvex,
z.B. A = M(A) fiir eine geeignete Aktionenmenge Ay, dann gilt: Zu jeder

zuléssigen Aktion a gibt es eine Priori Verteilung 7¢(-) mit 7*({¢;}) > 0,
j=1,. , so dass a Bayes-Aktion zur Bewertung 7%(-) ist.

Interpretation:
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2.4.5 Bayes und Minimax
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Def. 2.80 (Ungiinstigste Priori-Verteilung)

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem (A, O, u(-)). Eine Verteilung 7~ ()
iiber (©,0(0)) heifit ungiinstigste Priori-Verteilung fur (A, O, u(-)),
falls fiir alle anderen Priori-Verteilungen 7(-) aus der Menge II aller
Verteilungen tiber (0, 0(©)) und fir die Bayes-Aktion a~ zu 7~ (+) gilt:

E-u(a™) < E;u(a™)
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Proposition 2.81

Unter sehr schwachen Regularitatsbedigungen gilt in obiger Situation:
a”~ ist Maximin-Aktion.

In Proposition 77 wurde ein Kriterium dafiir angegeben, wann eine
Aquilisator-Aktion auch Maximin-(Minimax-)Aktion ist.

Bayes-Aktionen liefern ein stdrkeres Kriterium, das auch praktisch
wichtiger ist, weil die Feststellung, Bayes-Aktion zu sein, oft leichter zu
treffen ist als die Feststellung, zulédssige Aktion zu sein.
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Proposition 2.82

Eine Aquilisator-Aktion, die zugleich Bayes-Aktion ist, ist auch Maximin-
Aktion.

Beweis:

Ist w(-) > 0, so ist jede Bayes-Aktion zuldssig, und der Satz ergibt sich

aus Satz 2.0
Sei nun allgemeiner 7(-) beliebig und ap: 1) Bayes-Aktion

2) equalizer-Aktion
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Dann gibt es

1) eine Bewertung 7, sodass
dlap,m) > P(a,w) fiir alle a € A (2.36)

2) eine Zahl ¢ mit
u(ap, ;) =c furallej=1,...,m (2.37)

Angenommen, ap ware nicht eine Maximin-Aktion. Dann gédbe es eine
Aktion aj; mit

i%fu(aM, v;) > c. (2.38)
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Dann wiirde folgen

Olay, m) = Erulay) = [ ulan,?) dm
>c Vi(vel. 2:39)

>/c m QZS]/ u(ag, = E,u(ag) = ®(ap, )

also
@(CZM,T() > CD(CZB,T('), (239)

und ap wire keine Bayes-Aktion.
Widerspruch.
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2.4.6 Konditionale Bayes-Inferenz: BegrifHicher
Hintergrund und ,,Erinnerungen®

In Kapitel [1.5.4]wurde davon gesprochen, dass die Losung/ Darstellung des
datengestiitzten Entscheidungsproblems iiber das Auswertungsproblem
und die damit verbunden Suche nach optimalen Entscheidungsfunktionen
durchaus auch auf Kritik stosst. Diese stiitzt sich v.a. einerseits

e auf die immense computationale Komplexitat
und andererseits ganz prinzipiell

e auf die Problematik kontrafaktischer Ereignisse bei der Bewertung von
Entscheidungstunktionen mittels der Risikofunktion.
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Dies legt eine konditionale Sicht als mogliche Alternative nahe: Es
werden optimale Losungen fiir die konkret beobachtete Datenkonstellation
{x} gesucht (,auf {x} konditionierte Betrachtung“). Dies fiihrt auf
die ,iibliche Bayes-Inferenz®, die mit Hilte der sogenannten Posteriori-
Verteilung gegeben die Daten arbeitet, und in diesem Sinne hier zur
Abgrenzung als ,, konditionale Bayes-Inferenz® bezeichnet werde.

Zur Vorbereitung werde an das Theorem von Bayes in seiner allgemeinen
Form erinnert:
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Proposition 2.83 (Allgemeines Theorem von Bayes)

Seien X und U zwei Zufallsvariablen mit  gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsfunktion fxg(-) bzw. Dichte fxp(-) (beziiglich
eines dominierenden o-finiten Mafles v ® A) und den bedingten
Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. bedingten Dichten fx(-|u) und
fuix(+|z) (beziiglich v bzw. ).

Dann gilt:

foix(ulz) = fXU(U;ZL()w.)fU(u) (2.41)

mit

fx(x) = /fXU(x]u) - fu(u) dv(u). (2.42)
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Bem. 2.84

Bei stetigem U mit Dichte fy(u) erhélt man also Proposition 2.83 mit

fx(x) = /fXU(:L’|u) - fu(u)du. (2.43)

Im Fall von diskreten Zufallsvariablen X und U — mit / als Tréger von U
— ergibt sich

PU = u}{X = z}) =

mit

P({X = 2}|{U = u}) - p({U = u})
(X = 2)) (244)

p({X =2}) =) p({X = 2}{U = u})-p({U = u}) (2:45)

ueld
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Betrachtet werde im Folgenden immer einer dieser beiden Spezialtalle .
Die allgemeinere Formulierung iiber beliebige Dichten beziiglich geeigneter
dominierender Mafle ist unproblematisch.
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Bem. 2.85 (Normierungskonstante)

fx(x) aus (2.42)) spielt die Rolle einer reinen Normierungskonstante, die
nicht von u abhéngt. Haufig reicht es daher, fx(x|u)- fr(u) zu berechnen.
Da man weif3, dass sich insgesamt eine Wahrscheinlichkeitsdichte ergeben
muss, kennt man implizit auch die Normierungskonstante.

Man schreibt dann mit oc als Symbol fiir ,, proportional zu*

fX\U(fL’\u) X fX]U(U\f) - fu(u).
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Bem. 2.86 (Konditionale Bayes-Inferenz: Konzeptionelle Hintergr

Gegeben sel ein datengestiitztes Entscheidungsproblem
(A, ©,1(+)); (X,0(X), (py(-))veo), wobei py(+) die Wahrscheinlichkeitsfunktion
bzw. Dichte fy(-) besitze, und eine Priori-Verteilung auf einem geeigneten
Mafiraum (O, o(0)) mit Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion 7(-).

Sei, als gedankliche Hilfskonstruktion, U (,Umwelt “  Natur *)

eine ,,Zufallsgrosse” (Zufallsvariable/-element), die das Eintreten des
Umweltzustands ¢} beschreibt und X eine Zufallsgrosse, die den Ausgang

des Informationbeschaffungsexperiments beschreibt. Dann gelte fiir die
Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion fyy(z,?¥) der gemeinsamen
Verteilung von X und U fiir alle x € X und ¢ € ©:

fxulx,9) =m(d) - folz)
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Das heif3t fiir alle x € X und v € O gilt

folz) = fxjp(x]d) ;
die Verteilung der Zufallsgrosse aus der Informationsstruktur wird als
bedingte Verteilung von X gegeben U interpretiert (!!).
Dann ergibt sich (!!!) fir jedes x aus dem Satz von Bayes
geméfl Proposition [2.83] fiir (eine Version der bzw.) die Dichte bzw.
Wahrscheinlichkeitsfunktion m(9|z) der bedingten Verteilung von U
gegeben X = x:

m(0lz) = c(x) - folx) - (V) (2:46)

mit

Q

/ fxy(x|d)m (2.47)
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im Falle von stetigem X und U, und bei diskretem X und U

?{E) =p({X =a}) = D_p{X =a}|{U = 0,}) - 7({U =9,}) (248)

= > pUX = U = ) - 7(9,)

Fir jede Beobachtung € X wird die bedingte Verteilung von U

cegeben X = «x als Posteriori-Verteilung des Parameters
nach der Beobachtung x bezeichnet. Die zugehorige Dichte bzw.
Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 (d|x) heiit Posteriori-Dichte nach der
Beobachtung, und fy(x) heiit Likelihood.



Die marginale Verteilung von X mit Dichte fx(x) aus (2.47
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bzw.

Wahrscheinlichkeitsfunktion (p({X = x})).cx aus (2.48) heiit Priori-

Prdadiktive- Verteilung.

Die Groflen fx(z) und p({X = z}) sind nicht zu verwechseln mit den als

bedingte Verteilungen interpretierten fy(x) und py({X = x}).
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Analog gibt es auch eine posteriori-pradiktive Verteilung, wenn man
in analoger Weise iiber die Posteriori-Verteilung herausintegriert bzw.
-summiert. Dies ist dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung der néchsten
Beobachtung, basierend auf dem aktuellen Wissensstand.
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Bem. 2.87 (Bayes-Postulat (nicht entscheidungstheoretisch))

Nach der Beobachtung der Stichprobe enthalte die (klassische) Posteriori-
Verteilung die volle Information, d.h. sie beschreibe das Wissen tiber den
unbekannten Parameter vollstandig.

Alle statistischen Analysen mogen sich ausschliefSlich auf die Posteriori zu
stiitzen; daraut baut insbesondere auch die Konstruktion von

e Bayesschen-Punktschiatzungen: MPD-Schdtzer (Maximum Posteriori
Density-Schdtzer)

e Bayesschen-Intervallschatzungen: HPD-Intervalle (Highest posterior
density-Intervalle)



227
e Bayes-Tests

e Suffiziente Statistik: Enthélt volle Information der Sichprobe iiber den
Parameter (allgemeine statistische Theorie). Jetzt zwei verschiedene
Arten von ,enthélt volle Information™; Wie passt Suffizienz in diesen
Zusammenhang?

e Posteriori-Verteilung enthélt volle Information (vgl. Bem [2.87)).

— Posteriori hangt tatsachlich nur von suffizienter Statistik ab.
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Proposition 2.88 (Suffizienz und Posteriori-Verteilung)

Ist in der Situation von Bemerkung 2.80| 1" eine fiir ¢/ sufhiziente Statistik
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte gy(-), so héngt die Posteriori
m(9]z) nur mehr iiber ¢ = T'(z) von x ab. Es gilt [/

m(F|x) o< gy(t) - w(I)

Bewels:
Gemal (2.46)) ist

m(9|x) o< fy(x) - w(V)
wobei wegen der Suffizienz von T sich fy(x) schreiben lasst als
folx)=h X‘T(ZC) - gy(t). Einsetzen liefert die Behauptung.

¢ ,,proportional zu“, vgl. Bemerkung
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Def. 2.89 (Vorbereitende Erinnerung: Exponentialfamilien)

Sei (X, 0(X), (py)veo) ein statistisches Modell mit © C RY.

® (py)yco Dbildet eine (oder py ist fiir jedes 9 € © ein
Mitglied der) gq-parametrige(n) Exponentialfamilie in (11,...,T,)
mit natirlichem Parameter (ci(9),...,c,(1¥)), wenn sich die Dichte
fo(z) beziiglich eines dominierenden o-finiten Mafles (also insbesondere
Dichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion) in die folgende Form bringen 14ft:
Mit t] = Tl(f), ceey tq — Tq<f> 15t

fo(x) = h(x) - g(0) - exp(D " co(W)ty).
/=1
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e Finthilt © echt innere Punkte und sind 1, ¢i(¥), co(¥), ..., ¢ () und
1, Th(z), Ty(x), ..., T,(x) (f-s.) jeweils linear unabhéngig, so spricht man
von einer strikt g-parametrigen Exponentialfamilie. (Der | natiirliche
Parameterraum® hat wirklich die Dimension q.)
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2.4.7 Konjugierte Verteilungen, Bayes-Lernen
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Wir betrachten hier, unter Riickbezug auf das Bayes-Postulat (vgl. Bem.
2.87), das sukzessive Lernen aus Stichproben.

a) Ein Motivationsbeispiel
Bsp. 2.90 (Beta-Binomialmodell)

Absolutes Standardbeispiel

e Stichprobenmodell: Bernoulliverteilung (allgemein: Binomialverteilung)
zu Parameter 1/

py ({X; = x;}) = 9%(1 — )"

jetzt im Bayes Kontext als bedingte Verteilung schreiben (wieder mit
,Hilfsvariable™ U:

p({X; =z} | {U=9}) =9%(1 —9) "
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e ocbrauchliche Priori-Verteilung:
Betaverteilung, gilt als sehr flexibel, zwei Parameter a > 0, b > 0
hier als Priori verwendet, Bezeichnung 7(-)

?9@_1(1 . ﬁ)b—l
V) = - Jio(0V 2.49
Bl(a, b) ist eine reine Normierungskonstante.
Es gilt:
a a—1
Erwartungswert: Modus: a>1,0>1

a-+b a+b—2



Abbildung 1: Riiger, (1999) Test- und Schétztheorie I, Seite 193
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=
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Beta(4; 2)-Verteilung Beta(4; 9)-Verteilung
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Beta(; 1)-Verteilung Beta(1; 1)-Verteilung
Abbildung 2.17: Einige Beta(a; b)-Verteilungen.

Die Beta(1; 1)-Verteilung ist die Gleichverteilung. Die an der Senkrechten im
Punkt 0.5 gespiegelte Dichte einer Beta(a; b)-Verteilung ist die Beta(b;a)-
Verteilung.
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Jetzt Satz von Bayes anwenden: Posteriori nach einer Beobachtung
berechnen.

79%(1 . ﬁ)l—xi . ?9&_1(1 L 79)()—1
Norm. - B(a, b)

-~

Normierung
o ﬁxﬁa—l ) (1 . ﬁ)b—xi ) [[0;1} (19)
= 0 (L= 9) - T ()

7'('(?9’%’2) — : [[0;1} (?9)
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e Posteriori ist also wieder eine Betaverteilung, nun mit den Parametern

ad=a+xz;, und V=b—a;+1=0+(1—ux).
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Start z.B. mit a¥ =1, bV = 1;

0 1

Gleichverteilung (als Nichtwissen verkaufbar?)

z1 = 1| beobachtet = aV) =al¥ +1 =2, ) =pV 40 =1

Beta(2, 1)-Verteilung

m(0 | 1) o< Djpy)(V)
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e Jetzt welteres Experiment:

Updating-Prinzip: (neue) Priori = (alte Posteriori): Beta(2,1) Verteilung
neue Stichprobe s
neue Posteriori: Beta(a®, b?)) = Beta(a" + z;, b + (1 — x;))

2By =0—-aP=240=2, 0P =14+1-0=2

(9] (1, 22) ) = 97 (1 =) _ g (1—9) -

= fir 1
Norm. Norm. Norm. w €01

RN
7] m(0fz) = mlfe) = 0
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e Weitere Beobachtung x5 = 1|

neue Posteriori: Beta(a'®, b)) = Beta(a@) + 2, b + (1 — ;)
a¥ =241 b3 =2

m3(9](1, 29, 23) ) o VA1 — ) o) (9) = 9 — 9 L1011 (9)
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e Weiter zusatzliche Beobachtung (x4 = 1/
neue Posteriori: Beta(a<4), b<4)) — Beta(a(3) + x;, BB + (1 — ;)
a =341, b =9

(0| (x1, 29, T3, :z:4)/) o ¥ (1 —9)!
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e Allgemein gilt bei n unabhédngigen Wiederholungen:

Die Posteriori m,(J|(z1, ..., x,)) ist eine

( € Z 2 b 0 ypy— Z x2> Verteilung. (2.50)

1=1

Man kann zeigen: Dasselbe Ergebnis erhalt man, wenn man x4, ..., x,
auf einmal verarbeitet.
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e In diesem Beispiel gilt fiir die posteriori-pradiktive Verteilung
p<Xn+1 — I‘Xl = L1y - - - 7Xn — xn)
= E(m,(F|xy,...,2,))

n
a + E X;
B i=1

a+b+n
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Fiir die Gleichverteilung (vgl. oben) als Ausgangspriori ergibt sich wegen
al = pl0) =1
p<Xn—l-1 — 1‘Xn — Lny - .. 7X1 — Zlfl>

(in)+1

1=1

n + 2

)
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b) Konjugiertheit: Definition und klassische Ergebnisse (vgl.
»Schitzen und Testen I*)

Def. 2.91 (Konjugiertheit)

Eine Verteilungstamilie IT von Priori-Verteilungen heifit zu einer Menge P
von Stichprobenverteilungen konjugiert, wenn fiir jede Priori-Verteilung
m(-) € II und jedes p(-) € P die zugehorige Posteriori-Verteilung wieder
ein Element von II ist. Man sagt dann auch, dass jedes Element 7(-) € II
zu P konjugiert ist.
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Proposition 2.92 (Beispiele fiir Konjugiertheit: Beta-
Binomial /Dirichlet-Multinomial-Modell/Gamma-Poisson-
Modell, Selbstkonjugiertheit der Normalverteilung)
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a) Die Menge der Betaverteilungen als Priori ist zur Menge der
Bernoulliverteilungen konjugiert (vgl. Bsp. 2.90).
Allgemeiner gilt:

—

[st X = (Xi,..., X)) eine Stichprobe eines zum Parameter 9§ =

(91, ..., ¥;) multinomial-verteilten Untersuchungsmerkmals, besitzt X
also die Wahrscheinlichkeitstunktion

k
F@D) oc [ 07
j=1
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und wéhlt man die sog. Dirichlet-Verteilung zum Parameter a =
(ary ... o)

() = [ ]9,

7=1

so ist die Posteriori-Verteilung eine Dirichlet-Verteilung mit dem
Parameter o/ = (o, ..., a})", wobei

, —

Y

Oéj—|—CEj—1, ]:1,,]€
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b)Ist X = (Xi,...,X,) eine iid. Stichprobe eines zum Parameter

A Poisson verteilten Untersuchungsmerkmals, besitzt X also die
Wahrscheinlichkeitstunktion
)\2?21 i
f(ZIA) = e,

rilzo! ..z,

und wahlt man als Priori-Verteilung eine Gamma-Verteilung mit
Parametern a und b, d.h. eine Verteilung mit der Dichte

bCL
I'(a)

~—
Norm.konst.

m(A\) = Al (2.51)

so 1ist die Posteriori-Verteilung eine Gamma-Verteilung mit den
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Parametern

n
a+2xi und b+ n.

1=1
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Bsp. 2.93 (Normalverteilung)

Ist X = (X1,...,X,) eine i.i.d. Stichprobe eines mit den Parametern u
und o2 normalverteilten Untersuchungsmerkmals, so gilt:

(i) Ist 0® bekannt und wihlt man als Priori-Verteilung fiir p eine
Normalverteilung mit den Parametern v und p?, so ist die a posteriori
Verteilung 7(u|%) eine Normalverteilung mit den Parametern v/ und p?
mit

0
TP~ +UV—

/ n
V= 5 (2.52)
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und

(2.53)
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(ii) Ist p bekannt, aber o unbekannt, so erhilt man die konjugierte

Verteilung, indem man % als gammaverteilt annimmt. Man sagt dann,

o’ sel invers gammaverteilt.

Wie findet man solche konjugierten Paare?
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Satz 2.94 (Zur Konjugiertheit in Exponentialfamilien)

Hat in der Situation von Det. 2.86| jedes Element der Menge P der
Stichprobenverteilungen eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitstfunktion
f(x|?¥) der Form

f(x|¥) o< h(¥) exp (T(x) : b(ﬁ)) (2.54)

und jedes Element der Menge II, aus der die Priori-Verteilung stammt,
eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitstunktion der Form

m(¥) o [h(F)]" exp (b(z?) : 5), (2.55)
so sind IT und P konjugiert. Es gilt dann
m(|z) o< [h(9))* exp((T(:U) + B) - b(z?)). (2.56)
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Beweis:

(2.56) ergibt sich unmittelbar durch Anwenden der Formel fiir die
Posteriori-Verteilung auf (2.54) und (2.55)). Dann ist (2.56) mit o == a+1
und 5" := B+ T'(z) von der Form (2.55), also sind tatsdchlich IT und P

konjugiert.
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Bem. 2.95 (zu Satz 2.94)

e Der DSatz kann also direkt zur Konstruktion geeigneter,
konjugierter Priori-Verteilungen verwendet werden, indem man die
Stichprobenverteilung in die Form (2.54)) bringt und dann eine Priori
gemaf (2.55)) wahlt.

e bH(1) spielte in (2.54)) und in (2.55) eine ganz unterschiedliche Rolle:
In (2.54) ist b(19) der natiirliche Parameter der Exponentialfamilie, aus
der die Likelihood / Stichprobenverteilung stammt.
[n (2.55) hingegen ist b(v}) die suffiziente Statistik fiir den natiirlichen
Parameter 8 der Exponentialfamilie, aus der die Priori stammt. (Bei
der Priori ist ja der Wert von ¢ , zuféllig™.)

e Ahnliches gilt fiir h(d).
e De facto ,,datiert man einfach mittels der suffizienten Statistik auf* (vgl.
2.88)).




Bsp. 2.96 (Beispiele zu Satz

2.94

257
)

Man bestimme in folgenden Situationen unter Verwendung von Satz [2.94
jeweils eine konjugierte Priori-Verteilung:

a) X1,...X, ist i.i.d. normalverteilt mit unbekanntem g und bekannter

Varianz o2

b) X ist binomialverteilt zum unbekannten Parameter p

c) X1, ..., X, ist 1.i.d. Poisson-verteilt mit unbekanntem Parameter A
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2.4.8 (Reine) Bayes-Punktschitzung

Def. 2.97 (MPD-Schitzung)

Gegeben eine Beobachtung & und die Posteriori-Verteilung mit Dichte bzw.
Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 (4|%) heifit ¥ mit

(9|T) = Imax (9|7

(reiner) Bayes-Schdtzwert oder Mazximum (bzw Highest) Posteriori
Density Schitzwert (MPD- (bzw. HPD-) Schétzwert) oder Posteriori-

Modus-Schétzwert. Die zugehérige Schitzfunktion 9(X) heiBt reine
Bayes-Schitzung oder MPD- (bzw. HPD-) Schitzung bzw. Posteriori-

Modus-Schétzung.
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Bem. 2.98 (Zur MPD-Schitzung)

a) Ist die Posteriori-Verteilung unimodal, so ist J der Modus der Posteriori.

b) Ist der Zustandsraum © beschriankt und liegt dem Schétzproblem als
Priori-Verteilung eine Gleichverteilung zugrunde, so gilt

w(9|%) o< f(Z]Y) - w(¥) = f(£]9) - Konstante

D.h. der MPD-Schétzer ist dasjenige 1, das f(z|v)) maximiert, also der
Maximum-Likelihood-Schéatzwert.
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c) Im Falle ® = R™ oder © = R gibt es keine Gleichverteilung auf ©,

denn mit

f(x)=c ist /Ooof(a:)d:v:/()oocdx:[x};o:oo

unabhéangig von ¢ > 0.

Man kann aber zeigen, dass viele der zentralen Ergebnisse der Bayes-
Theorie erhalten bleiben, wenn man auch nicht normierbare o-finite Malle
als Prioris zu ldsst (z.B. Lebesque Mafl A(+); A(|a,b]) .= b— a: ,,improper
priors’ )
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Bsp. 2.99 (Beta-Binomialmodell)

w1, oy ) st Bla+ >0 xib+n—> " x;) = B(d,V) -verteilt.

/
— 1
Hat man bel der Priori a=1=b gewahlt, so ergibt sich mit ¢ als

a' +b — 2
Modus der Beta(a',b’)-Verteilung der MPD-Schétzwert

) 1 " ox—1 1 —
5 2 sy,
1=1

1+ >0 i+ 1l4+n—> " x—2 n 4
also in der Tat der ML-Schatzwert.




262



263
2.4.9 Der Hauptsatz der Bayes-Entscheidungstheorie

Def. 2.100 (Posteriori-Verlust-optimale Aktionen, konditionale Ba

Gegeben sel ein datenbasiertes Entscheidungsproblem
(A, 0,1(+); (X, A, (py)yeo)) und eine Priori-Verteilung m(-) iiber
(0,0(0)).

Eine Aktion a} € A heiit Posteriori-Verlust optimal zur Beobachtung
r € X oder konditionale Bayes-Aktion zu x und der Priori- Verteilung
(), wenn gilt

]Eﬂ.,x)l(a;';, V) < IEﬂ.,x)l(a, ) Va € A.

a’ ist also sozusagen Bayes-Aktion zur Posteriori-Verteilung m(-|x) als

,aufdatierter Priori-Verteilung® 7 (-|x).
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Analog definiert man eine Posteriori-Nutzen-Optimalitit.
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2 Arten, Bayes-Entscheidungstheorie zu betreiben

/

datengestiitztes Entscheidungsproblem
+ Priori-Verteilung;
Informationsbeschaffungsexperiment

|

Auswertungsproblem + Priori-
Verteilung
komplexer Aktionenraum: alle

Entscheidungsfunktionen

Bayes-optimale
Entscheidungsfunktion d* : X — A
(— Testfunktion, Schétzfunktion)

l

konkrete Beobachtung x

|

\

Priori- Stichprobenverteilung;

Verteilung Informationsbeschaffungsexperiment
konkrete .

Beobachtung l

Posteriori-Verteilung

Bayes Postulat

Posteriori-Verlust optimale Aktion a,
z.B. reine (optimale) Bayes Schétzung

Uy
reiner /optimaler Bayes Test ¢,

Bayes optimale Aktion
a* = d"(z)

,Priori-Risiko* optimale Aktion
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Satz 2.101 (Hauptsatz der Bayes-Entscheidungstheorie)

Gegeben sel ein datengestiitztes Entscheidungsproblem
(A, 0,0(:); (X, A, (py)yeo)), bestehend aus einem datenfreien
Entscheidungsproblem (A,0,£0(-)) und einer Informationsstruktur

(X, A, (py)yeo) sowie eine Priori-Verteilung 7 (-) iiber (0, c(0©)).

Eine Entscheidungsfunktion
d: X — A
r — d(x)
ist genau dann Bayes-optimal im zugehorigen Auswertungsproblem, wenn

fiir jedes x € X die zugehorige Aktion d*(x) Posteriori-Verlust optimal
zur Beobachtung x ist.
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Beweis: Fiir den diskreten Fall |/

e Vorneweg eine Hilfsiiberlegung: Suche die Lage des Minimums 2,,,;, einer
Funktion f(2) in 2= (z,..., 2,), wobei mit ¢; > 0, i = 1,...,n gilt:
f(2) = > caifi(z), also die i-te Komponente von z nur im i-ten

Summanden auftritt.
n

f(2Z) = Z cifizi) — mgin
i=1

<= fi(z;) — min fiir jedes i unabhéngig von den anderen Summanden.
Zi

e Der Deutlichkeit halber wird wieder eine Hilfsvariable U (vgl. Bem.
2.86| ) eingefithrt und py({X = z}) wird als p({X = z}|{U = 9})
geschrieben.

"fiir den allgemeinen Fall: siehe z.B. Riiger (1999, S. 283f.)
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Angewendet auf Entscheidungsprobleme mit der Posteriori m(d|x)
ergibt sich mit dieser Notation

pUX = (U =0} nl0)
pP({X = z})
Nun  betrachte  man  Entscheidungsfunktionen  d(-)  im

Auswertungsproblem:
Fiir die Risikofunktion

R<d7 19) — ]Epﬁw(d(x)? 19)

m(dx) =

oilt hier

Z€ -py({X = x}).

reX
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Die optimale Entscheidungsfunktion zur Priori 7(-) minimiert unter

allen d
IEW(R<d7 19)) y

10st also

> ( (d(z), ) - pp({ X = x})) . 7(9) — min

d
Je® \zeX
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=3 T (E(d(x),z?) pUX = o}|U = 9) - 7(9) ) — ming

9EO — 7(9])-p({X=1))

= (Zz 19\:13))- pUX =2}) - mipn
IEL YO _ Z¢; priori-pradiktiv, marginal
—zl_l Lz

e Wegen der Hilfsiiberlegung ist dies 'aquivalent dazu, fiir jedes feste x

> l(d(x m(9|x)

V€O
separat zu minimieren nach a, := d(x) fiir festes x
Dies liefert jeweils genau die Posteriori-Verlust optimale Aktion, also
die Bayes-Aktion zur Posteriori als neuer Priori.
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Satz 2.102 (Bestimmung von Bayes-optimalen
Entscheidungsfunktionen, z.B. Riiger (1999, Satz 2.20))

Gegeben sel das Schétzproblem als datengestiitztes Entscheidungsproblem
geméfl Kapitel [1.5 sowie eine Priori-Verteilung 7(-).
Dann gilt:

i) Wéhlt man die quadratische bzw. absolute Verlustfunktion, so gilt fiir

die Bayes-optimale Entscheidungsfunktion dy .,(-) bzw. dj;, (-):

Fir jedes x ist d,,(-) genau der Erwartungswert und dj, (-) der
Median der Posteriori-Verteilung (| x).



272

ii) Die HPD-Schétzung ergibt sich ndherungsweise fiir kleine €, wenn man
die sogenannte Toleranzverlustfunktion zum Grade € verwendet:

oo 1 ]0—=9] > e
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2.4.10 .Asymptotische Objektivitat* der konditionalen
Bayes-Inferenz

Motivationsbeispiel: Betrachte (2.52) und (2.53) fiir n — oo

lim v = 2 5 (2.58)
Nn—00 p°+ 0
2
/ ‘ O
lim p* = P =0 (2.59)
n— 00 p2 + 0

e Die Grenzwerte (2.58)) und (2.59) héngen nicht von p und v, also von
den Parametern der Priori-Verteilung ab. Hat man eine sehr grofie
Stichprobe, so ,,verschwindet der Einfluss der Priori-Verteilung“. Dies
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oilt ganz allgemein und wird oft als eine pragmatische Rechtfertigung
dafiir gesehen, bei groflem Stichprobenumfingen , angenechme®, z.B.
konjugierte, Prioris zu verwenden.
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Satz 2.103 (,,Asymptotische  Objektivitit von  Bayes-
Verfahren*, ,,Konsistenzsatz*)

Sei © = {dy,...,9,} en endlicher Parameterraum und X =
(X1,...,X,) eine i.i.d. Stichprobe eines beliebig verteilten (reellwertigen)
Untersuchungsmerkmals mit Dichten f(z;|Ywahr), Pwanr € ©.

Sei w(v)) die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Priori-Verteilung auf © mit
m(¥) > 0 fiir alle ¢. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der nach
n Beobachtungen gebildeten Posteriori-Verteilung m, (9| x)

1 falls ¥ = Y
0 falls ¥ = U yanr

lim m,(d|x) =
n—o0
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Bem. 2.104 (Erneute kritische Diskussion des Bayes- Ansatzes)
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2.5 Einige alternative Regeln (im Kontext der klassischen
Entscheidungstheorie
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2.5.1 Die Laplace Regel

‘Foto:
http: / /www.mathematik.de/ger /information /landkarte/gebiete/
wahrscheinlichkeitstheorie /wahrscheinlichkeitstheorie.html

Stand: 25.06.13]
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Def. 2.105 (Laplace-Regel)

Gegeben sei das datenfreie Entscheidungsproblem (A, ©,u(-)) mit
endlichem © = {¢,...,9,,}.

Die Kriteriumsfunktionen

a — Z u(a, ;) (2.60)
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und

d: A — 1R
1 m
— 0 2.01
a|—>m;1 u(a, V;) (2.61)

heiflen Laplace-Regel.
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Bem. 2.106

Die beiden Kriteriumsfunktionen (2.60) und (2.61)) liefern dieselbe
Ordnung auf der Aktionenmenge.

a) Die Kriteriumsfunktion (2.61)) entspricht einer Bayes-Regel mit Priori-
Verteilung 7(-) = (&,—,...,=) (mit m = |6]), also einer
Gleichverteilung auf ©.

Damit geometrisch: Hohenlinien senkrecht auf Equilisator-Linie.

b) Viele Eigenschaften der optimalen Aktion konnen deshalb aus den in
Kapitel 2.4 formulierten Satzen iiber Bayes-Regeln abgeleitet werden.
(Zulassigkeit, Entbehrlichkeit randomisierter Aktionen,...)
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¢) Rechtfertigung durch , Prinzip vom unzureichenden Grund® (Laplace):
Wenn nichts dafiir spricht, dass eines der Elementarereignisse
wahrscheinlicher ist als die anderen, dann sind sie gleichwahrscheinlich,

also
m({th}) =7({d}) =... =7({V.}).
Da

r({th}) +7({02}) + ...+ 7({In}) =1

ist zwangslaufig

1 .
o) =—, j=1..m
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d) Verallgemeinerung auf unendliches ©:
Theorie der nichtinformativen Priori-Verteilungen, sieche Bemerkung

2. 103
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Bem. 2.107 (Beispiel und Kritik)

Abwandlung von Beispiel aus Kapitel [1.3.2, Lotterie

Urnen bestehend aus einer unbekannten Anzahl von griinen, blauen und
restlichen (rote, schwarze, violette) Kugeln.

Man kann entweder

a; nicht spielen,
ap zum Preis von ¢, = 60€ auf griin setzen oder
as zum Preis von ¢, = 90€ auf blau setzen.

Es wird eine Kugel zufillig gezogen. Man erhélt 240€, wenn die Kugel, auf
die man gesetzt hat, gezogen wird.

19} | 1by {rest;
0 0 0 |0

as| 180 1-60 | -60 |20 < optimale Aktion
az| -90 1150 -90 |-10
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Bem. 2.108 (,,Nichtinformative* Priori-Verteilung und ihr Inform

In derkonditionalen Inferenz gibt es verschiedene Versuche, ahnlich der
Laplace-Regel, , nichtinformative® Priori-Verteilungen zu definieren und
diese dann als Standardbewertungen heranzuziehen.

e z.B. die Gleichverteilung, diese ist aber nicht invariant gegentiber
Transformationen des Parameters. Man hat dann also ., keine
Information® iiber ¥, aber eine informative Priori z.B. iiber eine
bijektive, nichtlineare Transformation von .

e 7.B. Verteilungen, die invariant beziiglich bijektiver Transformationen
des Parameters sind (Jeffrey-Regel).
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e 7.B. Verteilungen, die die Entropie maximieren (Jaynes-Regel)

e Ganz neue Moglichkeiten ergeben sich beim Ubergang zu Credalmengen
(siche Kapitel 3).
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2.5.2 Die Minimax-Regret-Regel von L.J. Savage, auch
Niehans-Savage-Regel genannt

fnewpage
Def. 2.109 (Minimax-Regret-Aktion)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, 0, u(-)) in
Nutzenform bzw. (A, ©,[(-)) in Verlustform.
Seien A und © endlich, © = {94,...,9,,}, A={ay,...,a,}.
Das datenfreie Entscheidungsproblem (A, ©,7(-)) in Verlustform mit
r:Axoe — R
(CLZ', 19]) — T(CLZ', 19])



und
(i d)) = max (ula, 9)) = ular,9;) (262
bzw. T(ai, 19]) — l(CLZ‘, 19]) — g—Hllin (l(CLg, 19])) (263)

heifit induziertes Regret Problem bzw. induzierte Regret-Tafel.

Jedes a* € A mit

max 7(a*,¥,;) < max r(a,?;) firallea e A
7=1,...m 7=1,...m

heiit Minimax-Regret-Aktion.
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Bsp. 2.110 (Beispiel und Kritik)
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Proposition 2.111 (Bayes-Aktionen in Regrettafeln)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, O, u(-)) bzw.
(A, 0,1(-)) mit A < oo und |0| < oo und die Priori-Bewertung 7 (-). Eine
Aktion a* ist genau dann Bayes-Aktion zu 7(+), wenn a* Bayes-Aktion zu
7(+) im induzierten Regret-Problem ist.
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2.5.3 Das Hurwicz-Kriterium

g

s -_—
| p— <+ 4 5
4 - a2 e ..“’_ B
{ vt g VA
i 4 . o N 3 I
) ’ N1
- 15
%
\

3

Foto: http://www.nobelprize.org/nobel prizes/economic-
sciences/laureates /2007 /hurwicz-facts. html

[Stand: 25.06.13]
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Def. 2.112 (Hurwicz-Kriterium)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, O, u(-)) mit |O] <
oo, sowie a € [0, 1].
d:A — R
a — P(a)
mit
P(a) = o:max u(a, ;) + (1 — a) mjin u(a, ;) (2.64)

heiit Hurwicz-Kriterium zum Optimismusparameter .

2.5.4 Das Erfahrungskriterium von J.L. Hodges und E.L.
Lehmann (1952)
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Def. 2.113 (Erfahrungskriterium von Hodges & Lehmann)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, O, u(-)), |8] < oo,
u € [0, 1] und eine Priori-Bewertung 7 (-).

d:A — R
a — P(a)
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mit

Ay (m.m<u<a, ﬁj») 265

J

heilt  Erfahrungskriterium von Hodges wund Lehmann zum
Vertrauensparameter L.
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2.6 Gleichmiflig beste Verfahren in der statistischen
Entscheidungstheorie
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Def. 2.114 (Gleichmiflig beste Verfahren)

Gegeben sei das auf eine Menge D, eingeschriankte Auswertungsproblem
(Dy, ©, R(+)) eines datengestiitztes Entscheidungsproblem

(A, 0,1(-)); (X, 0(X), (ps)oeo))

Eine Entscheidungsfunktion d* € Dy heif3t gleichmdfiig bestes Verfahren
aus Dy, wenn fiir die Risikofunktion gilt:

R(d*,¥) < R(d,®) fiir alle ¥ € © und alle d € D,. (2.66)
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Bem. 2.115 (zu Def. 2.114)

i) Man beachte, dass die Risikofunktion von d* fiir alle ¥ € © nicht grofer
sein soll; d* soll also im zugehdrigen Auswertungsproblem (D, ©, R(-))
alle Elemente von Dy dominieren.

i1) Dies ist fiir ,grofles Dy eine extrem starke Forderung — insbesondere
im Lichte der elementaren Beispiele aus Kapitel 1.3 — aber v.a. bei
Exponentialtamilie und geeigneter Einschrankung der Menge der
betrachteten Entscheidungsfunktionen moglich  (UMVU-Schétzer,
gleichméfig bester Test, siehe spéter).
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Satz 2.116 (Lehmann und Scheffé (1950))

Gegeben sei ein Schatzproblem im Sinne Beispiel [1.45). Ferner sei

o (py)yco eine strikt g-parametrige Exponentialfamilie in T(Z) =
(‘T (Z), ..., T,(X)).

A

o {(1,9) konvex in ¥ fiir alle .
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Betrachtet man die Schéitzung einer Transformation ~(#) von ¢ und die
Klasse D, aller fiir y(¢}) erwartungstreuen Schétzer, so gilt:
Ist D, nicht leer, so gibt es eine nichtrandomisierte Schatztunktion der

—

Form n(7T'(X)), die gleichméfig beste in der Klasse D, ist.

Ist umgekehrt n(7T(X)) eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir v(19), so
ist n(T'(X)) gleichméBig bestes Verfahren in D..
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Bem. 2.117 (Zur Interpretation des Satzes)

e . Informationsdeutung":

e Konstruktive Anwendung:
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Korollar 2.118

Gegeben sei eine strikt ¢-parametrige Exponentialfamilie in T(¥) =
(T1(Z), ..., T,(Z)).

Dann ist fiir jede (messbare) Funktion n(-) der Schatzer n(11,...,T;)
UMVU-Schétzer fir y(n(Th, ..., T,)).
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Bem. 2.119 (Zum Satz von Lehmann-Scheffé)

Die Beschrankung auf erwartungstreue Schéatzer ist wesentlich.
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Bem. 2.120

Korollar 2.118 wird typischerweise ,,andersherum*® angewendet. Will man
eine Funktion (v) schétzen, so sucht man eine Funktion ¢(7'), so dass
Eg(T) = v(9). Gemaf Korollar 2.118 weil man dann, dass g(T) UMVU
fiir y(v) ist.

Ublicherweise wird man versuchen einen Ansatz zu wihlen, bei dem sich
g(+) aus ,einfachen Grundfunktionen® zusammensetzt.
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Bsp. 2.121

Gegeben sei eine 1.i.d. Stichprobe eines normalverteilten Merkmals mit
unbekanntem Mittelwert p, aber bekannter Varianz o?. Man bestimme
einen UMVU Schatzer

a) fiir g und

b) fiir exp(u).
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Satz 2.123 (Optimale Tests)

Betrachtet werde das Testproblem als Entscheidungsproblem gemaéf
Beispiel [1.47] mit

aog fiur Hy entscheiden
a; fiur H; entscheiden

0 o€ B
| [(ap, V) =
- . Uao,9) {1ﬁe@1

a 1 | 0 lwm%—{lﬁego

0 €06y
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Ferner sei Oy = {9|¥ < v¥},0; = {9v > 4}, 91 > ¢y, und ein

Signifikanzniveau o € (0, 1) vorgegeben.

Bildet (Py™) eine strikt einparametrige Exponentialfamilie in 7' (mit dem
natiirlichen Parameter ¢(4), der in eineindeutiger Beziehung zu 9 stehe),
so gibt es ein k € R, so dass der Test

1 T(Z) > k
o (L) =q 7 T(@) = & (2.67)
0 T(¥) < K
mit
Ey " = a (2.68)

gleichméBig bester Test (UMP) ist, d.h es gilt
Eyp* > Eyp, VI € 0y,

fiir alle ¢ mit sup Ky, < a.
YEB)



Bem. 2.124 (Zur Interpretation von Satz

e Informationsdeutung:

e konstruktive Anwendung:

2.123

)
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Bem. 2.125

e Dic Aussage gilt allgemeiner fiir Verteilungen mit monotonen
Dichtequotienten; bei denen also fiir alle ¥, € ©1, ¥y € Oy und eine

> S0, (t)

geeignete Funktion T'(X) der Quotient monoton in ¢ ist.
Trioo(t)

e Auch bei der Fragestellung Hy : v = 9y gegen H; : ¥ # v, gibt es
bei Exponentialfamilien einen gleichméaflig besten Test, wenn man sich
auf unverfdilschte Tests (d.h. Giitefunktion > « fiir alle Elemente der
Alternative) beschriankt.

Ahnliches gilt in der Situation Hy : 9 € [J,, 9] gegen H, : ¥ € [¥,, 1],
wenn man nur unverfialschte und dhnliche Tests (Giitefunktion am Rand
der Nullhypothese = «/) betrachtet.
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Bsp. 2.127 Anwendung von = Satz 2.123] auf den

Mittelwertstest bei der Normalverteilung und auf das Testen
bei der Binomialverteilung

a) Xq1,...,X, i.i.d. ~ N(u,o?)

Hy:pn<pg gegen Hy:p>p > py o bekannt

fX1 ..... X, H#(xl 7777 xn) - P 27_(_0_ eXp <_% Zz:;(xl - M) >
1 )” 1 ( 1 & 2) < 1 2) ( T
= — — - exp | 5 sz exp | —5—nu | rexp | = - ZSCZ
LQZT_/ g « 20- =1 . ‘2,0- S/ g =1
konstant nur von Xvabhéngig nur von /. abh.

. 2 .
(bei bek. o%) (bei bekanntem o?) nicht von z
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o (L
naturlicher Parameter —
o

Suffiziente Statistik: T = Z X;
i=1
Die kritische Region K (), d.h. der Bereich aller ¥ mit ¢(&) = 1, ist wegen
(3.5) von der Form
K(k) :=AZ|T(¥) > k}

mit k so, dass
|

P, (K(k)) = a.
(Man weif} ja wegen (2.68)), dass die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit an
der Grenze der Nullhypothese angenommen wird.)




Das heif3t, es soll gelten

Bu(K (k) = Puo({Z|T(7) > k}) = Puo(i7] ZX > K}) = a.

Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit benutzt man

ZXZ ™~ N(n:ua nO-Q)a

1=1

Z X — Mg
i=1
ovn

d.h.

~ N(0,1).
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Also fiihrt der Ansatz P,,(K(k)) = a, d.h.

(
\

P

D Xi—npy ! K —np

o/

>

o/
K'=T,

Fraktil der Normalverteilung

)

/
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dazu, dass die kritische Region so zu wéhlen ist, dass

zn:XZ-—n-,u
i=1

o -\/n
X —
'u-\/ﬁ>7&

O
_ To O
— X > ug+ .
Ho NG

Da ferner p; > o bei dieser Konstruktion beliebig gewahlt werden konnte,
gilt die Aussage fiir alle p > py.

> To

<

Beachte: es ergibt sich die tibliche kritische Region des Gauss Tests, dieser
ist also UMP.
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b) Bei der Bernoulliverteilung sei zu einem konkreten Beispiel
ibergegangen.

Man testet Hy : p < 0.5 gegen Hp : p > 0.6, wobei bei der i.i.d. Stichprobe
X1,...X, der Stichprobenumfang n = 5 sei und das Signifikanzniveau
auf o = 0.1 gesetzt sei.

Zur Anwendung von Satz [2.123 bringt man zunédchst die
Wahrscheinlichkeitsfunktion — f,(-)  der  Bernoulliverteilung  auf
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,Exponentialfamilien-Gestalt®.

oy, mn) = [ 97 - (1=p)' " =
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Man erhélt T' = Z Xi, und In({%) ist der natiirliche Parameter.
i=1
Der Ansatz
K(k) :=A{Z|T(¥) > r}
fiir die kritische Region fiihrt auf ein Problem. Da T = Y ' X
binomialverteilt ist, ergibt sich [}

Ppo(KOf)) = Ppo({T > /{}) = Z (?) 0.5 . 05.55—]'

I>K

jeEN

SWegen (2.68) setzt man hier wieder den oberen Randwert der Nullhypothese ein, als denjenigen Wert der
Nullhypothese, der am schwersten von H; zu unterscheiden ist.
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Allerdings gibt es kein k, so dass diese Gleichung erfiillt ist:

k € (4,5] P(K(K) =0
k= 4= P(K(k) = (?
k€ (3,4 = P(K(r)) =
/€_3:>P(K(/€>)_3—12—|—(

Was tun? Klar ist

©(Z) =1 , d.h. Hy ablehnen, fiir alle Z mit T'(¥) = 5 und
©(Z) =0 , d.h. Hy nicht ablehnen, fiir alle ¥ mit T(Z) < 3.
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[st T'(¥) = 4, dann hat man so zu randomisieren, dass Ej5;0 = a. Man

setzt hierzu (&) = 7, falls T'(Z) = 4, und erhélt:

also
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3 Entscheidungstheorie unter einem  allgemeineren
Wahrscheinlichkeitsbegrift

3.1 Vorbemerkung: Unsicherheitstheorien

Klir and Wierman (Uncertainty-based Information, Physika, 1998, S.1)

For three hundred years |...| uncertainty was conceived solely in terms of
probability theory. This seemingly unique connection between uncertainty
and probability is now challenged |... by several other| theories, which are
demonstrably capable of characterizing situations under uncertainty:. |...

...] it became clear that there are several distinct types of uncertainty. That
is, it was realized that uncertainty is a multidimensional concept. |.... That]
multidimensional nature of uncertainty was obscured when uncertainty was
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conceived solely in terms of probability theory, in which it is manifested
by only one of its dimensions”.
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3.2 Das Ellsberg-,,Paradox*“ — Vom Ungeniigen klassischer
Wahrscheinlichkeit

Zur Person: Daniel Ellsberg (geb. 1931 —)

THE-WAR EXPOSES:

Battle Over the Right to Know

-
N d Daniel Elisherg

o b
i

Foto: Time Magazine (July 1971)



323
Bsp. 3.1 (Das Ellsberg-Experiment)

a) Das Gedankenexperiment: Gedankenexperiment in Harvard
unter Statistikern und  Okonomen, also Forschern die mit
Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut sind, iiber ihre Préferenzen in
folgendem Experiment:

e Gegeben sei eine Urne mit
roten

gelben Kugeln
schwarzen

e Anteil der roten Kugeln ist genau %
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e Der Anteil der gelben und schwarzen Kugeln ist hingegen unbekannt

e Eine Kugel wird zufallig gezogen

e Situation I:

* Man darf wahlen zwischen

ap:  1009%, falls ,rot* gezogen wird
und
ar:  100$, falls | ,schwarz“ gezogen wird

* was wiirden Sie bevorzugen?
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* typische Antwort
a; > a9

e Situation II:

x Nun wird gelb zum Joker und man kann wahlen zwischen

as:  100%; falls ,rot*“ oder ,gelb“ gezogen wird
und
as:  100%; falls , schwarz“ oder ,,gelb“ gezogen wird

x typische Antwort
as < ay
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b) Die Priori im Hintergrund

Laut dem Bayesianischen Paradigma (vgl. Kapitel 2.63) gibt es zu jeder
Unsicherheitssituation eine (klassische) Wahrscheinlichkeitsbewertung
m(-), die die subjektive Einschédtzung der Unsicherheit und die
daraus abgeleiteten Préferenzen beschreibt. Geht man davon aus,
dass jeder Entscheidungstriager seinen subjektiven Erwartungsnutzen
maximiert, so kann man m(-) durch das beobachtetes Verhalten néher
charakterisieren:

Aus Daniel Ellsbergs ”Risk, Ambiguity, and the Savage
Axioms”, p. 655f:

...] Responses do vary. There are those who do not violate the axioms,
or say they won 't, even in these situations (e.g., G. Debreu, R. Schlaiffer,
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P. Samuelson); such subjects tend to apply the axioms rather than their
intuition, and when in doubt, to apply some form of the Principle of
Insufficient Reason. Some violate the axioms cheertully, even with gusto
(J. Marschak, N. Dalkey); others sadly but persistently, having looked into
their hearts, found conflicts with the axioms and decided, in Samuelson s
phrase, to satisty their preferences and let the axioms satisfy themselves.
Still others (H. Raiffa) tend, intuitively, to violate the axioms but feel guilty
about it and go back into further analysis.

The important finding is that, after rethinking all their offending”
decisions in the light of the axioms, a number of people who are not
only sophisticated but reasonable decide that they wish to persist in
their choices. This includes people who previously felt a first-order
commitment™ to the axioms, many of them surprised and some dismayed
to find that they wished, in these situations, to violate the Sure-thing
Principle. Since this group included L. J. Savage, when last tested by me
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(I have been reluctant to try him again), it seems to deserve respectful
consideration.|...]
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Bem. 3.2 (Konsequenzen aus dem Ellsberg-Experiment I)

i) Das Ellsberg-Experiment wendet sich eigentlich urspriinglich gegen das
sog. sure-thing-principle, wie es von Savage (1954) zur Fundierung seines
Ansatzes verwendet wurde. Dieses Konzept wird in der Vorlesung nicht
detailliert betrachtet, entspricht aber letztendlich dem hier verwendeten
Bayes-Ansatz.

ii) Bei der zugrundegelegenen  Mehrheitsentscheidung in  dem
Gedankenexperiment muss fiir die zugrunde gelegte Priori-Verteilung
also gelten:

m({ry) >7(sp)] A Iml{ry) < 7(is))]
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—> Es kann keine Fklassische Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
(©,P(O)) geben, die die am héaufigsten beobachteten Préferenzen
widerspiegelt.

iii) Man beachte, dass es sich hier um ein Gedanken-Experiment
handelt. Es geht also nicht darum, dass sich Entscheidungstrager in
konkreten Situationen — etwa unter dem Einfluss von Werbung oder
Suggestiviormulierungen — irrational verhalten, sondern darum, dass das
oben beschriebene Verhalten von erfahrenen Okonomen und Statistikern
als rational empfunden wird. Viele betonen, dass sie bei der Préferenz
bleiben, auch wenn sie die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung
verletzt.

Es gibt also Préaferenzen in Entscheidungssituationen unter
Unsicherheit, die als rational empfunden werden, die aber nicht
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direkt mittels klassischer Wahrscheinlichkeit beschreibbar sind.

iii) Ein dhnlicher Widerspruch ergibt sich fiir die am zweithdufigsten
gewahlte Praferenz a; < as und ag > ay.

iv) Die Einfachheit des Beispiels stiitzt das Argument.
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Bem. 3.3 (Konsequenzen aus dem E.-Experiment II:)

Nichtadditivitat; Ambiguitit

e Das zentrale Problem lauft technisch darauf hinaus, dass

m({9,s}) # 7({g}) + 7({s}), (3.1)
was naturlich das Additionsaxiom fiir Wahrscheinlichkeiten verletzt.

o  verwerfe solche Wahrscheinlichkeitsbewertungen als irrational®

e versus: ,, Diese Préferenzen sind aber nicht irrational: Nichtadditivitat
von oSicherheiten.”



333

e These: Es gibt Praferenzen, die — auch nach Reflexion — als rational
empfunden werden, aber nicht mittels klassischer Wahrscheinlichkeit
beschreibbar sind. Soll die Entscheidungstheorie ihrem Anspruch als
Theorie des rationalen Entscheidens unter Unsicherheit gerecht
werden, so muss sie solche Situationen modellieren konnen.*

e Das Problem rihrt daher, dass sozusagen die
Wahrscheinlichkeitsbewertungen ., unterschiedlich sicher® sind.
Bei {g,s} ist die gesamte Unsicherheit auf Zufdlligkeit reduziert
(Anteil £ bekannt), wihrend bei {g} zusitzlich der Anteil unbekannt
15t.
Dieser nichtstochastische Aspekt (Unbestimmtheit, Ambiguity) der
Unsicherheit stellt ein konstitutives Element der Entscheidungssituation
dar und muss geeignet modelliert werden.
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e So gilt die Ausgangssituation auch als typisch bei der Konstruktion
subjektiver Wahrscheinlichkeiten aus Expertenstatements der Form
,ziemlich sicher, dass Krankheit r oder ¢“, aber . Evidenz nicht
aufteilbar zwischen {r} und {g}".
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Bem. 3.4 Exkurs: Neuronale Unterscheidung von Risiko und
Ambiguitit’

Funktion | Geschwindigkeit
Amygdala Uberwachung schnell
OFC
Belohnungs- nachge-
erwartungs- langsam
Striatum | |  system ordnet

YQuelle: Hsu, M., et al. (2005, p. 1681)
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OFC: Orbitofrontaler Kortex
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Experimentelle Behandlungen

e Kartenstapel

x Risikobedingung
Entscheidung zwischen purem Risiko (Zusammensetzung des
Kartenstapels bekannt) und sicherem Geldbetrag

x Ambiguitéatsbedingung
Entscheidung zwischen purer Ambiguitdt (Zusammensetzung des
Kartenstapels unbekannt) und sicherem Geldbetrag
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e Wissen
Entscheidungen zwischen sicherem Geldbetrag und Wette auf Bejahung
oder Verneinung von Aussagen bzw. Ereignissen, deren Inhalt entweder
eine Risiko- oder Ambiguitatsbedingung darstellt.
Bsp.: Wetter in New York — Wetter in Tirana

Aktivitdt von Hirnregionen unter Risiko und Ambiguitét

e Wiahrend der ambigen Bedingung — im Vergleich zur riskanten
Bedingung — waren besonders aktiv OFC' (Orbitofrontaler Kortex)
und Amygdala
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e Wiahrend der riskanten Bedingung — im Vergleich zur ambigen
Bedingung — war besonders aktiv: Striatum

11

—_

19Quelle: Hsu, M., Bhatt, M., Adolphs, R., Tranel, D., Camerer C.: Neural systems responding to degrees of uncertainty
in human decision- maklng, Science 310, 1681 2005.
Quelle: Hsu, M., et al. (2005, p. 1682)



Funktion | Geschwindigkeit | besonders aktiv bei
Amygdala Uberwachung schnell
| Ambiguitt
OFC
Belohnungs- 1nachge-
erwartungs- angsam .
Striatum | rvgygtlelmg ordnet Risiko

340
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Bsp. 3.5 (Erste Modellierung des Ellsberg-Experiments)

Erste Schritte zur mathematischen Modellierung:
Die Situation ist beschreibbar:

e cinerseits durch Mengen klassischer Wahrscheinlichkeitsmafie im Sinne

Kolmogorovs. Die Priori-Information besteht aus der Menge aller
klassischen'“| Wahrscheinlichkeitsmafle 7(-) auf ({r, g, s}, P({r, g, s})),

mit 7({r}) =1 und 7({g, s}) = =.

12Zur Unterscheidung von intervallwertigen Wahrscheinlichkeiten werden Wahrscheinlichkeitsbewertungen im iiblichen

Sinn als klassische Wahrscheinlichkeit bezeichnet. Fiir klassische Wahrscheinlichkeiten werden kleine Buchstaben
verwendet, fiir intervallwertige groge Buchstaben.
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e andererseits durch Intervalle, intervallwertige Wahrscheinlichkeiten:

My = |555] Mr ) = |51

({gh) = |0:3 | 11({rs}) =
2
3

[T({sy) = |0;

Die Idee ist verallgemeinerbar!
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3.3 Grundbegriffe verallgemeinerter Wahrscheinlichkeiten
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3.3.1 Credalmengen, Intervallwahrscheinlichkeiten und
ihre Strukturen

Ziel: Verallgemeinerte Wahrscheinlichkeitsrechnung:

e konsequente  Verallgemeinerung der  klassischen  traditionellen
Wahrscheinlichkeitsrechnung, d.h. des auf die Axiomatik von
Kolmogorov autbauenden Kalkiils, das als Spezialtall mitenthalten
sein soll und als Richtschnur dient. Jede Mengenfunktion p(-), die
Axiome von Kolmogorov erfiillt, wird im folgenden zur Unterscheidung
als klassische Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

e angemessene Beriicksichtigung das Ausmafles an Ambiguitat
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o Zuverlissigkeit statt (Uber)prézision.

Manski’'s Law of Decreasing Credibility: ,The credibility of inferences
decreases with the strength of the assumptions maintained.* (Manski, 2003,

p- 1)
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Bem. 3.6 Grundlegende Ansatze, Credalmenge,
Intervallwahrscheinlichkeit und Struktur

Ahnlich wie bei der Modellierung des Ellsberg-Experiments gibt es
auch allgemein zwei (verwandte (s.u.)) Anséitze zu Verallgemeinerten
Wahrscheinlichkeiten iiber einem Messraum (§2,.4):
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a) Credalmengen

e Mengen M Kklassischer Wahrscheinlichkeiten als Grundentitat: Die
Menge in ihrer Gesamtheit beschreibt die Wahrscheinlichkeit; kein
Element ist wahrscheinlicher als ein anderes. (Legen einer Verteilung
iber diese Menge wiirde nach Mischungsprozess auf eine klassische
Wahrscheinlichkeit fithren, also das Grundproblem nicht 16sen.)

o M heifit dann Credal-Menge (Isaac Levi: Credal Set)

o  GroBe” der Menge reflektiert Ausmafl der Ambiguitat:
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x perfekte  probabilistische Information, ideale Stochastizitét,
Risikosituation

—  Menge, die aus einem Punkt besteht; klassische
Wahrscheinlichkeit als Spezialfall

« Unsicherheit i.e.S., volle Ambiguitat
— Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem gegebenem
Messraum

e Sehr allgemeine Modellbildung moglich: Man trifft eine Aussage nur
iber die Wahrscheinlichkeitskomponenten derjenigen Ereignisse, tiber
die man etwas weil3; die restlichen Werte ergeben sich implizit.
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b) Intervallwahrscheinlichkeit

e Bei einem Mefiraum (€2, .4) betrachtet man statt der Abbildung

p: A—-R
A = p(A)

die Abbildung
P: A — Zy([0;1])

A+ P(A) [Z\/<A),\U/(A)L

13

wobei Zy(|0; 1]) die Menge aller abgeschlossenen Intervalle in [0;1] ist.

BEs sei nochmals an die Konvention erinnert: klassische Wahrscheinlichkeit wird mit Kleinbuchstaben symbolisiert,
Intervallwahrscheinlichkeit mit Gro3buchstaben
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c) Formal sind beide Ansétze eng verwandt, denn es gilt:

e Aus jeder nichtleeren Menge M von klassischen Wahrscheinlichkeiten
kann man eine Intervallbewertung erzeugen, indem man festsetzt:

L(A) = pien/\f/l p(A)  U(A) = ps:ja p(A), VAe A (3.2)

e Umgckehrt kann man zu jeder intervallwertigen Bewertung
P(-) = [L(-),U(-)] die Menge aller damit kompatiblen klassischen
Wahrscheinlichkeiten betrachten:

M = {p(-) | p(-) ist klassische Wahrscheinlichkeit A (3.3)
[L(A) < p(A) <U(A),VA € A}.



sund dann heift M Struktur (oder Core (Kern))

[ntervallbewertung P(-).

x Ist M #£ 0, so heifit P(-) R-Wahrscheinlichkeit

* Gilt zudem fiir alle A € A:

L(A) = inf p(A) und  U(A) = sup p(A),
peM PEM

SO spricht man von F-Wahrscheinlichkeit
[ntervallwahrscheinlichkeit (im eigentlichen Sinn).

351
der

(3.4)

oder
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Bem. 3.7 Einige weitere Bemerkungen zur Intervallwahrscheinlichk
o [,(-) und U(-) werden héufig als Kapazitit (oder fuzzy-Majs)

bezeichnet.

e Innerhalb des Intervalls herrscht vollige Unsicherheit; kein Wert ist
,wahrscheinlicher*.
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e perfekte probabilistische Information, ideale Stochastizitdt: L(-) =
U(-), das Intervall besteht aus einem Punkt — klassische
Wahrscheinlichkeit als Spezialfall.

e Unsicherheit 1i.e.S., volle Ambiguitat fithrt auf das Intervall
0;1]. Dies ist das korrekte Modell fiir absolutes Nichtwissen
beziiglich ~ Wahrscheinlichkeiten; man  weil nur, dass die
Wahrscheinlichkeitskomponente jedes Ereignissen zwischen 0 und 1
liegt.

e Obige Definition der Intervallwahrscheinlichkeit ist konsequent
interpretationsunabhéngig (Weichselberger (2000, 2001)): direkte
Verallgemeinerung der Kolmogorovschen Axiomatik.
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o Es oibt auch Zwel operationale Definitionen von
Intervallwahrscheinlichkeiten, die — &ahnlich wie in der klassischen
Theorie — umgekehrt auch als Interpretationen einer axiomatischen
Vorgehensweise gesehen werden konnen:

* subjektivisch: untere und obere Wettquotienten (behavioristisch,
Walley, wohl am starksten verbreitet), Verallgemeinerung des
de Finetti-Ansatzes. Wetten mit unterschiedlichem Kauf- und
Verkautspreis.
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x frequentistisch: Einhiillen der Haufigkeitspunkte nicht notwendig

konvergierender Folgen relativer Haufigkeiten; verallgemeinerte von
Mises-Kollektive.

e Unabhéangig davon, ob man eine frequentistische oder subjektivistische
Interpretation bevorzugt, gibt es zwei verschiedene Auffassungen wie
man die Struktur und die Intervalle (bzw. auch eine Credalmenge)
versteht:

x Die sog. epistemische Sicht beruht auf der Vorstellung, es gebe
eine wahre klassische Wahrscheinlichkeit, die man aber nur (noch?)
nicht kennt. Die Credalmenge bzw. die Intervalle zeichnen dann
einfach Bereiche aus, in denen die klassische Wahrscheinlichkeit liegt.
(Situation im Ellsberg-Experiment; es gibt einen wahren Anteil der

gelben Kugeln. Das ist auch die Sicht des Fundamentaltheorems von
de Finetti).
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x Demgegeniiber versteht der ontologische Ansatz Wahrscheinlichkeit
grundsétzlich als intervallwertige/mengenwertige Entitét.

Fiir die Modellierung spielt die Unterscheidung erst bei komplexeren
Modellen (z.B. unabhéngige Koppelung) eine wichtige Rolle, weswegen
hier nicht genauer darauf eingegangen wird.

e Die Idee mit intervallwertigen Wahrscheinlichkeiten zu arbeiten, ist
natiirlich naheliegend und beileibe nicht neu (spétestens seit Boole vor
ca. 150 Jahren)

Relativ neu ist aber die Existenz eines leistungsfahigen Kalkiils
basierend auf einer ,sauberen®Axiomatik.
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e Bemerkung: Die Begriffe R- und F-Wahrscheinlichkeiten stammen
von Weichselberger (2000, 2001), der zeigt, dass man damit bereits
eine interpretationsunabhangige tragtihige Axiomatik bilden kann.
(Zusatzforderungen an L(-) und U(-), die die Flexibilitét einschrinken
wiirden, sind nicht notwendig.)

e Bei R-Wahrscheinlichkeit ist per definitionem die Menge M aus
(8.4) nicht leer. Die Intervallbewertung P(-) = [L(-),U(-)] ist im
,wahrscheinlichkeitsbezogenen Sinn®“ nicht widerspriichlich; es gibt
klassische Wahrscheinlichkeiten, die mit den Intervallgrenzen L(-) und
U(-) vertriglich sind. Dies ist eine Minimalforderung an Bewertungen
im Wahrscheinlichkeitskontext, allerdings kénnen L(-) und/oder U(-)
Lzu weit® sein, d.h. es kann Ereignisse A € A geben mit.

L(A) < p(A) Vp e M
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und /oder
UA) > p(A)  Vpe M.

« Alleemeine Uberpriifung, ob R-Wsk und F-Wahrscheinlichkeit
vorliegt: lineare Optimierung (Weichselberger 2001, Kap. 4.1)

x Subjektivistisch interpretiert bedeutet R-Wahrscheinlichkeit:
Es konnen keine Wettsysteme aufgestellt werden, die zu sicherem
Verlust fithren (Walley (1991): avoiding sure loss), eventuell ist
aber, wegen ,,zu weiter Grenzen™, die Indifferenz zu stark ausgepragt,
und es werden dann vorteilhafte Wetten nicht akzeptiert.
Es gibt also mehrere R-Wahrscheinlichkeiten mit derselben Struktur.
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e Bei F-Wahrscheinlichkeit passen hingegen Intervallgrenzen und
Struktur in eineindeutiger Weise zusammen. Keine der Intervallgrenzen
ist zu weit. Die in der Struktur enthaltenen probabilistischen
Information wird in den Intervallgrenzen voll widergespiegelt. Das

Weltverhalten ist , kohdrent” (Walley (1991), coherent).

x Ermittelt man aus den Grenzen die Struktur, verwendet diese als
Credalmenge und produziert iiber (3.2) eine Intervallbewertung

P(-), so ist P(-) = P(-); man erhdlt also in diesem Fall die
Ausgangswahrscheinlichkeiten.

x Eine  sehr  schwache  notwendige  Bedingung  fiir F-
Wahrscheinlichkeiten ist

L(A)=1-U(AY), VAe A
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Bei [£2| > 2 ist dies aber keineswegs hinreichend.

% Die Uberpriifung, ob eine F-Wahrscheinlichkeit vorliegt, kann wieder

mittels linearer Optimierung erfolgen (Weichselberger (2001, Kap.
4.2))
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Bem. 3.8 Zentrale Grundlage zur numerischen Behandlung,
Strukturen als konvexe Polyeder

[st © = {wp,...,w,} endlich mit |2] = ¢, so ist die Struktur
jeder F-Wahrscheinlichkeit TI(-) iiber (€2,P(€2)) ein konvexes Polyeder
im R? (, wobei wieder klassische Wahrscheinlichkeit p(-) mit der
Wahrscheinlichkeitsfunktion f(-) vermoge f(we) = p({we}), £ = 1, ..., ¢,
mit einem Punkt des R? identifiziert wird.).

Im Allgemeinen ist jede Credal-Menge, die durch endlich viele lineare
Bedingungen an ihre Elemente, also an die klassische Wahrscheinlichkeiten
7(+) beschrieben wird, ein konvexes Polyeder. Jede dieser Bedingungen hat
somit die Form

a < Z ap({wey) <@
1
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fiir jeweils geeignete o, @, aq, . .., .
Insbesondere ist dann jeweils die Extremalpunktmenge £(M) nicht leer

und endlich.
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3.3.2 Typische Modellklassen und Anwendungen

e Ordinale Wahrscheinlichkeiten, z.B. w({91)}) < 7({99)}) < m({93)}).
beschreibt eine Credal-Menge.

e Fine andere Interpretation/Anwendung von Credal-Mengen ist die
Modellierung von Gruppenentscheidungen: verschiedene Kklassische
Priori-Verteilungen.

e Kontaminationsmodelle: Robuste Statistik (s.u.)

e Robuste Bayes Analyse: Mengen von Prioris
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e Vorsichtige Analyse bei unvollstandigen Daten (Manski (2003): Partial

Identification). Betrachte die Menge aller mit den Daten kompatibler
Modelle!

e Alternative Inferenzmethoden, insbesondere logischer
Wahrscheinlichkeitsbegriff (Levi, Kyburg, Weichselberger /Wallner)

e Modellierung Unsicheren Wissens in Expertensystemen (Medizin, auch
Wirtschaftswissenschaften); kiinstliche Intelligenz: Dempster-Shafer-

Theorie

e Finanz- und Finanzierungsmathematik (auch enger Zusammenhang zur
sog. Kohérenz von Risikomafien)
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e [n manchen Anwendungen wird auch vorgeschlagen, bei der
Modellbildung statt mit Plug-in-Punktschéitzern mit Plug-in-
Intervallschéatzern zu arbeiten, um die Tatsache zu nutzen, dass
eine Intervallschatzung fiir eine Wahrscheinlichkeit wesentlich mehr
Information enthalt als ein entsprechender Punktschéatzer.

e Fintscheidungstheorie (hier sogleich naher betrachtet)
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Bem. 3.9 (Zum Hintergrund: Robustheit)

Grundlegend fiir die Entwicklung der robusten Statistik war die
Erkenntnis, dass bei parametrischen Modellen optimale statistische
Verfahren sich potentiell desastros bei minimalen Abweichungen von
der Verteilungsannahme verhalten.
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e R
i
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Betrachtet man beispielsweise die Schatzung des Lageparameters aus einer
i.i.d. Stichprobe Xj, ..., X, so gilt tiir das arithmetische Mittel X:

1) X; ~ N(u,0%),i=1,...n

)

i) X; ~ Cauchy(a,b),i=1,...,n — X ~ Cauchy(a,b).
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Interpretation:

Man versucht deshalb, sich gegen solche Effekte zu , versichern®,
indem man Verfahren entwickelt, die im ,idealen Modell® nicht ganz
so leistungsfahig sind (, Versicherungspriamie®), dafiir aber bei kleiner
Abweichung vom idealen Modell nicht zusammenbrechen.

Bem. 3.10 (Typische Modellklassen der robusten Statistik)

Man ersetzt ein ,,ideales statistisches Modell“ (2, A, (py)geo) mit prizisen
Wahrscheinlichkeiten py durch entsprechende Credalmengen My, die aus
allen Verteilungen bestehen, die in einem gewissen Sinn nahe an py(+) sind.
Die Credalmenge wird zum Beispiel iiber Wahrscheinlichkeitsmetriken
(siehe z.B. Riiger (2002, S. 411f)) beschrieben oder durch Schranken an die
Dichten oder die Verteilungstunktionen. Ein besonders géangiges Modell
ist auch das e-Kontaminations-Modell, bei dem man fiir , kleines* ¢ > 0
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betrachtet:

My =1q(-) € P(£2, A)
q(-) = (L —¢e)pa(-) +e-7(),
reP2,A)} (3.5)
mit P((2, A) wieder als der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle {iber
(£2, A).



372

3.4 Erste Anwendungen in der Entscheidungstheorie
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3.4.1 Verallgemeinerte Erwartungswerte

intervallwertige Wahrscheinlichkeiten = intervallwertige Erwartungswerte
Zwel Definitionen in der Literatur tblich.
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Def. 3.11 (Verallgemeinerte Erwartungswerte)

Betrachtet werden eine Zufallsvariable X auf einem Mefiraum (€2, A) und
eine F-Wahrscheinlichkeit P(-) = [L(-); U(+)] mit Struktur M.

a) X heifit M-integrierbar, wenn X fiir jedes p € M p-integrierbar ist.

b) Dann heifit fiir M-integrierbares X

FEpX = [E\X;EyX] = [inf E,X; sup E,X] (3.3)
peEM peEM

intervallwertiger Erwartungswert i.e.S.
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b) Ist X zudem nicht negativ, so heiflen die Ausdriicke

/ X dl, = / LUX > z}) dx (3.4)
/ X dU = / U({X > z}) dx (3.5)

Choquet-Integrale zu L(-) und U(-).



376

Bem. 3.12 (Zu Def. [3.11))

i) Die Definitionen in Teil a) und b) lassen sich unmittelbar auf Credal-
Mengen ausdehnen.

ii) Das Choquet-Integral ist v.a. in den Wirtschaftswissenschaften populér
(,, Choquet Expected Utility*).

i) Ist {2 endlich und M die Struktur einer F-Wahrscheinlichkeit oder
allgemein ein konvexes Polyeder (vgl. Bemerkung|3.8), so kénnen [E ,, X
und KX einfach durch lineare Optimierung bestimmt werden:

Z X(w)p({w}) — max
o p()
unter den durch M beschriebenen Nebenbedingungen.
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iv) Allgemein gilt

/XdLSEMXSEMXg/XdU (3.6)

v) Unter gewissen Regularitatsbedingenen, die zum Beispiel bei endlichem
() erfiillt sind, gilt:

/ XdL=E X fiir alle M-integrierbaren X

genau dann, wenn L(+) zwei-monoton” ist, d.h. wenn fiir alle A, B € A

L(AUB)+ L(ANB) > L(A) + L(B) (3.7)

oilt.

“Der Begriff der Zweimonotonie ist rein technischer Natur; ldsst sich inhaltlich nicht direkt interpretieren.




Bem. 3.13 (Exkurs: Woher kommen die Formeln (

Es gilt allgemein fiir nichtnegatives X

EpX = /0 T X > o)) dx.

sofern die rechte Seite endlich ist.

3.4

378
) und (

(3.8)

3.5

)?)
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In dieser Beziehung p(-) durch L(-) und U(-) ersetzen.
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Beweis von (3.8|) durch partielle Integration:

/Ooop({X > 2} dt = /000(1 — F(x))- 1 dx =

/
U (Y

g (G R | - (1) dx
Damit gilt, falls
im(l1—-F(z))-z=limx—x-F(x)=0 (3.9)

T—r 0O T—r 0O

in der Tat

/Ooop({X>a;}) dt = O+/Ooox-f(x) dx = EX.
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(B.9) stellt nur sicher, dass die rechte Seite von (3.8) endlich ist.
Angenommen, es gibt ein xy so, dass * — x - F(x) > ¢ > 0 fiir alle
xr > xo, dann ware

/OOO@ _ F(z)) dx =
_ /Owou _ F(2)) d:><+/x:0(1 _ F(z)) dx =
Z/Oxo(l—F(m))dx—F/x:OCdX:oo

Diskreter Spezialfall: kann X nur natiirliche Zahlen annehmen, so ist

EX =) P({X >n})

neN
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3.4.2 Verallgemeinerter Erwartungsnutzen und
Optimalitatskriterien

Einen guten Uberblick bietet: Troffaes (2007, International Journal
Approximate Reasoning).

Def. 3.14 (Verallgemeinerter Erwartungsnutzen)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, ©, u(-)), und eine
verallgemeinerte Priori-Bewertung, also eine Intervallwahrscheinlichkeit

[1(-) mit Struktur M # @) oder eine konvexe Credal-Menge M # () auf
(0, 0(0)). Dann heift

Em(ula)) = | inf Er(u(a)); sup Er(u(a))

der werallgemeinerte  Erwartungsnutzen der Aktion a zur
verallgemeinerten Priori-Bewertung I1(-) bzw. M.
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Bem. 3.15 (Intervallordnungen)

Da Intervalle in der Regel unvollstandige Ordnungen produzieren, bedart
die Forderung ,maximiere den verallgemeinerten Erwartungsnutzen
Er(u(a)) unter allen @ € A" noch der genaueren Prézisierung, die
sich in verschiedenen Optimalitatsbegriffen niederschlagt:

e Entweder: Aussagen analog zur Zuldssigkeit: E-Zuldssigkeit,
Intervallordnungen im eigentlichen Sinn, die 1.A. keine vollstandige
Ordnungen produzieren.
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e oder alternativ: Intervalle durch eine reelle Zahl beschreiben
(Mittelpunkt, untere Intervallgrenze, etc. ...): Reprdsentationen
z.B. durch minimalen Erwartungsnutzen oder gewichtete Summe des
maximalen und minimalen Erwartungsnutzens.



Bem. 3.11 (Optimale Aktionen)

al) Betrachtet werde die Situation von Def. |3.14

(-, M)A — R

. Dann heif3t

a — Epq(ufa))

Max E Min-Kriterium und jede Aktion a*

c A mit

P(a*, M) > d(a, M), Va € A,

336
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also mit
Epu(a’) > Ep(ua), Va € A
Max E Min Aktion zur verallgemeinerten Priori-Bewertung 11(-)

bzw. M.

Man wiirde dann genau erwarten, dass sich im Extremfall perfekte
probabilistische Information des Bayeskriterium und bei volliger
Ambiguritat das Maximin-Kriterium ergibt. Dies ist in der Tat so, vgl.

3.4.4.

a2) Fir 0 <n <1 heifit
¢, (M): A — R
A — - Ex(ula)) + (1 = n)Em(u(a))
lineare Reprdsentation mit der Vorsicht n und jede Aktion a*7 mit
d,(a™, M) > P, (a, M), Va € A,
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also mit B
- Epu(a™) + (1 = n)Epu(a™) >
- Ep(ula) + (1 —n)Eu(u(a)), Va € A,
optimale Aktion zur verallgemeinerten Priori-Bewertung I1(-) bzw.

M bei der Vorsicht n.

b) Eine Aktion a, € A heifit E-zuldssig (E-admissible) beziiglich der
verallgemeinerten Priori-Bewertung I1(+) bzw. M, falls es ein 7(-) € M
gibt, so dass a, Bayes-Aktion zu 7(-) ist.



Bem.

e Der

389
3.12

Begriff Max E Min (Maximiere den minimalen Erwartungswerts)

ceht auf die sogenannte Theorie der linearen partiellen Information

VO
den

Kofler und Menges zuriick, die in den Wirtschaftswissenschatten in
80iger Jahren schon einmal populéir war.

Andere gingige Bezeichnungsweisen fiir dieses Kriterium sind
insbesondere I'-Maximinkriterium und in Situationen, in denen in

(3.6

) Gleichheit gilt, Choquet-Erwartungsnutzen-Optimalitit.

e Dem Max E Min-Kriterium liegt eine skeptische Perspektive zugrunde,
man fiihrt sozusagen einen ,lokalen Maximin-Ansatz“ durch, indem
man sich auf das ungiinstigste Element von M konzentriert.
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e Analog entspricht die lineare Reprasentation mit der Vorsicht n einem
Jlokalen Hurwicz-Kriterium®. Die Vorsicht n modelliert die Einstellun%
zur Ambiguitat; n > % bedeutet Ambiguitatsaversion, n < =
Ambiguitatsfreudigkeit. Der Fall » = 1 fiihrt auf das Max F Mm—

Prinzip. (Man vergleiche hierzu auch Satz 3.14))
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3.4.3 Zuriick zum Ellsberg-Experiment

Bsp. 3.13 (Modellierung des Ellsberg-Experiments)

Situation 1
a; auf {r} setzen
as auf {s} setzen

REVSREVE
riqg|Ss
aq 1100
a9 0101

vgl. vorne: nochmals wieder in Situation 1 fiir jedes 7
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also mit
M = {7T Wsk auf P ({r, s, g})
w({r}) = 5 m({s.0) = ;}
Ep(u(m)) = inf Ex(u(ar)) = inf w({r}) =3
und

Ep(u(02) = inf Ex(u(a) = inf n({s}) =0
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Enu(ar)) = sup Ex(ular)) = sup w({r}) = 5
und
Eu(ay) = sup Exfular)) = sup r({s}) = -

q)n(&z', M) =1 %M(u(az)) + gl _177>]EM<U(CLZ))
Oy(ar, M) = 77'§+(1_77)‘§:§
Oy(az, M) = 77*0—|—(1—77)-§:(1_77>.§

und damit

Dy(ar, M) > @yaz, M) <=1 > -
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in Situation 2
as auf {r} oder {g} setzen
ay auf {s} oder {g} setzen

S
—_
— O
— Ol W

Z u(az, V;)m(10;4) = m(1r}) +7(197)

Z ulay, 0j)m({0;1) = m(1g}) +7({s})
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also
E v (ulas)) = Wi% E,(u(as)) = Wier%(w({r}) +7({9})) = %
E(u(a)) = inf Ex(ufar)) = inf (r({g}) + 7({s}) = %
Er(u(as)) = fél/a E:(u(as)) = f;ljla(ﬂ({r}) +7({g}) =1

Hier ist Vorsicht geboten: Man muss die internen Restriktionen beriicksichtigen; es muss ,,dasselbe 7 (+) sein, beziiglich
dem das Infimum gebildet wird*:

inf (r({g}) +7({s})) # inf 7({g}) + inf 7({s}).

Dies ist der wesentliche Unterschied zwischen Intervallwahrscheinlichkeiten und einer naiven Intervallarithmetik.
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und
_ 2
Epm(ulas) = sup Er(u(as)) = sup (m(1g}) + 7(1s})) = 5.
TeM TeM
Damit ist hier mit dem Kriterium &, (-, M) von oben
1 2
@(@3,./\/1) = 77§—|-<1—77)1:1—§77
und 5
2
P —n.2 i (1_-n.2=Z
2 2 1
dlay, M) > d(az, M) — 5> 1 — N = >

Die ambiguititsaversen Personen (n > 1) bevorzugen a; vor as und ay

vor as, die ambiguitatsireudigen as vor a; und as vor a4. Damit sind
cenau die am haufigsten geduflerten Préaferenzen, die ja der klassischen

Wahrscheinlichkeitsrechnung widersprochen haben, geeignet modelliert.
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3.4.4 Verallgemeinerter Erwartungsnutzen als
Uberbau iiber die Kklassischen Kriterien der
Entscheidungstheorie

Die  Intervallwahrscheinlichkeit ~und  der  daraut  autbauende
verallgemeinerter Erwartungsnutzen wurde als Mittelweg zwischen Bayes-
und Maximin-Sicht motiviert. In der Tat gilt der folgende Satz:
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Satz 3.14 (Klassische Entscheidungskriterien als Extrempole I)

In der Situation von Det. |3.16] gilt:

a) Herrscht ideale Stochastizitit, ist also M = {7} (einelementig), so gilt:
Eine Aktion a* € A ist genau dann optimal im Sinne der in Definition
3.11] genannten Kriterien, wenn a* Bayes-Aktion (im klassischen Sinn
von Kapitel 2.4)) zu m(+) ist.

b) Herrscht Unsicherheit i.e.S., besteht M also aus allen klassischen
Wabhrscheinlichkeiten auf (6, 0(0)), so gilt:
Eine Aktion a* € A ist genau dann Max E Min Aktion zu M,
wenn a* Maximin-Aktion im Sinne von Kapitel [2.3] ist, und optimale
Aktion zu M bei der Vorsicht n, wenn a* Hurwicz-Aktion zum
Optimismusparameter 1 — 1 im Sinne von Kapitel [2.5] ist.
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Es lassen sich ahnliche Aussagen fiir die E-Zuléassigkeit treffen:

Proposition 3.15 Klassische Entscheidungskriterien als
Extrempole 11

i) Herrscht in der Situation von [3.16 ideale Stochastizitét, ist also M =
{m} (einelementig), so gilt: Die Menge der E-zuléssigen Aktionen zu M
ist identisch zu der Menge der Bayes-Aktionen zu 7(-).

ii) Herrscht Unsicherheit i.e.S., besteht M also aus allen klassischen
Wahrscheinlichkeiten auf (©,0(0)) und ist A konvex, so gilt mit
MT = {n(:) € M|rn(-) > 0} : a* € A ist genau dann zuléssig (im
Sinne von Kapitel 2.0), wenn a* E-zuléssig beztiglich M™ ist.
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3.4.5 Berechnung optimaler Aktionen tiber die
Extremalpunktmenge

Die Tatsache, dass gemall Bem. 3.8 auf endlichen Raumen Intervall-
Wahrscheinlichkeiten und weitere typische Credalmengen konvexe Polyeder
sind, ist fiir die konkrete Berechnung optimaler Aktionen sehr
hiltreich, denn sie erlaubt den Riickzug auf die endlichen, nichtleeren
Extremalpunktmenge.

Satz 3.16 (Berechnung verallgemeinerter Erwartungsnutzen)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, ©,u(-)), und eine
verallgemeinerte Priori- Bewertung, also eine Intervallwahrscheinlichkeit
[1(-) mit Struktur M # () oder eine Credal-Menge M # () auf (6, 0(0)),
die zusétzlich die Bedingungen von Bem. |3.§ erfiillt. Dann gilt mit £&(M)
als Extremalpunktmengen:
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Ev(u(@) = min 3" u(a,d,)n({9;}
und 8

Blu(@) = max >~ u(a,d))u{9,})
Bem. 3.17

e Dieser Satz ist eigentlich ein Korollar zu Satz [1.23] aus Kapitel 1,
wenn man sich an Bemerkung 3.8 erinnert, demzufolge Strukturen und
entsprechende Credalmengen konvexe Polyeder bilden.

e Zur Berechnung des verallgemeinerten Erwartungsnutzen brauchen also
nur endlich viele klassische Erwartungswerte bestimmt werden.
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Bsp. 3.18 (Investitionsproblem)

Gegeben sei das Investitionsproblem (vgl. das Beispiel aus Abschnitt |1.3.4

v v Vs
ap | 10000 2000 -15000
as| 1000 1000 0

und  eine  Experteneinschitzung in Form  einer  ordinalen
Wahrscheinlichkeit, d.h. der Experte ordnet nur die Umweltzustande nach
der Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens. Gegeben sei die Credalmenge

M ={r()|r({th}) = 7({P2}) = 7({Vs}) ]
Berechne die Max E Min-Aktion!
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M besteht aus linearen Restriktionen, die sich aus der ordinalen
Wahrscheinlichkeitsbewertung ergeben, z.B.

ﬂ-({ﬁjl}) > W({ﬁjz}) —0< ﬂ-({ﬁjl}) _ W({ﬁb})?
und den trivialen Bedingungen:

0 <m({v;}) <1,
m({01}) + 7({02}) + 7({9s}) = 1,

also ist M in der Tat ein konvexes Polyeder.

16

Berechnet man die Extremalpunktmenge £(M), so ergibt sich

8(siehe z. B. E. Kofler: Prognosen und Stabilitit bei unvollstindiger Information. Campus (Frankfurt; New York),
1989.)
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(1) ()

N0/ \o) \1

Damit ist bel a4

Ev(u(ar)) = inf Er(u(ar)) = mm Zu ar,¥;)m({¥;})

TeM rTeE(M

1 11
— min (10000 1+ 0:10000 - -+ 2000 - - + 0: (10000 + 20000 15000))
— min (10000; 6000: —1000) = —1000.
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und fir as

E(u(as)) = Wiél/f/l E(u(as)) = mm (Zu as, V) ({9, }))

1 11
= min (1000 131000 - 5 + 1000 - 5 5(1000 + 1000 + 0)>

2000
3

Ep(u(ar)) = ng%% Ex(u(ar)) < Wé’l”gl%) Er(u(az)) = Ep(ulaz)).

Also i1st as Max E Min-Aktion.
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Bem. 3.19 (Praktische Berechnung)

e Bei grofleren Problemen ist die Berechnung der Extremalpunktmenge
durchaus aufwendig, aber es gibt spezielle Algorithmen (aus der

,computational geometry”, die mittlerweile auch in R verwendbar
sind) !

e Die Berechnung von E, (u(a)) und Epr(u(a)) fiir festes a € A
kann effizient mit linearer Optimierung erfolgen (vgl. Bem. 3.8 und
Bem. 3.12). In vielen Modellen kann auch auf die Darstellung
iber das Choquet-Integral zuriickgegriffen werden, das eine explizite
Berechnungsformel liefert. Man kann ferner sogar zeigen, dass sich die
Berechnung der Max E Min optimalen randomisierten Aktionen auf ein
einziges lineares Optimierungsproblem zuriickfithren lisst [

Tygl. das RCDD-Package (Geyer and Meeden, 2013, CRAN) als Interface fiir Fukudas , cdd-Bibliothek*.
18Vgl. Utkin & Augustin (2005, Proceedings of the Fourth International Symposium on Imprecise Probabilities and
Their Applications), wo auch Algorithmen fiir die anderen Kriterien entwickelt werden.
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3.5 Konditionale Bayes-Inferenz mit Credalmengen

3.5.1 (Generalized Bayes Rule



Natiirlich hangt

2.00

408
Bem. 3.20 (Zur Kritik des Ansatzes, Priori-Credal-Mengen)

) neben den Stichprobenergebnis auch noch von a!

und b9 entscheidend ab.

+ ., Vorwissen kommt mit herein*

0)

- Aber: Wann hat man schon so préazises Vorwissen und braucht dann
noch eine Stichprobe?

- Was tut man bei Nichtwissen?”
Die Gleichverteilung ist als Modell fiir Nichtwissen ist ausserst
problematisch (vgl. Kap. 2.5.1).
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e Modellierung von partiellem Vorwissen und Nichtwissen durch
Credalmengen:

* Lasse a und/oder b in Bereich variieren und betrachte die (konvexe
Hiille aller) entstehenden Verteilungen als Priori-Credalmenge.
(,robuste Bayes-Analyse®)

x Idee: Fast ,,volliges Nichtwissen®, alle moglichen Werte von a und b

— . near ignorance prior-;
in anderer Parametrisierung besser darstellbar, siche Bem. [3.23
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Bem. 3.21 (Robuste Bayes-Analyse, Generalized Bayes Rule)

In der Situation von Bem. 2.86| kann man auch mit Priori-Credalmengen
M arbeiten. Dann heif3t

M = {WHCU)

Ar(-) € M : 7w(-|x) ist Posteriori-Verteilung3.10)
von 1 gegeben x beziiglich 7'('()}

Posteriori-Credalmenge gegeben x beziiglich M. Man spricht dann von

einer robusten Bayes-Analyse; (3.11) wird dann oft als Generalized
Bayes Rule (GBR) bezeichnet.
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Bem. 3.22 (Bayes Postulat (nicht entscheidungstheoretisch))

Nach der Beobachtung der Stichprobe enthélt die (klassische) Posteriori-
Verteilung bzw. die Posteriori-Credalmenge die volle Information, d.h. sie
beschreibt das Wissen tiber den unbekannten Parameter vollstandig.

Alle statistischen Analysen haben sich ausschliefSlich aut die Posteriori zu
stiitzen; daraut aufbauend insbesondere Konstruktion von

e Bayesschen-Punktschiatzungen: MPD-Schdtzer (Maximum Posteriori
Density-Schidtzer)

e Bayessche-Intervallschétzung: HPD-Intervalle (Highest posterior
density-Intervalle)

e Bayes-Tests
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3.5.2 Konjugiertheit und verallgemeinerte Bayes-Inferenz



Bem. 3.23 (Eine alternative Darstellung von Satz 2.94

413
)

Eine zum Nachweis meist umstandlichere, aber fiir die Interpretation oft
anschaulichere und fiir die Verallgemeinerung besser geeignete, alternative
Darstellung von Satz [2.94] lautetet:

Hat in der Situation von Def.

2.86

jedes Element der Menge

P der

Stichprobenverteilungen eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(x|?¥) der Form

fal9) o< exp (Y(0)7(F) = n - d())

und jedes Element der Menge II, aus der die Priori-Verteilung stammt.,
eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion der Form

7(9) o exp (n<0> (w(ﬁ)y@ _ d(ﬁ)))

(3.11)

(3.12)
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so sind II und P konjugiert. Es gilt dann

(x]9) oc exp (n<1> (w(ﬁ)y(l) ~ d(ﬁ))) (3.13)
mit
nt =n" £ n (3.14)
nd (0)4/(0
S =y @) (3.15)
n) +n
y ist typischerweise ein Lageparameter, n'® kann man als virtuelle

Beobachtungen interpretieren, auf denen das Priori-Wissen beruht.

n'% tritt immer gemeinsam mit n auf, ndmlich im Ausdruck nl% +n

Mit 7(Z) = 27(Z) 1aBt sich die Aufdatierung des Parameters schreiben als

yV = y 7(Z) (3.16)
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also als gewichtetes Mittel der Priori-Vermutung und des
Stichprobenmittels.
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Beispielsweise ist dann die Beta-priori aus (2.49)
m(9) o< 91— 9)" (V)
= 0" (L= ) iy 0)

mit (festem) n'® > 0 und (festem) y'” € (0;1). y'* ist dann genau der
Erwartungswert der Priori-Verteilung; ferner gilt fiir die priori-pradiktive
Verteilung der nachsten unabhéangigen Beobachtung X,

p<Xneu — 1) — y<0)



417
Bem. 3.24 (Robuste Bayes-Analyse in konjugierten Modellen)

e Die Darstellung in Bem. 3.23] ermoglicht eine elegante robuste Bayes-
Analyse. Priori-Credalmengen erzeugt man durch intervallwertige
Priori-Parameter:™

[Q(O), Q(O)} typischerweise intervallwertiger Priori-Mittelwert bzw.
bzw. Lageparameter

und /oder

[@(O), ﬁ(oﬂ intervallwertige virtuelle Beobachtungen, auf denen das

Priori-Wissen beruht

YWalley (1991/1996): Binomial-/Multinomialmodell. Quaeghebeur & deCooman (2005): Exponentialfamilien mit
festem n(¥); Walter & Augustin (2009): n(?) zusitzlich variabel.
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Lasst man y'% und ¢9 gegen die Grenzen des zuldssigen Priori-

Parameterbereichs gehen, so erhilt man sogenannte ,,near ignorance “-
Modelle.

Beispielsweise gilt dann fiir die priori-pradiktive Verteilung

p(X =1) = [Tim y'%, lim ] = [0; 1]
y(010 yO11

und analog fiir p(X = 0), was Nichtwissen {iber ¢ deutlich ausdriickt.
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e ['iir die posteriori-pradiktive Verteilung ergibt sich mit festem ., Priori-
Gewichts-Parameter” nl” nach n Beobachtungen i, . .. z,;:

p(Xneu — I‘Xl — L1y .- 7Xn — xn)

1=1 1=1

— 1. ) . 1.
y%?o n(0) +n ’y<1£?1 n(0) + 1

_ i%‘z n(O) + zn:xi_
1=1 1=1

"0 1 n 20+
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Die Breite
n0)

n +n
des Intervalls, nimmt in n monoton ab: Fiir kleines n sind aus
Nichtwissen nur schwache Folgerungen ziehbar; fiir grofleres n wird
man praziser.
Beachte, dies ist kein Konfidenzintervall, sondern eine . intervallwertige
Punktschéatzung ™!
Die  entsprechende  Verallgemeinerung  auf  mehrkategoriale
Beobachtungen ist das sog. Imprecise-Dirichlet-Model (IDM, Walley
(1996, J. Royal Statistical Society B)). Es gilt als Grundlage vieler
weiterfithrender Anwendungen. Man kann zeigen: Die Priori- und
Posteriori-Verteilungen sind unabhanging von der Kategorisierung;
Zusammenfassen /Prézisieren der Kategorien dndert die Inferenz nicht

(vgl. im Gegensatz dazu die Auseinandersetzung mit der Laplace-Regel
in Kap. 2.3)
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Bem. 3.25 (Fortsetzung von Beispiel 2.93))

Man betrachte die Bayes-Inferenz fiir den Mittelwert einer
Normalverteilung aus einer i.i.d. Stichprobe. Geht man im Sinne von
Bem. 3.24] zu Priori-Credalmengen iiber, wobei v in einem Intervall
L 57 und n¥ in [0, V)] variiert, so gilt?

20Walter& Augustin(2009, Remark 4.1)



1 n
aSniE—lx =~ UV

1n
falls = . < )
asn;m 1%

1n
falls — - < 0
asn;x UV

1n
falls = " z; > ¥
aSni:1QZ’ 1%
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Daraus ergibt sich insbesondere, dass
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pdc misst das Ausmall des Priori-Daten-Konflikts, also wie weit die

1 n
Stichprobenbeobachtung — Z x; von dem Priori-Mittelwert [2(0)7 D(O)]
n
i=1
entfernt ist. (0, wenn innerhalb des Intervalls, sonst Differenz zur néachsten
Grenze.)
Damit gilt also:

e Bei , nicht iiberraschenden Beobachtungen® ist die Posteriori-Unscharte
klein.

e Bei iiberraschenden Beobachtungen® hingegen gilt: Die Posteriori-
Unscharfe ist grof; bei abgeleiteten Folgerungen ist man sehr vorsichtig.
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Quelle: Walter & Augustin (2009, S. 268)

Set of priors: y(o)e [3;4] and n® e [1;25] Set of posteriors: y(1)€ [3.29;4] and ne [11;35]
o o
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0 2 4 _ 6 8 10 cb 2 4 6 8 10
Observation T(x) =X = 4 withn =10 of posterior HD(0.95) intervals = [2.95;4.59]
Set of priors: y@ € [3;4] and n© € [1:25] Set of posteriors: y") € [4.43:7.64] and n'" € [11:35]
o _| e
881 88 -
eV S - —_—
T T T T T T T L

o

10

2 4 6 8 0 2 4 6 8 10
Observation T(x) = X = 8 withn =10 U of posterior HD(0.95) intervals = [4.1;8.23]
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Die Bilder zeigen die Inferenz mit einer Menge von Normalverteilungen
(angedeutet durch die Verteilungsfunktionen) gebildeten  Priori-
Credalmenge (jeweils links) und die zugehérigen Posteriori Credalmengen,
einmal im Fall ohne Priori-Daten-Konflikt (oben) und mit Priori-Daten-
Konflikt (unten). In der Tat ist im zweiten Fall die Credalmenge
sehr ,gross”; man kann in dieser widerspriichlichen Situation kaum
weitergehende Schliisse téatigen, wahrend die obere Aussage relativ prézise
Aussagen ermoglicht.
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Die Abbildungen zeigen das arithmetische Mittel (schwarze Linie) und
HPD-Intervalle zum Sicherheitsgrad 95 Prozent bei der konjugierten
Inferenz den Mittelwert einer Normalverteilung fiir verschiedene
Stichprobenumféinge in einer typischen Situation ohne Priori-Daten-
Konflikt (oben) und mit Priori-Daten-Konflikt (unten). Links ist die
klassische Modelierung basierend auf einer Priori-Normalverteilung, rechts
cine geeignet konstruierte Credalmenge. Man sieht, dass die HPD
Schatzungen hier deutlich breiter sind als im Fall ohne Priori-Daten
Konflikt, wahrend im klassischen Fall die Intervalle gleich lang bleiben
und nur verschoben werden.
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Quelle: Walter & Augustin (2009, S. 268)
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Korollar 3.26 (Korollar zu Satz 2.103: Konsistenzsatz fiir Credal-]

In der Situation von Satz [2.103 gilt:
[st M eine Priori-Credalmenge mit «(-) > 0,Vr € M, so zieht sich die

nach n Beobachtungen gebildete Posteriori-Credalmenge /\/l|(Z> im Punkt
P wahr ZUSAINMEN:

lim inf  7w(¥|x)

no0 \ r(fr)em

1 falls ¥ = dpunr

= lim sup  7(9|x) —{
n—00 W(‘x)EM&) 0 falls .
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