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1 Einleitung

Der amerikanische Chemiker Frank Wilcoxon (*1892 in Irland, T 1965 in Flo-
rida) war sehr interessiert darin, statistische Methoden zur Untersuchung wis-
senschaftlicher Daten zu gewinnen. Unter seinen etwa 70 Veroffentlichungen
gilt der Artikel 'Individual Comparisons by Ranking Methods’, verdffentlicht
1945 in der Zeitschrift ‘Biometrics Bulletin’, als sein bedeutendster. In diesem
stellte er zwei von ihm entwickelte Tests, den Wilcoxon-Rangsummentest und
den Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test, vor, die bis heute eine enorme Bedeutung
in der Statistik haben und vor allem angewandt werden, wenn unter gewissen
Voraussetzungen andere Tests nicht funktionieren. Beide Tests vergleichen zwei
Stichproben miteinander, einmal fiir den Fall unabhéngiger (Rangsummentest),
einmal fiir den Fall abhéngiger Stichproben (Vorzeichen-Rang-Test). Zweitge-
nannter Test eignet sich ebenso fiir den Ein-Stichprobenfall.

Fiir diese Fragestellungen kommen meist t-Tests in Frage, die jedoch an
gewisse Voraussetzungen gebunden sind. So verlangen diese Stichproben aus
einer normalverteilten Grundgesamtheit respektive einen bzw. zwei hinreichend
grofle Stichprobenumfinge, sodass der zentrale Grenzwertsatz erfiillt ist und
eine Normalverteilung zumindest approximativ angenommen werden kann. Da
dies nicht bei allen Daten der Fall sein muss, suchte Frank Wilcoxon nach einer
Alternative dazu. Grundlegendes seiner Methodik ist es, dass er exakte metrische
Werte und Differenzen zwischen einzelnen Werten mehr oder weniger auflen vor
ldsst. Vielmehr sortiert Wilcoxon die einzelnen Werte der Daten der Gréfie nach
und vergibt entsprechende Rénge. Aus einem metrischen Skalenniveau wird so
ein ordinales.

Wilcoxons Tests wird teilweise als der Anfang der nonparametrischen Statis-
tik gesehen, was jedoch nicht der Wahrheit entspricht. [I, S. 191] Sicher ist aber,
dass sie unter den nonparametrischen Verfahren zu den bedeutendsten zéhlen.
Im Folgenden werden diese beiden Tests genauer besprochen.

2  Wilcoxon-Rangsummentest

2.1 Erklarung

Der Wilcoxon-Rangsummentest untersucht die Fragestellung, ob sich zwei von-
einander unabhéngige Stichproben hinsichtlich eines bestimmten Merkmals von-
einander unterscheiden. Es handelt sich also um einen Zwei-Stichproben-Test,
der im Gegensatz zu einem in etwa vergleichbaren Zwei-Stichproben-t-Test oh-
ne Parameter auskommt. Grundsétzliche Annahme dieses Tests ist es, dass zwei
voneinander unabhéngige Stichproben einer Verteilungsfunktion der gleichen
Form folgen, die lediglich eventuell um einen Betrag § links- oder rechtsseitig
verschoben ist. Sei Fx die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X (Grofe:
n) und Fy diejenige der Zufallsvariablen Y (Grofie: m), so soll gelten:

Fx(CL‘) = Fy(l‘— (5)



Dabei ist § ein fester, unbekannter Parameter. Der Wilcoxon-Rangsummentest
soll nun zeigen, ob und inwiefern sich § von 0 unterscheidet. Dabei gibt es drei
Moglichkeiten, in jeder davon lautet die Nullhypothese

Hy: Fx(z) = Fy ()
und die Alternativhypothese
H, : Fx(z) = Fy(z = 9).
Die drei Félle unterscheiden sich lediglich hinsichtlich 6.

e Im Fall a) ist § > 0, es wird getestet, ob Fx einseitig nach links gegeniiber
Fy verschoben ist

e Der Fall b) ist genau umgekehrt, hier wird iiberpriift, ob § < 0, ob also
Fx gegeniiber Fy einseitig nach rechts verschoben ist

e Fall ¢) iiberpriift sozusagen beides gleichzeitig, nidmlich ob § # 0, also
zweiseitig, ob es iiberhaupt eine Verschiebung unter den beiden Vertei-
lungsfunktionen gibt

Was hier womdglich noch kompliziert klingen mag, erweist sich gerade in der
Praxis als einfacher und #uflerst niitzlich. Denn gleiche Verteilungsfunktionen
implizieren unter anderem gleiche Mediane und daher wird mit den Fillen a),
b) und ¢) gleichbedeutend iiberpriift, ob und wie sich die Mediane der beiden
Gruppen voneinander unterscheiden. Und so lauten die Hypothesen auch:

e Fall a): HO  Tmed Z Ymed Hl P Tmed < Ymed
o Fall b) HO * Tmed S Ymed Hl ! Tmed > Ymed
o Fall C): HO  Tmed = Ymed Hl * Tmed 7& Ymed

Um einen dieser Fille zu iiberpriifen, bedarf es noch der Teststatistik, die in
jedem der Fille identisch ist. Wie bereits erwéhnt, werden aus den Daten Rénge
gebildet. Dazu werden zunichst alle Beobachtungen x1,xs2, ..., Tn, Y1, Y25 - Ym
der GroBe nach sortiert und entsprechend Rénge rg(x1), rg(z2),...,rg(xn), rg(y1),
rg(y2),..., rg(ym) vergeben. Rangplatz 1 erhilt die kleinste Beobachtung, statt
des metrischen Werts wird hier also im Folgenden mit der natiirlichen Zahl 1
gerechnet. Man spricht von Bindungen, wenn mehrere Beobachtungen den glei-
chen Wert besitzen. Ist dies der Fall, so wird fiir jede der Beobachtungen der
Mittelwert der eigentlichen Rénge gebildet. Der Testwert Ty ergibt sich nun als
die Summe der Rénge von X, also

Tw = Z?:1 Tg(Xi)-

Dieser Testwert muss nun mit entsprechenden Grenzwerten verglichen wer-
den, damit festgestellt werden kann, ob die ermittelten eventuellen Abweichun-
gen zwischen den Stichproben auch signifikant grof§ sind. Fiir jeden der drei
Félle sind die Grenzwerte unterschiedlich. Es wird dabei immer beriicksichtigt,



wie wahrscheinlich das Auftreten eines gewissen Testwerts bzw. eines Wertes der
mindestens so grofl oder klein wie dieser ist. Beispielsweise wird im ersten Fall
bedacht, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, einen Wert zu erhalten, der ma-
ximal so grof ist wie der Testwert. Um bei einem Test eine gewisse Signifikanz
zu gewéhrleisten, wird berechnet, ab oder bis zu welchem Wert die Wahrschein-
lichkeit, diesen zu erreichen, so grof} ist wie das Signifikanzniveau. Dies kann
von Hand berechnet werden (siehe Kapitel 4), ist allerdings auch in Tabellen [2]
S.591] festgehalten, da sich die Komplexitidt der Berechnung mit zunehmendem
Stichprobenumfang ebenso erhéht. Die Ablehnungsbereiche lauten:

e Falla): Ty < wq(n,m)
e Fallb): Tw > wi_n(n,m)

e Fallc):  Tw > wi_q/2(n,m) oder Ty < wg 2(n,m)

ws bedeutet das &-Quantil der Verteilung. Uber- oder unterschreitet die
Teststatistik entsprechend eines der Quantile, so wird die Nullhypothese ver-
worfen und man geht von der Richtigkeit der Alternativhypothese aus.

2.2 Anwendung

Ein fiktives Beispiel: Bei einem Sprachkurs werden vor Beginn des Unterrichts
die bisherigen Vorkenntnisse aller Teilnehmer gepriift. Hierbei sollen Worter und
Sitze iibersetzt, korrekt verstanden und selbst ausgesprochen werden. Maximal
sind dabei 100 Punkte zu erreichen bzw. damit gleichbedeutend 100 Fehlerpunk-
te. Bei der Korrektur vermutet der Kursleiter, dass unter den Teilnehmern die
n = 11 Frauen besser abschneiden als die m = 10 Méanner. Im Folgenden ist
das ungeordnete Ergebnis des Tests zu sehen. Zu sehen ist das Geschlecht (w =
weiblich, m = ménnlich) und die Fehlerpunkte der Teilnehmer.

m|w|w| m|w|m|m|m|w]|Ww,|m
86 | 54 | 37 | 89 | 76 | 63 | 45 | 83 | 43 | 36 | 49

w W | W m|w | W | m|WwW | 1m|I

76 | 53 | 46 | 81 | 83 | 43 | 58 | 54 | 93 | 78

Tabelle 1: Ungeordnetes Ergebnis des ersten Tests (Fehlerpunkte)

Nun werden aus diesen Fehlerpunkten nach Gruppen (hier: Geschlechter)
getrennt die Rénge verteilt. Rangplatz 1 erhélt derjenige Teilnehmer, dessen
Test die wenigsten Fehlerpunkte aufweist. Theoretisch wére es umgekehrt ge-
nauso moglich, hierbei wiirde sich nur die Interpretation &ndern. Beim Ordnen
wird schnell deutlich, dass mehrere Personen die selbe Anzahl an Fehlerpunkten
erzielten. So tritt beispielsweise der Wert 43 zweimal auf, auf den potentiellen
Réngen 3 und 4. Hier wird das Mittel der Rénge berechnet, in diesem Fall



(3+4)/2 = 3,5, und an jedem entsprechenden Platz als Rang verwendet. Sel-
biges gilt fiir die Werte 54 und 83, die ebenso doppelt auftauchen.

Frauen Minner
Rang | (Fehler) | Rang | (Fehler)
1 36 5 45
2 37 7 49
3,5 43 11 58
3,5 43 12 63
6 46 15 78
8 53 16 81
9,5 54 17,5 83
9,5 54 19 86
13,5 76 20 89
13,5 76 21 93
17,5 83

Tabelle 2: Rangplétze unterteilt nach Gruppen

Nun werden die Rangsummen gebildet. Dazu werden aus den beiden Grup-
pen einfach alle Ridnge addiert. Fiir die Frauen ergibt sich so eine Rangsum-
me von » ., 7g(X;) =142+ 3,5+ ..+ 17,5 = 87,5 und fiir die Ménner
Yot rg(Y;) = 143, 5. Wie zu vermuten war, ist die Rangsumme bei den Ménnern
trotz minimal kleinerem Stichprobenumfang weitaus hoher als die der Frauen.
Die Teststatistik wird nun zeigen, ob dieser Unterschied auch signifikant ist.
Getestet wird im Folgenden die einseitige Hypothese

Hy : Timed 2 Ymed
gegen die Alternativ-Hypothese

Hl ' Tmed < Ymed-

Der Testwert ist gegeben durch die Rangsumme der Frauen, also Ty = 87,5
Der Ablehnungsbereich ist in diesem Fall Ty < wq(n, m). Der Wert wq, (n, m)
mit o = 0,05 ergibt sich als 98 und ist somit deutlich grofler als der Testwert
von 87,5. Somit kann der Kursleiter seine Vermutung, dass die Frauen seines
Kurses bessere Vorkenntnisse haben als die ménnlichen Teilnehmer durch den
Wilcoxon-Rangsummentest auf einem Signifikanzniveau von 5% als bestéitigt
ansehen.



3 Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test

3.1 Erklarung

Auch fiir den Einstichprobenfall und den Fall fiir gepaarte Stichproben entwi-
ckelte Wilcoxon einen parameterfreien Test, also beispielsweise wieder Alterna-
tiven fiir die entsprechenden t-Tests. Dieser dient einerseits der Fragestellung,
ob sich Werte innerhalb gepaarter Stichproben unterscheiden, andererseits de-
rer, ob ein Merkmal innerhalb einer Stichprobe durchschnittlich eine bestimmte
feste Grofe hat oder nicht.

Mit gepaarten Stichproben ist gemeint, dass zwei Zufallsvariablen in einem
direkten Zusammenhang zueinander stehen und voneinander vollig abhéngig
sind. Ein Standardbeispiel hierfiir ist, wenn das gleiche Merkmal der gleichen
Personen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten gemessen wird, die Elemente der
Stichprobe sind also die selben.

Ahnlich wie im Fall des Wilcoxon-Rangsummentests wird hier erneut mit
Réngen gearbeitet, allerdings unterscheiden sich die Vorgehensweisen dennoch
voneinander. Kaum unterschiedlich ist der Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test al-
lerdings, ob nun gepaarte Stichproben verglichen werden oder ob iiberpriift wird,
ob und inwiefern sich ein Merkmal einer Stichprobe von einem hypothetischen
Wert unterscheidet. Seien X(;) und X () abhéingige, gepaarte Stichproben der
GroBle n und ¢ ein fester Wert, so kann der Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test
folgende Hypothesen gegeneinander abwégen:

Gepaarte Stichproben

e TFall a): Hy : T(1)med > T(2)med H1: T(1)med > L(2)med
e Fall b) Hy: T(1)med < T (2)ymed H1: T(1)ymed < L(2)med

e Fall C): Hy : Z(1)ymed = L(2)med H1: L(1)med 7é L(2)med

Priifen auf einen hypothetischen Wert

e Falla):  Hi:Z(1ymea > ¢ H1:Z(1ymea < ¢
e Fallb):  Hi:2qymea < ¢ H1:xymed > ¢
o Fall C)S H1 P X (1)ymed = P Hl1: I(l)med # ¥

Wahrend der Wilcoxon-Rangsummentest ohne andere Vorarbeit aus den Da-
ten sofort Rénge bildet, miissen beim Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test zunéchst
Differenzen berechnet werden. Bei gepaarten Stichproben werden die Werte x(2);
von x(qy;(i = 1,2, 3, ...,n), bei einem Test auf einen bestimmten Wert wird eben-
dieser Wert o von jedem x(q); subtrahiert, also

D; = 1) — T2y
bzw.
D =z —¢



Aus diesen Differenzen werden nun Rénge gebildet. Rang 1 erhélt die be-
tragsméBig kleinste Differenz, den grofiten Rang die Differenz mit dem grofiten
Betrag. Zu beachten ist hier allerdings noch, dass das Vorzeichen der Differenz
ebenso mit in den Rang eingeht; wenn die Differenz negativ ist, wird der dazu-
gehorige Rang ebenso mit einem Minus versehen. Auch hier kénnen Bindungen
entstehen, diese werden dquivalent behandelt wie im Wilcoxon-Rangsummentest.
Entsteht die Differenz 0, wo wird der entsprechende Rang halbiert und die eine
Hélfte mit einem positiven, die andere mit einem negativen Rang versehen. Die
Teststatistik W berechnet sich nun als die Summe der positiven Riinge, also

Wt =37 rg(IDil)Zs

1, D;>0
A
0, sonst

Nun muss berechnet werden, wie hoch die Wahrscheinlichkeit fiir den re-
sultierenden Testwert oder einen extremeren Wert in Richtung der Alternativ-
hypothese ist. Da dies bereits bei recht geringen Stichprobenumfingen zu sehr
hohem Arbeitsaufwand fiihrt (vgl. Kapitel 4), empfiehlt sich auch hier, einen
Blick in eine Tabelle zu werfen, in der einige wichtige Quantile der Verteilung
von W7 mit entsprechendem Stichprobenumfang aufgelistet sind [2, S.591]. Die
Ablehnbereiche fiir die drei Fille a), b) und c) lauten:

o Falla): Wt <w}
o Fall b): W+ > wi

e Fallc): Wt < w;r/z oder W+ > wta/z

wj{ bezeichnet hierbei das &-Quantil der Verteilung von w™.

3.2 Anwendung
3.2.1 Gepaarte Stichproben

Nachdem der Sprachkurs nach einigen wochentlichen Sitzungen beendet ist, will
der Kursleiter iiberpriifen, wie viel seine Schiiler im Rahmen der Veranstaltung
gelernt haben und stellt sie vor eine weitere Priifung, dquivalent zu der Ein-
stiegspriifung. Der Kursleiter ist guter Dinge und erwartet wenig Fehlerpunkte
bei den Teilnehmern. Spétestens nach der Korrektur fillt er allerdings zunéchst
aus allen Wolken, da er bessere Ergebnisse erwartete und von mehreren Leis-
tungen geradezu schockiert ist. Voller Pessimismus stellt er die Vermutung auf,
dass sich die Sprachkenntnisse der Frauen durch seinen Kurs insgesamt nicht
einmal verbessert haben.

Um diese These zu iiberpriifen, wird der Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test fiir
gepaarte Stichproben benutzt. Die dazugehorigen Hypothesen, die der Kurslei-
ter dazu aufstellt, lauten:



Hy : T(n)ymed < Z(v)ymed Hy T(n)ymed > Z(v)ymed

Mit X, sind die Ergebnisse der Frauen vor dem Sprachkurs bezeichnet, mit
X, diejenigen danach. Nun wird zunéchst fiir jede Teilnehmerin ¢ die Diffe-
renz D; zwischen dem Ergebnis vor und nach dem Sprachkurs gebildet und
diese werden nach dem Betrag geordnet. Es werden also wieder Rénge gebildet,
Rangplatz 1 erhélt hierbei die Differenz mit dem kleinsten Betrag. Zu beachten
ist, dass jeder Rangplatz mit dem selben Vorzeichen versehen wird wie die dazu-
gehorige Differenz. Ist die Fehleranzahl nach dem Sprachkurs geringer geworden,
so erhélt auch der dazugehorige Rangplatz ein negatives Vorzeichen.

Fehler davor | Fehler danach | Differenz | Rangplatz
43 45 2 1
37 31 -6 -2,5
54 49 -6 -2,5
36 27 -9 -4,5
46 37 -9 -4,5
83 94 11 6
76 63 -13 -7
53 39 -14 -8
43 12 -31 -9
54 19 -35 -10
76 4 -72 -11

Tabelle 3: Ergebnisse der Frauen mit Rangpléatzen

Wie zu sehen ist, verbesserten 9 der 11 Teilnehmerinnen ihre Priifungsergebnisse.
Unter den Teilnehmerinnen befinden sich jedoch auch 2, die schlechtere Resul-
tate erzielten als vor dem Sprachkurs. FEine Teilnehmerin um 2 Punkte, was
die kleinste Vorher-Nachher-Differenz bedeutet und eine Teilnehmerin um 11
Punkte, der Rang des Differenzbetrags hiervon ist Nummer 6. Nun wird die
Teststatistik W berechnet. Dazu werden die positiven Differenzringe addiert,
also

W =37 rg(|1Dil) Z;
o 1, D;,>0
L 0, sonst

W+=1-1+25-04250+..+11-0=7

mit

Hier:

Signifikant groBer als z(y)med Wire T (n)meq nach diesem Test erst dann, wenn
die Teststatistik grofer wire als wy_ (n), was in diesem Fall 52 ist (Signifi-
kanzniveau: 5%), also weit entfernt von 7. Das Ergebnis ist also alles andere



als signifikant. Ganz im Gegenteil: Die Fehleranzahl in der Priifung nach dem
Kurs ist sogar auf dem 1%-Signifikanzniveau kleiner als die vor dem Kurs, da
7T< w[{ 01(11) = 8. Der Kursleiter kann also beruhigt sein: Zumindest eine Ver-
schlechterung der Sprachkenntnisse durch seinen Kurs hat laut dem Wilcoxon-
Vorzeichen-Rang-Test definitiv nicht stattgefunden und sein Kurs war nicht
vollig nutzlos.

3.2.2 Priifen auf einen konkreten Wert

Doch wie sieht es mit den Ménnern aus? Auch von deren Priifungsergebnissen
ist der Kursleiter nicht gerade angetan. Er ist sogar davon iiberzeugt, dass die
Ménner unter den 100 zu erreichenden Punkten nur etwa die Hélfte erreichten.
Gegeneinander getestet werden also folgende Hypothesen:

Hy : Yn)ymed = 50 Hy : Y(n)ymed 7& 50

Auch diese Problematik ldsst sich mit dem Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test
itberpriifen, sehr &hnlich zu dem vorherigen Test. Hier gilt: Erweist sich das
Testergebnis als nicht signifikant, dann kann nicht davon ausgegangen werden,
dass sich die Priifungsergebnisse der Méanner iiberzuféllig von 50 Fehlern unter-
scheiden. Nun werden Differenzen zwischen allen m = 10 Priifungsergebnissen
und 50 gebildet und daraus wieder positive und negative Rénge gebildet.

Fehler | Differenz zu 50 | Rang
50 +0 +1
47 -3 -2
55 5 3
42 -8 -4
39 -11 -5
34 -16 -6,5
66 16 6,5
31 -19 -8
12 38 -9
1 -49 -10

Tabelle 4: Ergebnisse der zweiten Priifung der Ménner

Da ein Teilnehmer exakt 50 Fehlerpunkte hatte, ist hier die Differenz zu 50
0, was weder ein positiver noch ein negativer Wert ist. Der dazugehorige Rang 1
wird zur Halfte als positiv gesehen und zur Hilfte als negativ, geht also jeweils
in die positiven und negativen Rangsummen als 0,5 ein. Nun werden wieder die
positiven Rénge addiert und man erhélt W, = 0,5+ 3+ 6,5 = 10.

Nun kann man die Nullhypothese nicht ablehnen, falls sich der Testwert W
im Bereich [w;r/2;w1ta/2] befindet. Mit @ = 0,05 ergibt sich ein Bereich von
[9; 46], wihlt man fiir o den Wert 0, 1, so beschrénkt sich der Bereich auf [11;44].
Im ersten Fall ist der Testwert 10 nicht enthalten (— Hy wird beibehalten), im



zweiten Fall jedoch schon (— Hy wird verworfen). Dies bedeutet konkret: Die
Wahrscheinlichkeit, dass sich die erhaltene durchschnittliche Fehleranzahl der
Priifungsergebnisse der Ménner nur zufillig von 50 unterscheiden, liegt nach
dem Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test zwischen 5 und 10%.

4 Exakte Berechnung der Verteilung der Test-
statistik

4.1 Erklarung

Bisher wurde bei der Uberpriifung auf Signifikanzen lediglich auf tabellierte
Quantile der Verteilungen der Wilcoxon-Teststatistiken hingewiesen und das
Prinzip lediglich angeschnitten, wie die Berechnung der exakten Wahrschein-
lichkeiten fiir bestimmte Testwerte funktioniert. Nun soll zweiteres fiir beide
Tests genauer ausgefithrt werden. Grundsitzliche Uberlegungen dabei sind im-
mer mitunter folgende Fragestellungen:

e Wie viele mogliche Rangsummen sind insgesamt zu erreichen?
e Auf wie viele verschiedene Arten sind bestimmte Rangsummen zu errei-
chen?
4.1.1 Wilcoxon-Rangsummentest

Bei einem Wilcoxon-Rangsummentest mit den Gruppen X vom Umfang n und
Y vom Umfang m gilt immer Folgendes:

1. Die niedrigste mogliche Rangsumme fiir X ist r,,i,(x) = S i= %
und fiir Y gleich 7in(v) = >oieq @ = W
2. Die hochste mdogliche Rangsumme fiir X ist 7p,00(x) = Sorm Vo=

n(3n+1) m(3m+1)
2 2

und fiir Y gleich 7,q0(x) = Z?:Jrﬁlz =
3. Damit gibt es insgesamt s = 7,42(x) = Tmin(X) T 1 = Tmaz(y) = Tmin(y) +1
unterschiedliche mogliche Rangsummen fiir X und Y

4. Die Summe beider Rangsummen ist immer Ww — Hat X die
niedrigste mogliche Rangsumme, so hat Y die héchste mogliche Rangs-
umme, hat X die zweitniedrigste mogliche Rangsumme, so hat Y die
zweithochste mogliche Rangsumme, usw.

5. Insgesamt gibt es I = (") = ("F™) verschiedene Méglichkeiten, die

n
Rénge auf die beiden Gruppen aufzuteilen

Diese Informationen reichen jedoch noch nicht komplett aus, um exakte
Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Da [ > s bedeutet dies, dass es meist Rangs-
ummen gibt, die auf mehrere Weisen zu erreichen sind. Wie viele Moglichkeiten

10



es fiir welche Rangsummen gibt, ist die Information, die zur Berechnung noch
fehlt. Wenn die Gruppe X eine Rangsumme 7 hat, muss iiberlegt werden, wie
viele Moglichkeiten es gibt, diese Zahl als Summe aus n verschiedenen Summan-
den (jeweils € N und kleiner gleich (n + m)) zu erhalten. Bei kleinen Werten
fiir r stellt dies noch kein grofies Problem dar, doch mit zunehmender Grofie
nimmt der Aufwand fiir das Ausmachen der Anzahl der Moglichkeiten immer
schneller zu. Zum gleichen Ergebnis wie zu iiberlegen, wie viele Moglichkeiten es
gibt, r als Summe aus n ungleichen Summanden < (n + m) darzustellen, fiihrt
folgender Gedanke:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahl (r — (’;)) als Summe aus n € N Sum-
manden (unbedeutend, ob gleich oder ungleich), die hochstens den Wert (m+1)
haben, zu erhalten? [3, S. 82]

Sei Fp(a, b, c¢) die Funktion, die ausgibt, wie viele Moglichkeiten (Partitionen) es
gibt, die Zahl a als Summe von b Summanden < c¢ darzustellen, so berechnet sich
die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Rangsumme r durch die Population
X der Grofe n, der gegeniiber eine Population Y der Gréfle m steht, zu

Fp(rf(;),n,erl)
GO

Da allerdings meist nach der Wahrscheinlichkeit, hochstens oder mindestens
eine gewisse Rangsumme zu erreichen, gefragt wird, miissen in diesen Féllen
die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Rangsummen grofler oder kleiner gleich dieser
gewissen Rangsumme kumuliert werden, also:

P(TW :’/‘) =

25
i=r

. Fp(i—=(3)m,m+1))
P(Tyy < r) = Zmrmanco TP )

(n:?n)

bzw.

St (P (i=(3) mam+1)

)

P(TW 2’1"):

AuBlerdem gilt:
P(Tw <r)=1-P(Tw >r)

Hier wird nun der Zusammenhang zu den Grenzwerten deutlich. Ist P(Ty <
r) maximal so grofl wie ein Wert «, so kann auf einem a-Signifikantniveau davon
ausgegangen werden, dass der Median von X kleiner ist als der von Y (siehe Fall
a)). Umgekehrt kann davon auf dem gleichen Signifikanzniveau davon ausgegan-
gen werden, dass der Median von X grofer ist als der von Y, wenn P(Tw > )
hochstens den Wert o annimmt (siehe Fall b)). Wird iiberpriift, ob sich die Me-
diane iiberhaupt unterscheiden, unabhéngig davon, welcher nun gréfler ist, so
wird auf dem Signifikanzniveau o davon ausgegangen, dass dem so ist, wenn
P(Tw <r)+ P(Tw >r) < «a (siehe Fall ¢)).

Anmerkung:
In Wilcoxons Paper wurde zunéchst nur der Spezialfall mit zwei gleich grofien
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Teilstichproben (also n = m) betrachtet. Fiir diesen Fall nutzte Wilcoxon die
Aquivalenz der Anzahl an Partition eines bestimmten Werts aus einer bestimm-
ten Anzahl (hier: n) an ungleichen Summanden mit einer maximalen Grofle
(hier: 2n) zu einer anderen Partition aus. Seien die moglichen Rangsummen
aufsteigend mit den Zahlen t = 0,1,2,3, ... bezeichnet, so gilt bis zur Rangs-
umme mit der Nummerierung 1 bis n fiir die Anzahl an Partitionen, dass sie
dquivalent zur grundsétzlichen Anzahl an Partitionen von ¢ sind. Fiir die nied-
rigste mogliche Rangsumme (¢ = 0) gilt, dass sie nur auf eine mogliche Art zu
erreichen ist.

Sei als Beispiel n = m = 4, so ist die niedrigste moégliche Rangsumme gleich
1+2+3+4=10.

e 11 als Partition mit 4 Teilen < 8 zu erhalten, ist nur auf eine Weise
moglich, da es fiir das dazugehorige ¢t = 11 — 10 = 1 nur eine Partition
gibt: 1 selbst

e Fiir 12 gibt es 2 Moglichkeiten, da 2 aus 2 Partitionen gebildet werden
kann: 2 selbst und (1 + 1)

e Fiir 13 gibt es 3 Moglichkeiten, da 3 aus 3 Partitionen gebildet werden
kann: 3 selbst, (1 +2) und (1414 1)

o Fiir 14 gibt es 5 Moglichkeiten, da 4 aus 5 Partitionen gebildet werden
kann: 4 selbst, (2+2), (1+3), 1+1+2)und (1+1+1+1)

e Fiir groBere Rangsummen ist t > n und die Aquivalenz der beiden Parti-
tionen ist nicht mehr gegeben

Fiir die weitere Ausfithrung der exakten Berechnung der Teststatistik siehe
[3, S.81 und 82]

4.1.2 Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test

Fiir den Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test, angewandt auf die gepaarten Stich-
proben X(;) und X o) der Gréfle n oder die Stichprobe X(;y und den hypotheti-
schen Wert ¢, gilt immer Folgendes, was zur Berechnung exakter Wahrschein-
lichkeiten fiir gewisse Rangsummen ausgenutzt werden kann bzw. benttigt wird:

1. Der niedrigste mogliche mégliche Testwert fiir W™ ist 0. Dieser kann nur
erreicht werden, wenn alle Differenzen (und somit Rénge) negativ sind

2. Der hochste mogliche Testwert fiir W+ ist Wt = >0 i = "("T’Ll)
Dieser kann nur erreicht werden, wenn alle Differenzen (und somit Riinge)
positiv sind

3. Damit gibt es W}

max

+ 1 verschiedene mogliche Rangsummen

4. Insgesamt gibt es 2" unterschiedliche Méglichkeiten, die W& =+ 1 ver-
schiedenen Rangsummen zu erhalten

12



Wie beim Wilcoxon-Rangsummentest fehlt auch hier zur Berechnung der exak-
ten Wahrscheinlichkeiten nur noch die Information, auf wie viele unterschiedli-
che Moglichkeiten die jeweiligen Rangsummen zu erreichen sind. Wéhrend beim
Wilcoxon-Rangsummentest allerdings nur von Interesse war, wie diese Rangs-
ummen als Summe einer einzigen bestimmten Anzahl an Summanden zu er-
halten sind, so muss beim Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test beachtet werden,
dass die Rangsummen hier als Summe von bis zu n (nur fiir den Fall, dass
W+ =W, ) Summanden entstehen kénnen. Das heift, dass fiir jede mogliche
Rangsumme iiberpriift werden muss, wie viele Moglichkeiten es gibt, diese Sum-
me aus bis zu n unterschiedlichen Summanden darzustellen.

Auch hier kann der selbe 'Trick’ angewendet werden wie im Rangsummentest
von Wilcoxon.

Sei w ein bestimmter Testwert W+, j € N die Anzahl an ungleichen Summanden
und n die maximale Wert fiir einen Summanden, so ist die Anzahl an gleichen
oder ungleichen Partitionen von w — (;) aus j Teilen (< n — j + 1) gleich der
Anzahl an an ungleichen Partitionen von w aus j Teilen (< n).

Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Testwert w gleich

POV = w) = (Bl e {anitit

on

Da (%) fiir j = 1 nicht definiert ist, beginnt die Summe erst bei 2. Dies hat zur
Folge, dass die Summe Partitionen mit nur einem Element nicht beriicksichtigt.
Falls w < n, gibt es diese Partition jedoch und somit auch eine Moglichkeit
mehr, die Rangsumme w zu erhalten. Damit gilt fiir q:

)1, w<n
1= 0, sonst
Fiir die Testwerte w = {0;1;2} verkiirzt sich die Formel zu P(W+ = w) = .
Fiir den Fall P(W* < w) muss diese Formel noch ein wenig erweitert wer-

den, da hier die eben erwéhnte Wahrscheinlichtkeit fiir jeden Wert kleiner oder
gleich w berechnet und aufsummiert wird:

22— FP(i*(é),j’n*jJrl)JrQ)
on

PWt <w)=(

Die duflere Summe beginnt erst bei 3, da Partitionen mit ungleichen Sum-
manden fiir die Werte w < 2 ohnehin nur aus einem Teil j bestehen koénnen,
néamlich w = j. Besagte Partitionen sind in der Formel mit @) abgedeckt: @ ist
hier &hnlich zu ¢ im Fall P(W™T = w). Es ist nichts weiter als alle Partitionen
mit nur einem Element addiert und damit gleich:

n+l, w>n

@= {w + 1, sonst
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Fiir die Testwerte w = {0; 1; 2} verkiirzt sich auch diese Formel, némlich zu

P(WH < w) = wtl,

P(W* > w) berechnet sich als Gegenwahrscheinlichkeit wieder als 1 —
P(W+ <w)und P(W+ >w) = P(W' >w—1) entsprechend als 1 — P(W+ <
w—1).

4.2 Anwendung
4.2.1 Wilcoxon-Rangsummentest

Voller Freude iiber seinen grandiosen Erfolg von nur einem Fehlerpunkt will
ein Teilnehmer nach Beendigung der letzten Sitzung des Sprachkurses noch
in einer Kneipe mit anderen Mitstreitern anstoffen. Zu fiinft besuchen sie die
nichste Gaststétte und sitzen sich gegeniiber, n = 3 Teilnehmer auf einer Sitz-
bank, m = 2 auf Stithlen. Der Spitzenreiter, auf der Bank sitzend, wird nach
einigen Drinks iibermiitig und gibt an: "Wir auf der Bank haben alle bessere
Priifungsergebnisse als ihr auf den Stiihlen, das kann doch kein Zufall sein!”

Tatséchlich sind die drei besten Ergebnisse unter den fiinf von denjenigen,
die auf der Bank sitzen, was eine Rangsumme von Ty = 142 + 3 = 6 aus-
macht, die niedrigste, die moglich ist. Da es insgesamt (g) = 10 unterschiedliche
Moglichkeiten gibt, die verschiedenen Réange auf die Teilnehmer zu verteilen,
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, genau diese Rangsumme zu erreichen gleich
P(T, =6) = 1—10 = 0,1. Und da es in diesem Fall keine niedrigere Rangsumme
gibt, ist diese Wahrscheinlichkeit auch gleich der Wahrscheinlichkeit P(7T,, < 6).
Hier sieht man: Aufgrund des niedrigen Stichprobenumfangs ist bei diesem Test
kein Signifikanzniveau von unter 10% mdoglich. Eine Ubersicht iiber die Wahi-
scheinlichkeiten fiir sdmtliche mogliche Rangsummen r ist in der folgenden Ta-
belle zu finden:

r | Méglichkeiten fiir » | #(r) | P(Tw =71) | P(Tw < r)
6 {1;2;3} 1 0,1 0,1
7 {1;2:4) 1 0,1 0,2
8 {1;2:5),{1:3:4) P 0,2 0,4
9 {1;3;5},{2;3;4} 2 0,2 0,6
10 {1;4;51,{2:3;5) P 0,2 0,8
11 {2;4;5} 1 0,1 0,9
12 {3;4;5} 1 0,1 1

Tabelle 5: Wahrscheinlichkeiten fiir samtliche Realisationen von r

Die dritte Spalte gibt die Anzahl der Moglichkeiten fiir eine Realisation r
an, die vierte die Wahrscheinlichkeit, ebendiese Realisation der Rangsumme zu
erreichen und die fiinfte und letzte Spalte die Wahrscheinlichkeit, héchstens den
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Wert r zu erlangen. In diesem Beispiel ist es natiirlich noch trivial, die einzelnen
Moglichkeiten fiir die unterschiedlichen Testwerte r zu ermitteln. Es sei trotz-
dem kurz veranschaulicht, wie die Anzahl der unterschiedlichen Moglichkeiten
fiir einen Testwert w alternativ berechnet werden kann. Als Beispiel sei die
Rangsumme r = 9 herangezogen. Unterschiedliche Moglichkeiten, diesen Wert
r = 9 als Summe von n = 3 ungleichen Summanden € Nund < (n+m) = 5 gibt
es ebenso viele wie es Moglichkeiten gibt, die Zahl (r — (Z)) = 6 als Summe aus
n = 3 Summanden, ungleich oder gleich, darzustellen, wobei die Summenaden
hochstens den Wert m 4+ 1 = 3 annehmen diirfen. Dies ist nur auf zwei verschie-
dene Arten moglich, ndmlich durch 1,2 und 3 und durch 2,2 und 2. Sicher: in
diesem Fall erschwerte diese Vorgehensweise die Arbeit sogar noch, bei héheren
Werten fiir r dndert sich dies jedoch.

4.2.2 Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test

Da die Sprachkursteilnehmer auf den Stiihlen ihrem angeberischen Mitstreiter
erklirten, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die angeblich iiberzufillige Uberlegenheit
der Teilnehmer auf der Sitzbank mit 10% doch nicht allzu niedrig ist, sucht
er verzweifelt nach anderen Argumenten: ”Dafiir haben wir alle drei unsere
Fehlerpunkte verringert, das will doch was heiflen!” Was der Teilnehmer meint,
bedeutet fiir den Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test nichts anderes, als dass die
3 Differenzen zwischen den Fehlerpunkten nachher und vorher immer negativ
ausfallen und somit auch deren Rénge. Somit ergibt sich fiir die Teststatistik
W™ (zur Erinnerung: die Summe der positiven Rénge) ein Wert von w = 0.
Dieser Wert ist nur auf eine Weise zu erreichen und insgesamt gibt es 2% = 8
Méglichkeiten fiir die Rangverteilung. P(W™ = 0) ist somit % = 0,125, ebenso
wie P(W™ < 0), da 0 der kleinstmdgliche Testwert ist. Durch diese doch recht
hohe Wahrscheinlichkeit lassen sich die Teilnehmer von den Spriichen des Ange-
bers nicht beeindrucken. Dieser ist eingeschnappt und gibt zuriick: ”Dafiir bin
ich besser als ihr alle!”

Die Wahrscheinlichkeiten fiir simtliche mogliche Rangsummen w sind in fol-
gender Tabelle aufgelistet:

w | Mbglichkeiten fiir w | #(w) | PWT =w) | PWT < w)
0 kein Rang > 0 1 0,125 0,125

1 {1} 1 0,125 0,25

2 {2} 1 0,125 0,375

3 (211,43} 2 0,25 0,625

4 1.3} 1 0,125 0,75

5 (2:3) 1 0,125 0,875

6 (1;2:3} 1 0,125 1

Tabelle 6: Wahrscheinlichkeiten fiir simtliche Realisationen von w

Fiir groBere Werte ist es wieder einfacher, den "Trick’ anzuwenden. Hier ist
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dies prinzipiell absolut nicht notwendig, da das Beispiel sehr einfach gewéhlt
wurde. Die Frage, die sich fiir jeden Wert w stellt, ist hierbei: Wie viele unter-
schiedliche Arten gibt es, jeden Wert w als Summe aus j = 1,2,3 ungleichen
Summanden € N < 3 darzustellen? Dies ist gleichbedeutend mit der Frage, wie
viele Moglichkeiten es gibt, den Wert w — (;) als Summe aus j gleichen oder
ungleichen Summanden € N und < 3 zu erhalten? Da j in diesem Fall grofier
(Z] 5 Fr(w (),jn j+1>+q)

als 2 sein muss, wurde in der Formel P(W+ = w) =
der Wert ¢ eingefiihrt, der hier zu 1 wird, wenn w < 3, es also dle Moglichkeit
gibt, w als Summe aus nur einem Summanden € N und < 3 darzustellen. Was
fiir jeden Summanden ausgemacht werden muss, sei hier am Beispiel des Wertes
w = 6 demonstriert:

e Ist 6 als Summe aus einem Summanden € N und < 37 — Nein, da 6 > 3

e Wie viele Moglichkeiten gibt es, 6 als Summe aus zwei ungleichen Sum-
manden € N und < 3 darzustellen? — Keine, da 6 — (g) = 5 nicht als Sum-
me aus 2 gleichen oder ungleichen Summanden € Nund <3—-241=2
darzustellen ist

o Wie viele Moglichkeiten gibt es, 6 als Summe aus drei ungleichen Sum-
manden € N und < 3 darzustellen? — Eine, da sich 6 — @) = 3 ebenso
auf eine Weise als Summe aus 3 gleichen oder ungleichen Summanden € N
und < 3 — 3+ 1 =1 darstellen léasst, ndmlich als 3=14+1+1
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