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1 Einleitung

Sterbetafeln gehoren zu den é&ltesten Techniken in der Statistik, doch deren Ge-
brauch ist immer noch weit verbreitet. In diesen demographischen Modellen wird die
Abgangsordnung eines Bevolkerungsstandes in Form einer Tabelle dargestellt. Durch
Ausfille wie z.B. den Tod eines Teils dieser Bevolkerung, wird jener Bevolkerungsstand
reduziert und so konnen Ausfallwahrscheinlichkeiten geschétzt werden (vgl. Augu-
stin, T. 2013). Sir David Cox hatte einen sehr engen Bezug auf jenes Thema, da
er, ausgebildet mit einem Magisterabschluss und einem Doktortitel, an dem Royal
Aircraft Establishment und an der Wool Industries Research Association tétig war,
wo Ausfallsicherheit und das Testen von bestimmten Lebensdauern zu den wichtig-
sten Aufgaben gehorten. Spéter arbeitete er zudem noch am statistischen Labor in
Cambridge und als Professor der Statistik an dem Birbeck College, dem Imperial
College, und der Universitdt von North Carolina. So dehnte er auch die Arbeiten von
Kaplan und Meier iiber diese Form von Statistik weiter aus, indem er Elemente der
Regression in die Analyse von Sterbetafeln einbaute, was zu einer bahnbrechenden

Methode fiir zensierte Daten mit Ausfallen wurde.



2 Cox’ Ideen zur Modellierung von

Hazardraten

David Cox wollte mit einer semiparametrischen Regressionsfunktion in exponentiel-
ler Form, Einfliisse von bestimmten Kovariablen auf das Verhéltnis von Ausfallraten
zwischen Forschungsobjekten erkléaren. In solchen Modellen gibt es oft das Problem,
dass ein Teil der Daten rechtszensiert vorliegt. Dies bedeutet, dass Individuen be-
trachtet werden, sowie deren Ausfallzeiten.

Kommt es nun vor, dass eine Untersuchungseinheit wiahrend der ganzen Studie nicht
ausfillt, so nennt man dies eine rechtszensierte Beobachtung, denn man weifl nicht
wann dieses Objekt ausfallen wird, sondern nur, dass die Ausfallzeit die beobachtete
Zeit tiberschreitet (vgl. Stein,P. 2007). Dies hat zur Folge, dass man keine Infor-
mationen iiber Regressionsparameter erhélt. Cox versuchte dem entgegenzuwirken,
indem er Ausfallraten mit einer Hazardfunktion darstellt und diese zu bestimmten
Zeitpunkten miteinander vergleicht.

Auflerdem lieferte David Cox einen sehr leichten Weg zur Schitzung der Regres-
sionsparameter, da er sich auf bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten konzentrierte.
Seine Arbeit basiert auf folgendem Regressionsmodell:

At 2) = Ao(t) exp(23)

wobei \g(t) die Baseline-Hazard Funktion genannt wird. Sie ist eine beliebige und
unbekannte Ausfallfunktion, fiir den Fall dass alle Kovariablen 0 sind, also wenn
es keine Einfliisse auf die Ausfallrate gibt. Zudem richtet sich die Baseline-Hazard
Funktion schlieflich noch nach der Zeit, die wihrend der Studie vergeht.

z ist ein Vektor, der mehrere Kovariablen (zy, ..., z,) enthélt;

B ist der Vektor der zu schitzenden Parameter. Anhand dessen konnen Zusam-
menhénge der Einfliisse in z mit der Ausfallwahrscheinlichkeit ermittelt werden.
Der Term exp(zf3) gibt das relative Ausfallrisiko fiir ein Individuum wieder. Es
ist das Risiko verglichen mit dem Risiko, wenn keine KEinfliisse vorhanden sind.
Die Idee des David Cox war es nun, frithere Arbeiten an zum Beispiel Weibull-
Regressionsmodellen zu verallgemeinern. Die Abhéngigkeit der Gefahr eines Ausfalls

von der vergangenen Zeit sollte nicht fehlen. So definierte der Autor eine bedingte



Wabhrscheinlichkeit, bei welcher der Vektor z durch z(t) ersetzt wird. Fiir ihn war
die gesuchte Wahrscheinlichkeit der Quotient aus dem relativen Risiko fiir ein Indi-
viduum, das zum Zeitpunkt t; ausfillt und der Summe der relativen Risiken aller
Individuen, die zu t; noch nicht ausgefallen sind. Hier geht man davon aus, dass die
alle Ausfallzeiten voneinander verschieden sind:

<. <tp;

So ist die Abhéngigkeit von der Zeit im Modell, was notig ist, da Kovariablen zu un-
terschiedlichen Zeitpunkten unterschiedliche Effekte haben kénnen. Die Likelihood-

Funktion sieht wie folgt aus:
exp(zi(ti)5)

L(B) =TT

! ZleR(ti) exp(z(t;) )

wobei z;(t;) der Kovariablenvektor zur Zeit ¢; ist fiir das i-te Individuum, welches

auch zum Zeitpunkt ¢; ausfillt.
R(t;) ist die Menge der Untersuchungseinheiten, die zu ¢; noch gefihrdet sind, aus-
zufallen, also jene die noch nicht zuvor bereits ausgefallen sind. Auf diese bedingte

Wahrscheinlichkeit wird spéater noch genauer eingegangen.

2.1 Definitionen zu Ausfallraten auBerhalb der

Regression

2.1.1 Die Hazardrate und Uberlebensfunktion

Das Ziel der Cox-Regression ist es, die Einfliisse von Kovariablen auf die Hazardrate
zu untersuchen. Stellt man sich jedoch die Frage, wie diese zeitbezogene Ausfallrate
genau definiert ist, greift man nicht auf Elemente der Regression zuriick, sondern
stellt die Rate mithilfe von Wahrscheinlichkeiten dar. Dazu benétigt man die Varia-
ble T, welche die Ausfallzeit reprisentiert. Nun kann bereits eine Uberlebensfunktion
mithilfe dessen aufgestellt werden:

F(t)=P(T > t);

Diese Funktion richtet sich nach ¢, und gibt die Wahrscheinlichkeit wieder, dass die
Ausfallzeit T grofer oder gleich ¢ ist.

Die Hazardfunktion dagegen gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass es zu einem be-
stimmten Zeitpunkt zu einem Ausfall kommt. Man kann Sterbewahrscheinlichkeiten
pro Zeiteinheit angeben. Lésst man nun diese Einheit gegen 0 gehen, so ergibt sich
die Wahrscheinlichkeit zu einem Zeitpunkt:

A(t) = limay o+ P(t§T<tA—i;At|t§T)

Im Zéhler steht sozusagen dass die Ausfallzeit gleich ¢ sein soll (T' = t), es wird




jedoch mit dem Grenzwert fiir At geschrieben, um auf einen Zeitpunkt statt ein
Intervall hinzuweisen. Die Bedingung in der Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass der
Ausfall nicht schon vor t stattgefungen hat.

Im diskreten Fall kann man auf die Bezeichnung mit Grenzwert verzichten, da es
nicht durchgehend zu jedem Zeitpunkt zu einer Reduzierung der Untersuchungsein-
heiten kommen kann, sondern nur in bestimmten diskreten Momenten.

M) = T A, 60t — )

mit Ay = P(T = t|T > t) und 6(x), wobei hier das Dirac-Mafl gemeint ist. Es hat
den Wert 1, falls x = 0 bzw. in diesem Fall, wenn u; = ¢. Ansonsten hat das Maf
den Wert 0 (vgl. Schneider,C. 2009). Die Summe geht {iber alle u; und dieser In-
dex soll einfach die Zeitspanne der Beobachtung darstellen. Die Glieder der Summe
sind gleich 0, aufler das Summenglied, welches die wahre Ausfallzeit beinhaltet. An
dieser Stelle benétigt man die Sterbewahrscheinlichkeit A\; mit selber Bedingung wie
im diskreten.

Durch diese Hazardfunktionen kann man wiederum die Uberlebensfunktion aufstel-
len. Da A(t) die Ausfallrate wiedergibt, steht 1—\(¢) fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit
zu t. Integriert man jetzt von 0 bis zur Zeit kurz vor ¢, so ergibt sich auch die Wahr-

scheinlichkeit, nicht auszufallen fiir diese gesamte Zeitspanne:
t—0

Fit)= [ (1 —X(u)du)

Das kl;s:s(i)sche Integral kann man als Fldcheninhalt unter der Kurve der Funkti-
on ansehen, den man berechnet als Summe von unendlich vielen (x-Achse wird in
minimal kleine Abschnitte unterteilt) Stufen einer Treppenfunktion. Diese einzel-
nen Flacheninhalte erhdlt man, indem man den Funktionswert mit der zugehorigen
Lange des x-Achsenabschnitts multipliziert und anschlieend aufsummiert. Bei der
Hazardrate geht es jedoch um Wahrscheinlichkeiten. Sollen 2 Ereignisse gleichzeitig
passieren, so multipliziert man die Wahrscheinlichkeiten. Deshalb braucht man fiir

das Integral auch keine Summe, sondern das Produkt der einzelnen Stufen.

()—hmH(l— M) (e +1 = 7)

wobei die X—Achse unterteilt ist durch: 0 = 79 < 71 < ... < 7. =t ; Eine Formel iiber
das Produktintegral ist wie folgt definiert:

[TH (1 + f(w)du) = exp(f! f(u)du)

(vgl. Slavik,A. 2007), wodurch sich im stetigen Fall folgende Uberlebensfunktion er-
gibt'

F(t) = exp(— fo

Fur den diskreten Fall ergibt sich ein anderes Produktintegral. Da nicht durchge-
hend, sondern nur zu diskreten Zeiten Ereignisse betrachtet werden, miissen nur in

diesen Momenten die Uberlebenswahrscheinlichkeiten multipliziert werden:



2.1.2 Die Kaplan und Meier-Schatzer

Eben wurde behandelt, wie die Hazardrate und Uberlebensfunktion genau definiert
ist. Kaplan und Meier lieferten zusétzlich noch einen Weg zur Schéatzung dieser
Komponenten. Dazu definierten sie die Variablen m;, was fiir die Zahl der Ausfille
zum Zeitpunkt ¢; steht, sowie r;. Dies gibt die Anzahl der Individuen in der Menge
R(t;). So ergibt sich der Schétzer fiir die Ausfallrate

kT
Alt) = 2icy ot = i) 5
Fiir die Uberlebensfunktion geht man vor, wie zuvor und erhilt den Schétzer

F(t) = [Z5(1— Au)du) = [T, (1 — =) .

2.2 Regressionsmodelle und Analysemaoglichkeiten

Ein Problem bei der Analyse der Cox-Regressionsmodelle stellt die unbekannte
Baseline-Hazardfunktion im Pradiktor dar. Falls diese konstant wére, wiirde dies die
Analyse deutlich einfacher gestalten, was jedoch nie vorkommt. Der Baseline-Hazard
ist eine willkiirlich gew#hlte Funktion. Diese Eigenschaft von A\(¢) hat keine schwer-
wiegenden Auswirkungen auf den Informationsverlust iiber den zu schitzenden Para-
meter 3, deswegen scheint eine Annéherung an [ iiber Maximum-Likelihoodmethoden
als gerechtfertigt. Das eigentliche Problem tritt bei der Analyse der Inferenz auf,
weil Informationen iiber den Parameter erlangt werden sollen unter verschiedenen
Annahmen iiber den Baseline-Hazard, der ebenfalls eine Funktion der Zeit ist. Die
Abhéngigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit vom Kovariablenvektor z muss nun aus-

gedriickt werden.

2.2.1 Regressionsbeispiele

In den folgenden Beispielen wird davon ausgegangen, dass keine Bindungen in den
Daten vorliegen, das heifit jedes Individuum hat eine eigene Ausfallzeit. Die Basis
stellt wiederum folgendes Modell dar:

A(t; 2) = exp(28)\o(1);

Als erstes Beispiel wird der Zwei-Stichprobenfall betrachtet mit nur einer Kovariable
in z. Es ist eine Indikatorvariable fiir die zwei Stichproben, kann somit die Werte 1
(bei Stichprobe 1) und 0 (bei Stichprobe 2) annehmen. Durch Einsetzen der Werte
von z in die Modellgleichung ergibt sich fiir die Hazardrate bei der 1. Stichprobe



At ) = Ao(t) exp(5)

und in Stichprobe 2

A(t; z) = Ao(2).

Im néchsten Beispiel werden erneut 2 Stichproben behandelt und die Variable z;
bleibt gleich wie jene in der ersten Beispielregression. Zusétzlich wird noch eine
zeitabhéngige Variable mit in das Modell eingefiihrt: 2z, = tz; ; So erhélt man fiir
den Fall z; = 1 folgende Hazardfunktion:

A(t; 2) = Ao(t) exp(B1 + Pat); Wird 8 nun geschétzt, so ergeben sich bereits Ergebnis-
se fiir die Abhéngigkeit der Ausfallrate von den genannten Kovariablen. Also kann
man die beiden Stichproben vergleichen bezogen auf die Ausfallrate und noch wei-

tere Variablen in das Modell aufnehmen.

2.2.2 Analyse durch bedingte Wahrscheinlichkeiten im Stetigen

Wie vorher gesagt wurde, stellt die zeitabhédngige Baseline-Hazardfunktion ein Pro-
blem fiir die Schéatzung der Regressionsparameter dar. David Cox fand einen Weg
zur Losung durch bedingte Wahrscheinlichkeiten. Zunéchst wird sich auf den ste-
tigen Fall konzentriert. Zeitintervalle spielen keine Rolle, sondern die Momente ¢,
in denen es zu Ausfillen von Individuen kommt. Diese sind fiir jedes Individuum
unterschiedlich. Fiir Zeitpunkte ohne Ausfélle ist es nicht moglich, Informationen
tiber 8 zu gewinnen, da Ao(t) gleich 0 sein wird und somit auch die gesamte Regres-
sionsgleichung. Cox kam die Idee, diese Hindernisse zu umgehen durch Aufstellen
der Wahrscheinlichkeit, dass von allen zu ¢; noch lebenden Individuen ausgerechnet
Individuum ¢ stirbt. Er nannte dies ein bedingtes Risiko, da es die Ausfallwahrschein-
lichkeit war, bedingt auf die Gesamtheit der Gefihrdeten zu t; (= R(t;)). Sozusagen
teilt man die Ausfallrate fiir Individuum ¢ durch die Summe der restlichen Ausfall-
raten, wodurch die stérende Baseline-Hazardfunktion der Schétzung nicht mehr im

Weg steht:

exp(2if3)

> exp(zp)
leR(t;)
Anhand dessen kann nun die Likelihood-Funktion aufgestellt werden:
exp(z; exp(> 20
L(B) = H§:1 ) = 2 ) ;
> exp(zf) II X aB

IER(t;) leR(t:)

Durch Logarithmieren ergibt sich die log-likelihood:
k

18) = (i)~ X logl S exp(ad)]:

=1 =1 lER(ti)
Als néchsten Schritt der Maximum-Likelihood Schétzung muss man die Score-Funktion




aufstellen. Diese ergibt sich durch Ableiten der log-likelihood nach einem der (-

Parameter.
E Z¢l GXP(Zzﬁ)

onp) & S
Se(B) = % - ;(2’& — Agi(8)), wobei Agi(B) = - Rg exp(z0)

B ist ein Vektor der Parameter, und & steht hier stellvertretend fiir den Index einer

Komponente dieses Vektors, nach welcher man ableitet.

Setzt man die Funktion nun gleich 0, so erhélt man eine Score-Gleichung

S(Bur) = 0, und die Losung dieser Gleichung ist der gesuchte Schitzer fiir 5 (vgl.
Kiichenhoff, H. 2013). Ag, () ist ein exponentiell gewichteter Durchschnitt der Varia-
ble z¢ fiir die begrenzte Population R(t;). Die Eigenschaft eines Durchschnitts wird
deutlich wenn man annimmt 3 sei gleich 0. Das Einsetzen liefert das arithmetische

Mittel, sozusagen eine spezielle Form der Gewichtung:
D%
A i 0 - A i = L
3 ( ) 3 7’<ti>
Der néchste Schritt behandelt die Fisher-Information. Das ist der negative Wert der

2. Ableitung der log-likelihood. Dies asymptotische Varianzmatrix ergibt sich als
Inverse der Fisher-Information (vgl. Kiichenhoff,H. 2013). Dabei wird nach 2 unter-

schiedlichen Komponenten vom Vektor 5 abgeleitet, ndmlich £ und 7.

0%l k
_oUB) = > C¢pi(B) und die Kovarianz im gewichteten Fall von z¢ und z,
IPedBy =

Ien =
ist:
Ceni(B) = [0 zazm exp(28)/ 2o (exp(z18))] — Agi(B)Ani (B);

Unter anderem konnte Cox zeigen, dass die Beitrdge der unterschiedlichen Ausfall-
zeiten zur Score-Funktion unkorreliert sind, sowie dass F'(f) ein Schétzer fiir die
Varianz von S(f) ist.

Zusétzlich kénnen natiirlich auch Signifikanztests {iber die Parameter oder Teilmen-
gen davon durchgefithrt werden. Ein einfaches Beispiel hierfiir wére das Testen der
globalen Nullhypothese, das heifit Hy : § = 0. Ein Score-Test wird in diesem Fall
benotigt, welcher iiberpriift ob die Kovariablen einen Einfluss auf die Hazardrate
haben. Die zugehorige Teststatistik

S(0)T1(0)715(0)

ist asymptotisch y?-verteilt mit p Freiheitsgraden (vgl. Kauermann,G. 2013) und
k

Se(0) = D (2¢i — Agi), sowie
i=1

k
Iy (0) = > Cepi, wobei Cgpi = Cepi(0); Es ist wiederum die Kovarianz von z¢ und
i=1

2y, nur in diesem Fall in nicht-gewichteter Form, da 3 = 0 getestet wird.



2.2.3 Analyse in diskreter Zeit

Der Unterschied der Cox-Regression im Stetigen zum Diskreten ist, dass in Letz-
terem die Moglichkeit besteht, dass Bindungen innerhalb der Daten vorliegen. Das
bedeutet, dass mehrere Individuen zu einem Zeitpunkt ausfallen konnen, was im Ste-
tigen unmoglich ist. Im diskreten Fall gilt also: m; > 1. Die Analyse und Schétzung
in der Regression verlduft analog zu jener im Stetigen, nur dass diese Vielzahl der
Todesfille beriicksichtigt werden muss. Deshalb wird die Formel fiir die bedingte

Wahrscheinlichkeit umgeéndert zu

exp(sif)
> eXP(Slﬁ)’

leR(ti,mi)
z; wurde hier durch s; ersetzt. Das ist die Summe bezogen auf z der Individuen,

die zum Zeitpunkt ¢; ausfallen. Im Nenner der Formel ist die Summe iiber allen
Individuen gemeint, welche zur Zeit t; noch leben oder sterben. Mit der gleichen

Vorgehensweise wie bei 2.2.2 ergeben sich die log-likelihood
k

1B) = S2(s:8) — Slogl S exp(sif)],

=1 =1 IGR(tl‘,mi)
sowie die Score-Funktion und Fisher-Information fiir den Fall 5 = 0, falls wiederum

die globale Nullhypothese getestet werden soll:
k
Se(0) = >_(s¢ — miAg) und

i=1

I(0) =

Ce. .t
i=1 r; —1 s

Diese Formel konnen auch im stetigen Fall verwendet werden, weil s; = z; und

mi(r i mi)
m; = 1 somit gilt und man identische Formeln erhalt.

2.3 Der 2-Stichproben-Fall als lllustrationsbeispiel

Hypothesentests kann man schliefflich auch fiir den Fall, dass zwei Stichproben mit-
einander verglichen werden, aufstellen. Die Nullhypothese lautet:

Ho : M(t;2) = Xao(t;2) = Ao(2);

Wiederum testet man sozusagen, ob 8 = 0, denn dadurch erhélt der Faktor exp(z/3)
in beiden Stichproben den Wert 1 und die zwei Hazardraten sind gleich.

Um dies zu veranschaulichen, wird nun das erste Beispiel aus 2.2.1 verwendet, wo
es nur eine Kovariable gibt, welche als Indikatorvariable die Zugehorigkeit zu einer
Stichprobe angibt. Wenn z = 1, so ist das Individuum Teil der ersten Stichprobe, bei
z = 0 der zweiten Stichprobe. Zum Uberpriifen wird erneut ein Score-Test bendtigt.
Da dieser nun zwei Stichproben vergleichen soll, dndert sich die Teststatistik von
2.2.2 7zu



S(0)//1(0);

AuBlerdem wird die Nullhypothese anhand einer Standardnormalverteilung betrach-
tet. Diesen Test kann man sich vorstellen, als wiirde man bei jedem Zeitpunkt eines
Ausfalls eine Kontingenztabelle aufstellen mit den Variablen Sample (Sample 1 und
Sample 2 sind die Auspragungen) und Status (mit ausgefallen und iiberlebt). Durch
das Kombinieren der Informationen der einzelnen Tabellen kann so iiberpriift wer-
den, ob ein Unterschied zwischen den Stichproben besteht.

Setzt man die entsprechenden Werte von z in die fiir die Teststatistik benotigten

Terme ein, ergibt sich fiir dieses Beispiel
k
Se(0) =n1 — > miA;;
i=1
ny gibt die Zahl der Ausfille in der ersten Stichprobe fiir alle Zeitpunkte an, da
k

n, = Z S;.

Fiir dziz1 Fisher-Information kann C' nun, da man nur eine z-Variable hat, wie folgt
geschrieben werden: C;(8) = > zexp(z108)/ > exp(z8) — Ai(B)Ai(B) = Ai(1 — A;);
Insgesamt erhélt man fiir die Fisher-Information

1(0) = i M__lm»z‘lz(l — Ai);

Dadurclh:lkanrr Zfiir dieses Beispiel die Nullhypothese getestet werden.

2.4 Die Cox-Regression mit R

Die Cox-Regression kann schlieflich auch mit der Programmiersprache R durch-
gefithrt werden. Dazu gibt es das package survival, wovon man fiir die Uberlebenszeitanalyse
passende Datensétze einlesen kann. Im Folgenden wird der Datensatz cancer be-
trachtet. Hier sind Krebspatienten aufgelistet. Fiir die folgende Regression ist die
Variable time wichtig, welche die Uberlebenszeit in Tagen angibt. Status gibt an,
ob die Ausfallzeit des Individuum zensiert ist, das heifit ob es die Beobachtungszeit
iiberlebt hat oder nicht. Der Wert 1 bedeutet zensiert, 2 bedeutet gestorben.
Zudem werden noch die Variablen age (in Jahren) und sex betrachtet. Hier bedeutet
die Ausprdgung 1 ménnlich und 2 weiblich.

Fiir die Cox-Regression in R muss man sich ein Survivalobjekt erstellen, welches die
Zielvariable représentiert. Dies geschieht in R durch die Surv()-Funktion. Es ist eine
Funktion von der iiberlebten Zeit und vom Zensurstatus. Diese Objekte werden an

den Datensatz angehéngt und von R folgendermaflen dargestellt:

> head(data$Surv0bj)
[1] 306 455 1010+ 210 883 1022+



Ist ein + an der Auspriagung, so bedeutet dies, dass das Individuum nicht gestorben
ist, sondern dass dessen Ausfallzeit zensiert ist. Mithilfe der Uberlebenszeit und des
Zensurstatus stellt diese Funktion die Hazardrate als Zielvariable dar.

Die entsprechende Regression erfolgt mit der coxph()-Funktion. Wie gesagt, wird
das Survival-Objekt durch die erkldrenden Variablen age und sex beeinflusst (vgl.
Fox,J. 2002). Der zugehorige R-Output berechnet die Schétzer fiir die Parameter

anschlieffend:

> coxl <- coxph(formula = SurvObj ~ age + sex , data = data)
> summary (coxl)
Call:

coxph(formula = SurvObj ~ age + sex, data = data)
n= 228, number of events= 165

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|zl)
age 0.017045 1.017191 0.009223 1.848 0.06459 .
sex -0.513219 0.598566 0.167458 -3.065 0.00218 *x*

Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢’ 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
age 1.0172 0.9831 0.9990 1.0357
sex 0.5986 1.6707 0.4311 0.8311

Concordance= 0.603 (se = 0.026 )

Rsquare= 0.06  (max possible= 0.999 )

Likelihood ratio test= 14.12 on 2 df, p=0.0008574
Wald test 13.47 on 2 df, p=0.001187
13.72 on 2 df, p=0.001048

Score (logrank) test

Fiir das Alter zeigt sich ein leicht signifikanter Zusammenhang und bei dem Ge-
schlecht ein sehr signifikantes Ergebnis. Die Koeffizienten werden durch die Spalte
exp(coef) interpretiert.

Geht man davon aus, dass das Geschlecht und ¢ im Folgenden konstant bleibt und
der Hazard verglichen wird fiir ein bestimmtes Alter und ein um eins hoheres Alter,

so ergibt sich:

10



At; 21+ 1) B Xo(t) exp(z3) exp(f1) e '
Mt;z) Ao(t) exp(zp) = exp(f1);

Das bedeutet, dass wenn das Alter (z;) um 1 Jahr hoher ist, so ist die Ausfallwahr-
scheinlichkeit um den Faktor exp(f;) (= 1.0172) auch hoher.
Analog wird bei der Interpretation der zweiten Kovariable vorgegangen:
At 20 +1)  Ao(t) exp(z8) exp(f2) '
= exp(B2);

Atiz) — Ao(t) exp(zh)
In diesem Fall kann man aussagen, dass die Hazardrate bei Frauen um den Faktor

exp(f2) (= 0.5986) niedriger ist, als bei Méannern.

2.5 Physikalische Interpretation

Das besprochene Regressionsmodell ist vorhergesehen als Représentation des Ver-
haltens von Ausfallzeiten. Dabei kamen Diskussionen iiber dessen physikalische Be-
deutung auf anhand der Variable s. Sie gibt eine bestimmte Art von Belastung,
wie zum Beispiel Druck oder Temperatur, in einer Uberlebenszeitstudie an und eine
Standardbelastung entspricht s = 1. Betrachtet wird, wie der physikalische Prozess
des Ausfallens an den unterschiedlichen Levels von s ausfallt.

Ein einfaches Modell dazu ergibt sich, falls man davon ausgeht, dass der Mechanis-
mus des Sterbens zu den unterschiedlichen Auspragungen von s identisch ist, jedoch
die abgelaufene Zeit von der Variable abhéingig ist. Hierfiir multipliziert man eine
Funktion g() der Belastung mit der Zeit und baut dies in Uberlebensfunktion ein:
F(t,s) = F(g(s)t,1), wobei g(1) = 1 gelten muss.

Der dazugehorige Hazard zu einem Zeitpunkt ¢ und wihrend einer Belastung s lau-
tet:

9(s)Xo(g(s)t).

Die Baseline-Hazardfunktion ist hier die Ausfallrate wenn s = 1.

Definiert man nun g(s) = s” und z = log(s), so erhilt man eine dhnliche Hazard-
funktion wie zuvor:

exp(z8)Ao(exp(2P)t), da e = s wegen z = log(s) und g(e*) = exp(z[3).

Dieses Modell wird bei einem kumulativen Anstieg der Belastung verwendet, zum
Beispiel wenn s mit der Zeit immer grofler wird.

Bei physikalischen Prozessen, in denen es zu keiner Anhdufung der Belastung kommt,
sondern wo eine bestimmte Reizschwelle durch diese Belastung zunéchst {iberwunden
werden muss, gibt es Anderungen. Man muss beriicksichtigen, dass in diesem Fall
die Ausfallraten abhingig von s sind. Dies erfolgt beispielsweise wenn sich Ausfalle
auf die Uberschreitung von Aktivierungsenergie( die Energie, die man aufwenden

muss, dass eine Reaktion stattfindet) beziehen durch Temperaturbelastungen. So
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wird das vorherige Modell gebraucht, wobei der Wert der Baseline-Hazardfunktion
1 betragt:

Unterschiedlich zu den ersten beiden Féllen wére ein Modell, in welchem der Pro-
zess des Alterns unabhéngig, aber die Rate der Anstiege der Belastung abhéingig
von s ist. Zusétzlich ist die bedingte Wahrscheinlichkeit das Produkt von einem
zeitabhingigen Term A(t), der sich auf den Vorgang des Alterns bezieht, sowie ei-
nem Term h(s), der von einer nicht kumulativen Belastung abhéngt. Somit ist die
Ausfallwahrscheinlichkeit

h(s)Xo(t).

Gilt wieder, dass h(s) = s” und s = €, so ergibt sich das Ausgangsmodell der Cox-

Regression:
exp(zf)Ao(t).

2.6 Das Vorgehen im bivariaten Fall

David Cox untersuchte ebenfalls Sterbetafeln mit bivariaten Daten. Dies kann man
sich vorstellen, als géibe es fiir jedes Individuum zwei Sorten von Ausfillen, die auch
zu verschiedenen Zeiten stattfinden konnen. Es geht sozusagen um die Ausfallzeiten
zweier unterschiedlicher, aber zusammengehoriger Bestandteile einer Untersuchungs-
einheit. Dabei ist die Zensur bei keinem, einem oder beiden Bestandteilen moglich.
Die gemeinsame Hazardfunktion wird dargestellt durch die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Bestandteil zum Zeitpunkt ¢ ausfallt, bedingt darauf, dass die andere Komponen-
te (nicht) schon vor ¢ ausgefallen ist. Durch die Kombination der passenden Ausfall-
wahrscheinlichkeiten zu bestimmten Zeiten und Uberlebenswahrscheinlichkeiten fiir
bestimmte Intervalle kann eine bivariate Wahrscheinlichkeitsverteilungs-Dichtefunktion

fiir die benotigte Zeitspanne aufgestellt werden.
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3 Der Einfluss von Cox’

wegweisenden ldeen

Sir David Cox hat es geschafft, durch seine Arbeit und Ideen, die zu dieser Zeit vor-
herrschenden Erkenntnisse und Methoden iiber Sterbetafeln deutlich auszubauen.
Da er die fehlende Abhéngigkeit des Risikos von der Zeit kritisierte und zeitabhéngige
Terme z;(t;) verwendete, konnte er die Regression fiir Ausfallstatistiken ermoglichen,
da solche Terme die Flexibilitdt der Regression erhchen. Zusétzlich erleichterte der
Autor die damit verbundene Parameterschitzung und Analyse, indem er bedingte
Wahrscheinlichkeiten nutzte fiir die Aufstellung der Score-Funktionen. Dabei wur-
de der Begriff "bedingte Wahrscheinlichkeit” viel kritisiert und diskutiert. Autoren
beklagten, dass die daraus resultierende Likelihood-Funktion keine sei, die sich auf
eine bedingte Verteilung bezieht, weswegen es nicht zu gewohnlichen Ergebnissen
bei der Schitzeffizienz kommt. Cox klédrte dies mit seiner nachfolgenden Definition
und Umbenennung zu einer partial-likelihood-Funktion und zeigte, dass der Verlust
an Effizienz sehr gering ist.

Seine Arbeiten regten die methodologische Arbeit {iber verwandte Bereiche an.
Die Cox-Regression wird bis heute sehr oft verwendet, um Behandlungseffekte und
Krankheitsrisiken in klinischen Proben zu erklaren. Neben der Epidemiologie, zeig-
ten sich die Ideen des David Cox auch in anderen Forschungsbereichen wie Industrie,
Technologie, Bevolkerungsstatistik oder in der Wirtschaft als sehr hilfreich.

Der stiarkste und am ldngsten andauernde Einfluss war jener auf die Statistiker,
vor allem in der Forschung. Probleme der rechts-zensierten Regression mit Ausfall-
zeiten konnte David Cox durch das Vergleichen von Sterbezeiten zu bestimmten
Zeitpunkten umgehen, wodurch seine Arbeit eine sehr grole Bedeutung fiir Analy-

semoglichkeiten, zum Beispiel in der (Bio-)Statistischen Forschung hat.
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