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4. Übungsblatt

Aufgabe 1
Sei Ω = R , A ∈ F1 genau dann, wenn A oder Ā abzählbar ist, und µ das Maß

µ(A) :=

{
0 falls A abzählbar

1 falls A nicht abzählbar.

Für Ω′ := {0, 1} und F2 := P(Ω′) wird die Abbildung f : Ω→ Ω′ definiert durch

f(ω) :=

{
0 falls ω rational

1 falls ω irrational.

Man zeige, dass f F1-F2-messbar ist und bestimme das Bildmaß µf .

Aufgabe 2

(Fortsetzung von Blatt 3, Aufgabe 1)

Sei (R,B) ein Messraum und

f : R −→ R,
f(x) = x2 ∀x ∈ R

und
A = {(a, b] | a, b ∈ R, a ≤ b}.

Bestimmen Sie das Bildmaßλf (A) ∀A ∈ A.

Hinweis: Unterscheiden Sie die drei Fälle:
Fall 1: A = (a, b] mit a < 0, b < 0.
Fall 2: A = (a, b] mit a < 0, b ≥ 0.
Fall 3: A = (a, b] mit a ≥ 0, b ≥ 0.

Aufgabe 3

(a) Sei G : R→ R wie folgt definiert:

G(x) =



0, für x < 0

1

4
x, für 0 ≤ x ≤ 4

1, für x > 4.

Berechnen Sie das Lebesgue-Stieltjes-Maß λG für die Mengen

C = (1, 2],

D = (−2, 2].
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(b) Sei F : R→ R wie folgt definiert:

F (x) =


−2 für x < −2
x für − 2 ≤ x < 0
x+ 1 für 0 ≤ x < 1
2 für 1 ≤ x

Sei λF das zu F gehörende Lebesgue-Stieltjes-Maß.

(i) Bestimmen Sie λF ((−∞, a]) für beliebige a ∈ R.

(ii) Zeigen Sie, dass λF ({0}) = 1 und λF ({x}) = 0 für alle x ∈ R, x 6= 0.

Aufgabe 4

Es sei (Ω,F , µ) der Maßraum mit Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, F = σ(E) mit E = {{1}, {2, 3}}
und für µ gelte

µ({1}) = 1, µ({2, 3}) = 2 und µ(Ω) = 7.

Überlegen Sie, welche der folgenden Abbildungen f : Ω→ R bezüglich µ integrierbar sind,
und geben Sie gegebenenfalls

∫
Ω
fdµ an.

a) f(ω) = ω

b) f(ω) = I{4,5,6}(ω)

c) f(ω) = max{ω, 4}
d) f(ω) = −7ω5 + 125ω4 − 835ω3 + 2575ω2 − 3658ω + 2040

Aufgabe 5

Sei f : R→ R mit

x 7→ f(x) :=


0 x < 0
3 x ∈

[
0, 1

4

)
∪
(

1
4
, 1

3

)
∪
(

1
3
, 1

2

)
∪
(

1
2
, 1
]

13 x ∈
{

1
4
, 1

3
, 1

2

}
0 x > 1

Wie groß ist ∫
f dλ+

∫
{ 1

4
, 1
3
, 1
2}
f dµZ?

(λ bezeichnet das Lebesguemaß und µZ das Zählmaß)
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