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Einfiihrung

In diesem Einfiihrungskapitel beschéftigen wir uns zun#chst mit n—Tupeln

T
45
Tr =
In
reeller Zahlen x1,...,x,. Fiir die Menge der reellen n—Tupel kann eine Addition und ei-

ne (skalare) Multiplikation definiert werden. Mit diesen Definitionen wird die Menge der
n—Tupel zu einem sogenannten Vektorraum. Die Theorie allgemeiner Vektordume ist Ge-
genstand von Kapitel 2. In den Abschnitten 1.2 und 1.3 fithren wir dann den fiir dieses
Skript zentralen Begriff der Matrix ein und definieren die Addition, skalare Multiplikation
und Multiplikation von Matrizen. Da Matrizen eng mit sogenannten linearen Gleichungs-
systemen verkniipft sind und die Losung linearer Gleichungsysteme im Laufe des Skriptes
immer wieder bendtigt wird, soll bereits in diesem ersten Kapitel in Abschnitt 1.4 der
Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Gleichungssystemen hergestellt werden.
Dabei kénnen aber noch nicht alle Details bei der Losung linearer Gleichungssysteme be-
handelt werden. Eine ausfiirlichere Diskussion linearer Gleichungssysteme erfolgt dann in

Kapitel 5 und in Abschnitt 7.2 von Kapitel 7.

1.1 Vektoren im R"

In der Statistik (und in vielen anderen Wissenschaften) ist es hdufig zweckmiflig eine

Menge von (reellen) Zahlen z1,...,x,, zu einem geordneten n—Tupel
z
x2
x = ) (1.1)
Tn
zusammenzufassen. Beispielsweise konnte es sich bei den Zahlen x4, ..., z, um eine Stich-

probe von n Personen aus einer gréfferen Grundgesamtheit handeln und bei den Werten
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i, 1 =1,...,n, um die gemessene Korpergrofle, das Gewicht, Einkommen etc. der i—ten
Person. In der folgenden Definition definieren wir fiir n-Tupel der Form (1.1) zwei Ver-
kniipfungen, die Addition von Vektoren und die skalare Multiplikation eines Vektors mit
einer reellen Zahl (dem sogenannten Skalar). Wir bezeichnen geordnete n—Tupel der Form

(1.1) versehen mit Addition und skalarer Multiplikation als Vektoren im R".

Definition 1.1 (n—dimensionaler Vektorraum iiber R)
Die Menge aller n—Tupel

Z1
T =
Tn
reeller Zahlen x1, . .., x, versehen mit den beiden unten definierten Verknipfungen wird n—
dimensionaler Vektorraum diber R, kurz R™ genannt. Die Zahlen x1,...,x, heiflen auch

Skalare. Wir definieren fiir Vektoren x € R™ y € R"™ und dem Skalar A € R folgende

Operationen:

(i) (Vektoraddition)

1 Y1 1+ Y1

To Y2 T2 + Y2
a+y=| " [+]| T |=

Tn Yn Tn + Yn

(i1) (Multiplikation mit einem Skalar)

)\‘1‘1

)\'CEQ

Den Nullvektor

X
T2
Tn, ATy,
0
0
0

bezeichnen wir im Folgenden mit 0 und den Einsvektor

1
1
1
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mit 1.
Bemerkung:

Vektoren des R™ werden in der Literatur sowohl spaltenweise als auch zeilenweise darge-

stellt. Eine zeilenweise Darstellung von

I

T2

Tn

ist gegeben durch

x=(T1,...,Tp).

Im Zusammenhang mit Matrizen kann die gleichzeitige spalten- und zeilenweise Darstel-
lung von Vektoren des R"™ besonders fiir Anfinger verwirrend sein. Fasst man n&dmlich
Vektoren des R™ als spezielle Matrizen auf (vgl. Abschnitt 1.2), dann identifiziert die zei-
lenweise Darstellung eines Vektors eine andere Matrix als die spaltenweise Darstellung.
Wenn im Folgenden von Vektoren des R™ die Rede ist, gehen wir daher stets von der
spaltenweise Darstellung aus. Um trotzdem Vektoren des R"™ platzsparend auch zeilenwei-
se darstellen zu koénnen, schreiben wir im Folgenden gelegentlich = (z1,...,2,)" und

meinen damit den Vektor
x1

T2

Tn
V

Vektoren im R? und die Vektoraddition bzw. Multiplikation mit einem Skalar kénnen
geometrisch veranschaulicht werden. Wir kénnen den Vektor z = (z1,x2)’ in einem kar-
tesischen Koordinatensystem als Pfeil vom Ursprung (Punkt (0,0)") zu den Koordina-
ten (z1,z2) darstellen (Abbildung 1.1). Die Addition zweier Vektoren x = (z1,z2)" und
y = (y1,y2)" ergibt sich als die Diagonale des von z und y aufgespannten Parallelogramms
(Abbildung 1.2). Das Produkt eines Vektors z = (21, x2)" mit einem Skalar A € R bedeutet
eine Streckung (falls |A| > 1) bzw. Stauchung (|]A| < 1) des Vektors z. Falls A > 0 bleibt
die Richtung erhalten, im Falle A < 0 #ndert sich die Richtung des Vektors (Abbildung
1.3).
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(z1,22)’

T2 oA

T

Abbildung 1.1. Geometrische Veranschaulichung eines Vektors im R?.

(x1 4+ y1, 22 + y2)’

0

V2 -3 4
-1.5-(3,2)

Abbildung 1.3. Veranschaulichung der Multiplikation mit einem Skalar
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Fiir Vektoren in R™ gelten folgende einfache Rechenregeln:

Satz 1.1 (Rechenregeln fiir Vektoren im R")
Fiir beliebige Vektoren x,y,z € R™ und Skalare A\, p € R™ gilt:

1. Assoziativgesetz fir die Addition: x + (y+2) = (zx+y) + 2
2. Kommutativgesetz: x+y=y+ =z

3. x+0=x

4. x4+ (—x)=0

5. Distributivgesetze fir die skalare Multiplikation: (A + p)x = Az + px bzw. ANz +y) =
Ar + Ay

6. Assoziativgesetz fir die skalare Multiplikation: (Ap)x = A(ux)
7 1. x==x

Beweis:

Einfaches Nachrechnen.
O

Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass die Vektoren im R™ nicht die einzigen Struk-
turen sind, fiir die obige Rechengesetze gelten. Vielmehr kann man fiir eine Vielzahl von
Mengensystemen eine Vektoraddition und eine skalare Multiplikation derart definierten,

dass obige fundamentale Rechenregeln gelten.

Definition 1.2 (Skalarprodukt)
Das Skalarprodukt oder inneres Produkt (x,y) der Vektoren z,y € R" ist definiert als

(T, y) =21 Y1+ T2 Y2+ + Tn " Yn.
Zwei Vektoren heiflen orthogonal, wenn
(z,y) =

gilt.

In Kapitel 2.6 werden wir noch eine Verallgemeinerung des Standardskalarprodukts ken-
nenlernen. Im R? LiBt sich die Orthogonalitiit zweier Vektoren wieder geometrisch veran-
schaulichen. Sind ndmlich zwei Vektoren zueinander orthogonal, so stehen sie senkrecht
aufeinander (Abbildung 1.4).



6 1. Einfiithrung

(y1,y2)

(z1,22)

0

Abbildung 1.4. Beispiel fiir zwei Vektoren  und y mit (z,y) = 0.

Beispiel 1.1
Wir betrachten die Vektoren z = (1,2,3), y = (2,-1,2) und z = (1,0, 1)’ des R®. Es
gilt

(@) =1-242-(—1)+3-2=6

und

1
(x,z)zl-(—1)+2-0+3-§:0.

Die Vektoren x und z sind also zueinander orthogonal.

Bemerkung:
Der Raum R versehen mit der Vektoraddition, der skalaren Multiplikation und dem

Skalarprodukt heifit euklidischer Raum.

Definition 1.3 (Abstand und Lénge)
Gegeben seien die Vektoren x und y im R"™. Der (euklidische) Abstand d(z,y) zwischen

den Punkten x und y ist definiert als

dix,y) = (@1 —9)+ (@2 = y2)2 4 + (20 — 4n)?
= V<$—y,[1)—y>

Die (euklidische) Linge ||z|| eines Vektors x € R™ ist definiert als

el = /a2 + -+ a2 = /{z, ).
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Der Abstand zweier Vektoren x und y im R? ist in Abbildung 1.5 veranschaulicht. Die
Linge eines Vektors x im R? ist in Abbildung 1.6 geometrisch veranschaulicht. Wir werden
in Kapitel 2.6 Verallgemeinerungen des Abstands und der Lénge eines Vektors kennenler-

nen.

y = (y1,y2)

@
(Z',g)
/
// ~ x = (z1,72)

7/ -
7/ -

/ -
-

e
0

Abbildung 1.5. Veranschaulichung des euklidischen Abstands zwischen zwei Vektoren z und y im R?

x = (z1,12)

W

0

Abbildung 1.6. Veranschaulichung der Linge ||z|| eines Vektors z im R?.

1.2 Reelle Matrizen

In der Statistik interessiert man sich in der Regel nicht nur fiir ein Merkmal einer Person
oder Untersuchungsseinheit, sondern gleichzeitig fiir mehrere Merkmale (etwa das Alter,
das Gewicht, usw. einer Person). In diesem Fall erweist es sich als zweckméfig die Merk-
malsausprigungen in einem geordneten rechteckigen Schema anzuordnen. Dieses Schema
besteht dann aus m = Anzahl der Untersuchungsseinheiten Zeilen und n = Anzahl der

untersuchten Merkmale Spalten. Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 1.4 (reelle Matrix)

Ein nach m Zeilen und n Spalten geordnetes Schema A von mn Elementen a;; € R



8 1. Einfiithrung

ml  Gm2  ** Gmn
heifit reelle Matrix von der Ordnung m X n oder kurz m X n Matriz. Kurzschreibweise:
A =(ay),i=1,....mj=1,...,n.

Die Zeilen von A konnen dabei als Vektoren des R™ (sog. Zeilenvektoren) und die Spalten
als Vektoren des R™ (sog. Spaltenvektoren) angesehen werden. Dabei wird der j—te Zeilen-
vektor von A mit o’ = (aj1,...,a;,) und der j-te Spaltenvektor mit a; = (aij,...,an;)’
bezeichnet. Zwei m x n Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind genau dann gleich, wenn

fiir alle i,j gilt: a;; = b;;.

Beispiel 1.2
Nach dem Gesetz zur Regelung der Miethohe kann der Vermieter die Zustimmung zu

einer Erhohung des Mietzinses verlangen, wenn ,,der Mietzins die iiblichen Entgelte nicht
iibersteigt, die in der Gemeinde fiir nicht preisgebundenen Wohnraum vergleichbarer Art,
Grofle, Ausstattung, Beschaffenheit und Lage in den letzten vier Jahren vereinbart oder

Erhohungen geéndert worden sind“.

Zur Feststellung der ,,iiblichen Entgelte“ erstellen die meisten Stddte und viele Gemeinden
sogenannte Mietspiegel. Diese erméglichen die Berechnung der ,,durchschnittlichen“ Miete,
die pro Quadratmeter und Monat fiir eine Wohnung mit einer bestimmten Wohnfléche
(in Quadratmeter), einem Baualter (in Jahren) und Merkmalen, welche die Ausstattung
der Wohnung, den Haustyp und die Lage der Wohnung, den Haustyp und die Lage der

Wohnunge in der Gemeinde charakterisieren, bezahlt wird.

Da in grofleren Stiddten wie Miinchen eine Erfassung aller Mietpreise schon aus Zeit— und
Kostengriinden nicht moglich ist, werden Daten zu Miethohen und zugehorigen Merkmalen

iiber eine représentative Stichprobe gesammelt.

Folgende Merkmale werden unter anderen erhoben:

Y Nettomiete der Wohnung

X1 Wohnflachen

X Baualter

Xy gehobene Kiichenausstattung (1 = ja, 0 = nein)
X5 gehobener Neubau (1 = ja, 0 = nein)

X3 geographische Lage

Die erhobenen Merkmale werden zweckméfigerweise in einer Matrix A abgelegt, deren
erste zehn Zeilen folgende Gestalt besitzt:
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2359 35 39 0 0 1112
852.1 104 39 0 0 1112
693.7 29 71 0 0 2114
551.7 39 72 0 0 2148
1574.1 97 85 0 0 2222
9415 62 62 0 0 2222
631.2 31 65 0 0 2211
7234 61 575 0 0 2142
7287 72 78 0 0 2143
1017.3 75 68 0 0 2142

In der ersten Spalte dieser Matrix sind die beobachteten Nettomieten zu finden, in der
zweiten Spalte die Wohnfléche usw. Die Zeilen der Matrix beinhalten jeweils die erhobenen
Merkmalsausprigungen einer bestimmten Wohnung. Die 1. Zeile besagt beispielsweise,
dass die erste Wohnung eine Nettomiete von 235.9 DM, eine Wohnfldche von 35 qm usw.
besitzt.

A

Definition 1.5 (transponierte Matrix)
Sei A = (a;j) eine m x n Matriz. Dann ist die transponierte Matriz A’ definiert als

diejenige Matriz, die man durch das Vertauschen der Zeilen und Spalten von A erhdlt,

d.h.

ail ar vt Gml
A =
A1lp QA2n - Gmn
Sie ist also von der Ordnung n X m.
Beispiel 1.3
Betrachte die 3 x 4 Matrix
2 41 6
A=|[1 0 3 2
9 3 4 3

Die transponierte von A ist gegeben durch die 4 x 3 Matrix

A =

S =R N
W =~ W ©

1
0
3
2



10 1. Einfiithrung

Wir definieren im Folgenden noch einige spezielle Matrizen, die immer wieder auftauchen

werden.

Definition 1.6 (quadratische Matrix)
Eine Matriz A heif$t quadratisch, falls sie von der Ordnung n x n ist. Die Diagonale,

welche aus den Elementen aq1,...,an, besteht, heiffit Hauptdiagonale.

Eine wichtige quadratische Matrix ist die sogenannte Einheitsmatriz 1, , deren Eintrige auf
der Hauptdiagonalen sdmtlich gleich Eins und ober bzw. unterhalb der Hauptdiagonalen
Null sind, d.h.

0o ... ... 1

Weitere spezielle quadratische Matrizen werden in den folgenden Definitionen angegeben:

Definition 1.7 (Diagonalmatrix)
Eine quadratische Matriz D heifst Diagonalmatrix, wenn thre Fintrdge unter— und oberhalb

der Hauptdiagonalen Null sind. D hat also folgende Gestalt:
d 0 ... 0

0 ... ... dyn
Schreibweise: D = diag(dy, . .., dy,)

Um eine spezielle Diagonalmatrix handelt es sich beispielsweise bei der Einheitsmatrix.

Definition 1.8 (symmetrische Matrix)
FEine quadratische Matriz A heifit symmetrisch, wenn gilt: A = A’.

Offenbar ist jede Diagonalmatrix, also auch die Einheitsmatrix, eine symmetrische Matrix.

Beispiel 1.4
FEin Beispiel fiir eine symmetrische Matrix ist gegeben durch

2 3 1 8

3 2 75
A=

1 76 6

8 5 6 0
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In manchen Situationen ist es niitzlich eine Matrix A in Teilmatrizen (auch Submatrizen)

A;; zu partitionieren:

Ann Az 0 Age
A= | =Ay)
Arl Ar2 to Arc
Dabei haben die Teilmatrizen A1, ..., A, ¢ = 1,...,r jeweils gleiche Zeilenzahl und die

Teilmatrizen Aqj,..., Ay, j =1,...,c gleiche Spaltenzahl.

Es ist leicht einzusehen, dass die Transponierte einer partitionierten Matrix die transpo-

nierte Matrix der Transponierten der Teilmatrizen ist, d.h.

Al Ay - AL
N . .
,lc /20 T A/rc
Beispiel 1.5
Betrachte die Matrix
1 2 ’—1 3
2 -2 | 1 0
A=| —____ o
1 -2 | 3 4
-2 4 | 5 1

Definiert man die Matrizen

1 2 -1 3
A= ., Ap=
2 =2 1 0

so gilt
A A
A 11 12 )
Ao Az
Die transponierte Matrix A’ der Matrix A ist gegeben durch

1 2 1 -2
2 -2 =2 4
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Wir definieren jetzt d&hnlich wie fiir Vektoren des R™ die Addition zweiter Matrizen und

die skalare Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix.

Definition 1.9 (Summe und skalare Multiplikation von Matrizen)
Die Summe A 4+ B zweier m x n Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) ist definiert als:

A+B:= (aij + bZ])

Die Multiplikation von A mit einem Skalar X € R ist definiert als

AA = (Aajj).
Beispiel 1.6
Betrachte die Matrizen
1 2 3 1 4 2
A=|3 5 2 und B = 31 0
1 2 2 -1 2 —4
Dann gilt fiir die Summe von A und B:
1+1 2+4 342 2 6 5
A+B=| 3+3 5+1 240 [=] 6 6 2
1-1 2+2 2—-14 0 4 -2

YA

Wir stellen im Folgenden einige fundamentale Rechenregeln fiir Matrizen zusammen. Bei
den ersten 7 Rechenregeln handelt es sich dabei um dieselben Regeln, die bereits in Satz
1.1 fiir Vektoren des R™ behandelt wurden. Wie bereits erwéahnt, werden wir im néchsten

Kapitel weitere Strukturen mit analogen Eigenschaften kennenlernen.

Satz 1.2 (Rechenregeln)
Fiir beliebige m x n Matrizen A, B, C und beliebige Skalare r, k € R gilt:

1. Assoziativgesetz fir die Addition: A+ (B+C)=(A+B)+C
2. Kommutativgesetz: A+ B =B+ A

3. A+ 0= A, wobei die Nullmatriz O diejenige Matriz ist, deren sdimtliche Eintrdge
gleich Null sind.
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4. A+(-A)=0

N

. Distributivgesetze fiir die skalare Multiplikation: (k+r)A = kA+rA bzw. k(A+B) =
kA + kB

6. Assoziativgesetz fiir die skalare Multiplikation: (kr)A = k(rA)

7.1-A=A
8.0-A=0.
9. (kA) = kA’

10. (A+B) =A"+B

Beweis:
Die Regeln folgen unmittelbar aus der Definition fiir die Addition von Matrizen und der
Definition der skalaren Multiplikation bzw. der Definition der transponierten Matrix.

O

1.3 Matrixmultiplikation

Definition 1.10 (Matrixmultiplikation)
Das Produkt der m x n Matriz A = (a;j) mit der n x p Matriz B = (b;;) ist die m X p
Matriz

n
AB=C= (Czk) mit Cil. — Z aijbjk.
j=1

Ausfiihrlich erhalten wir demnach

n n n
doabin Y aybp o Y aibp

n n n
Y amibji Y amsbjz - Y amsbjp

Man beachte, dass zwei Matrizen A und B nur dann multiplizierbar sind, wenn die Anzahl

der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist.
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Beispiel 1.7
Betrachte die Matrizen

1 2 -1 2
A= und B = .
3 4 1 2

Dann erhalten wir fiir das Produkt
-1-14+2-1 1-24+2-2 1 6
A-B= + + _ ,
-1-34+4-1 3-24+4-2 1 14

Man beachte, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist, d.h.

~1-14+2-3 —1.-2+2-4 5 6
B-A= * * = £ A-B.
11423 1-2+2-4 7 10

A
Beispiel 1.8
Falls a € R und b € R zwei Skalare sind, ist bekannt, dass
a-b=0
genau dann gilt, wenn entweder ¢ = 0 oder b = 0 ist. Diese Tatsache wird auch in

vielen Beweisen verwendet. Wir zeigen im Folgenden in einem Gegenbeispiel dass fiir
Matrixprodukte aus
A-B=0

keineswegs folgt, dass A oder B Nullmatrizen sein miissen. Wir betrachten dazu die Ma-

trizen
2 4 16
A= 1 -3 -7
—2 2 2
und
-2 -4 -8
B=| -3 -6 -12
1 2 4
Fiir das Produkt A - B erhalten wir
2 4 16 -2 -4 =8 000
1 -3 -7 -3 -6 —-12 |=]10 0 O
-2 2 2 1 2 4 000

Das Produkt der beiden Matrizen ist also die Nullmatrix, obwohl es sich bei keinem der

beiden Faktoren um die Nullmatrix handelt.

A
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Beispiel 1.9
Um ein spezielles Matrizenprodukt handelt es sich beim sogenannten dyadischen Produkt

zy’ , das durch Multiplikation eines m x 1 Spaltenvektors mit einem 1 x n Zeilenvektor

entsteht.
AN

Beispiel 1.10
Mit Hilfe der Matrixmultiplikation lassen sich auch einige Summen darstellen. Seien

z,y € R™ und sei 1 der n x 1 Einsvektor, dessen Eintrdge sédmtlich aus Einsen bestehen.

Dann gilt:

Damit lassen sich das arithmetische Mittel Z und die Varianz s? der Zahlen x =

(x1,xa, -, x,)" wie folgt in Matrixschreibweise darstellen:
1 & 1
1. x =— z; =12z =w'z,
wobei w=11= (1 ... 1y
2 = S @-2= e—%/w-%)
’ (et ! n ’
wobei X = (Z,---,Z)".
A
Sind die Matrizen A und B partitioniert in Teilmatrizen A;;, i = 1,...,r, j = 1...,¢,

und By, L =1,...,¢c, k=1,...,d, dann ergibt sich das Produkt der beiden Matrizen zu
Cnn Ciz -+ Cyy
AB=| ,

Crl Cr2 Crd

C
Cik:ZAiijk i=1,...,r k=1,...,d.
j=1
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Partitionierte Matrizen kénnen also nur in partitionierter Form multipliziert werden, wenn

die entsprechenden Teilmatrizen die fiir die Multiplikation passende Ordnung besitzen.

Beispiel 1.11
Wir betrachten die im Beispiel 1.5 definierte Matrix A, die in die 4 Teilmatrizen

A11,A19, Ao und Ay partitioniert wurde. Weiterhin betrachten wir die Matrix
B B
B_ 11 12
B2 Ba
2 3 2 4
-1 4 11

-1 -2 1 2
By = , Bog = .
0 0 0o -2

Dann kénnen wir das Produkt A - B in partitionierter Form berechnen, d.h.

mit

A.B— A11Bii +A12Bar A1Bio + ApBo
Ao1B11 +A2Bo1 A2Bia + AxBo

Es gilt

A11B11 +AoByy =

//
Tl =
[
=~ W

\_/

3 =2
A11Bis+A19Byy =
3 8
1 -—-11
A21Bi1 +A»By =
13 0
3 0
A21Bio + ApBgy =
5 4
und wir erhalten
1 13 3 -2
5 —14 3
A-B=
1 —-11 3
—-13 0 5
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Fiir die Matrixmultiplikation gelten folgende Rechenregeln:

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation)
Fiir Matrizen A ,B, C passender Ordnung gilt:

1. AB+C)=AB+AC
2. (AB)C = A(BC)
3. (ABY = B'A’

4. AL, = A bzw. I,A =A

Beweis:

zu 1) : Sei A = (a;5) eine m x n Matrix, B = (b;) eine n x p Matrix und C = (cj)

ebenfalls von der Ordnung n x p. Dann gilt mit B+ C =: D = (bji, + ¢ji) = (dji):

J=1

AB+C) = AD= (Z aijdjk) = (Z aj(bjk + Cjk))
j=1
= (Z aijbik + Y @z‘jcjk) =AB+AC
=1 j=1

zu 2) : Sei A = (aj;) von der Ordnung m x n, B = (bj;) von der Ordnung n x p und
C = (cgs) von der Ordnung p x ¢g. Dann ist AB eine m x p Matrix und BC eine n X ¢
Matrix und es gilt

AB =:D = (dy) = | Y_ aijbji
j=1
und
p
BC = E = (ejs) = (Z bjkck5> .
k=1

Damit folgt:

(AB)C = (fis) = <Zp: dik0k5> = (Zp: (Zn: aijbjk) Cks)
k=1 k=1

J=1

= (i az-j (i bjkcks>> = A(BC)
k=1

j=1

zu 3) : Sei A = (a;5) von der Ordnung m x n und B = (bj;) von der Ordnung n x p. Fiir

das Element in der i—ten Zeile und j—ten Spalte von AB gilt

a;1b1j + ai2boj + ... + ainby;. (1.2)



18 1. Einfiithrung

Das Element (1.2) ist auch das Element in der j—ten Zeile und i—ten Spalte von (AB)'.
Andererseits ist die j—te Zeile von B’ gegeben durch

(b1j,b25, -, bnj) (1.3)

und die i—te Spalte von A’ ist gegeben durch

(1.4)

Also ist das Element in der j—ten Zeile und i—ten Spalte von B’A’ das Produkt von (1.3)
und (1.4), also (1.2), woraus die Behauptung folgt.

zu 4): Die Behauptung ist offensichtlich.

O
Der folgende Satz erweist sich in Kapitel 10 als niitzlich:
Satz 1.4 (Kiirzungsregel)
Sei X # 0 eine m x n Matriz und A eine n X n Matriz. Dann folgt aus
X'XAX'X = X'X
die Beziehung
XAX'X = X.
Beweis
Wegen X'XAX'X — X'X = 0 folgt
0 = (X'XA-DI(X'XAX'X - X'X)
= (X'XA -DX'(XAX'X - X)
= (X'XAX' - X)(XAX'X - X)
= Yy,
wobei y = XAX'X — X. Es folgt y = 0, und damit die Behauptung.
O

Im Folgenden definieren wir noch einige spezielle Matrizen, die im weiteren Verlauf dieses

Skriptes gelegentlich eine Rolle spielen:
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Definition 1.11 (orthogonale Matrix)
Eine quadratische Matriz A heifst orthogonal, wenn AA’ = A’A =1 gilt.

Orthogonale Matrizen besitzen folgende Eigenschaften:

Satz 1.5 (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)
Sei A eine orthogonale Matriz. Dann gilt:

1. Die Zeilenvektoren bzw. die Spaltenvektoren bilden ein Orthonormalsystem. (Eine
Menge von Vektoren bilden ein Orthonormalsystem, wenn jeder Vektor die Linge Eins

hat und wenn je zwei Vektoren orthogonal sind.)

2. AB ist orthogonal, wenn A und B orthogonal sind.

Beweis:

zu 1) : Unter Verwendung der Zeilenvektoren von A gilt:

—

AA = | 1 (@) (@) =

Nun folgt aus AA’ =T = ((e!)...(e")) die Behauptung fiir die Zeilenvektoren. Analog
beweist man die Behauptung fiir die Spaltenvektoren, indem man A’A in Abhingigkeit

der Spaltenvektoren von A darstellt und A’A = I beachtet.

zu 2) : Es gilt:
AB(AB) = ABB'A’ = ATA' = AA' =1

Definition 1.12 (idempotente Matrix)
FEine quadratische Matriz A heif$t idempotent, wenn gilt: AA = A? = A.

Beispiel 1.12 (eine spezielle idempotente Matrix)
Die spezielle n x n Matrix

1
C:=7—--171
n

spielt eine wichtige Rolle in der Statistik. Die n x n Matrix 11’ besteht simptlich aus
Einsen, so dafl C auf der Hauptdiagonalen die Werte 1 — % stehen hat, widhrend ansonsten

der Wert —% steht. C ist offensichtlich symmetrisch und idempotent. Weiter gilt



20 1. Einfiithrung

1. Multiplikation von C mit einem beliebigen n x 1 Vektor a ergibt

ap —a
Ca = : ,
ap — Q

d.h. man erhilt den mittelwertszentrierten Vektor von a.

2. Multiplikation von C mit einer n x m Matrix A liefert

air —ai -+ Gim — Gm
CA = )
apl — Q1 -+ Qpm — Qm
wobei aq, ..., a, die Mittelwerte der Spalten von A sind.
3.C1=0
4. 1'C =10

5. 11'C=C11' =0
6. Z(a:z —7)? = 2/Cx wobei © = (x1,...,2,).
i=1

Beweis:

zu 1) - 5): Der Beweis der ersten 5 Eigenschaften ist relativ einfach. Wir beweisen die

erste Figenschaft:

ar —a
1 1
Ca=(I--11")a=a— -11a=a—-al =
n n

an — a

n
Dabei wurde 1'a = Z a; benutzt. Die Eigenschaften 2) - 5) ergeben sich als Spezialfall.
i=1
zu 6): Es gilt:
P'Cox = 2/(I- l11’)96 =o'z — x’llllx = zn:azz 1 zn:a: zn:m
n n B i

=1
n

n
= Zx?fnsf :Z(xifi)Q
i=1 i=1
Eine Anwendung der Matrix C und ihrer Eigenschaften findet man in Kapitel 9 beim
Beweis von Satz 9.14 sowie in Kapitel 10 bei der Herleitung der Streungszerlegung im

Abschnitt 10.4.4.
A
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Satz 1.6 (Eigenschaften idempotenter Matrizen)
Fiir idempotente Matrizen A und B gilt:
1. AB = BA — AB idempotent.
2. I— A ist idempotent.
3. ADI-A)=(I-A)A=0.
Beweis:
zu 1) : Es gilt
ABAB = ABBA = ABA = AAB = AB.
zu 2) : Es gilt
I-A)(I-A)=1I-2A+A*=T-2A+A=1-A.
Die Aussage 3) folgt direkt aus der Definition idempotenter Matrizen.
O

1.4 Reduktion auf Dreiecksform und Diagonalform

Um einige charakteristische Matrixgrofien, wie den Rang (Kapitel 3) oder die Determi-

nante (Kapitel 4) einer Matrix berechnen zu kénnen, ist es meist giinstig die Matrix auf

sogenannte Dreiecksform zu reduzieren. Im néchsten Kapitel erweist sich die Reduktion

auf Dreiecksform als vorteilhaft beim Nachweis der linearen (Un)-abhéngigkeit von Vekto-

ren. Dariiberhinaus ben6tigt man die Reduktion einer Matrix auf Dreiecksform vor allem

zum Losen linearer Gleichungssysteme (Kapitel 5).

Definition 1.13 (Dreiecksform einer Matrix)

Eine m x n Matriz A # 0 liegt in Dreiecksform vor, wenn simtliche Elemente unterhalb

der Hauptdiagonalen ai1,a92,... Null sind und die ersten r, r > 1, Elemente auf der

Hauptdiagonalen ungleich Null sind. Sie hat also folgende Gestalt hat:

a1
0 ax
A=1|0 0 cee Qpp
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Beispiel 1.13

Die Matrix
1 3 3 2
0 4 3 8
A =
0 0 3 1
0 0 0 4
befindet sich genauso wie die Matrix
1 3 3 2
0 4 3 8
C=]100 31
0 0 0 4
0 0 0O
in Dreiecksform. Die Matrix
1 3 3 2
0 4 3 8
C =
0 0 3 1
6 0 0 4

liegt hingegen nicht in Dreiecksform vor.

A

Da die Dreiecksform einer Matrix vor allem beim Losen linearer Gleichungssysteme eine

zentrale Rolle spielt, wollen wir im Folgenden definieren was wir darunter verstehen:

Definition 1.14 (Lineares Gleichungssystem)
Unter einem linearen Gleichungssystem mit Unbekannten x1, . ..,x, € R versteht man ein

System von m Gleichungen der Form

ailry + a1pr2 + -+ A1pTp = €1
asry + agre + -+ aypTn, = €2
Am1T1 + amar2 + -+ + AQmpTn = Cp

wobei die Skalare a;j,c; € R bekannte Koeffizienten sind. Fasst man die Skalare a;j, 1 =
1,....m, 5 =1,...,n, zur m xn Matriz A und x; und ¢; zu den n x 1 bzw. m x 1

Spaltenvektoren x und ¢ zusammen so lisst sich ein lineares Gleichungsystem durch
Axr=c

i Matriznotation schreiben.
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Beispiel 1.14

Das Gleichungssystem
2¢1 4+ laxs — 2x3= 10
6x1 + 4x0 + 4dz3= 2
501 + 4xo 4+ 3x3= 4

besteht aus 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten. In Matrixnotation erhalten wir

2 1 =2 T 10
6 4 4 i) -
5 4 3 4

Dieses sehr einfache Gleichungssystem ist noch ohne spezielle Losungstechniken 16sbar.
Man 16se eine Gleichung nach einer Unbekannten auf und setze in die beiden anderen Glei-
chungen ein, usw. In der Statistik und in vielen anderen Anwendungsgebieten treten aber
Gleichungssysteme mit hunderten oder gar tausenden von Gleichungen und Unbekannten
auf. Hier ist man darauf angewiesen automatisierte Losungstechniken zur Verfiigung zu

haben, die auch im Computer programmiert werden kénnen.

A

Beispiel 1.15 (Dreiecksform und lineare Gleichungssysteme)
Wir demonstrieren anhand eines einfachen Beispiels, warum Matrizen in Dreiecksform

eine wichtige Rolle bei der Losung linearer Gleichungssysteme spielen. Betrachte das Glei-

chungssystem
2 1 -2 x1 10
0 1 10 x2 | = —28
0 0 —7 T3 21

Offensichtlich befindet sich die Koeffizientenmatrix in Dreiecksform und wir erkennen un-
mittelbar den entscheidenden Vorteil. Da die Koeflizientenmatrix sich in Dreiecksform
befindet, konnen wir (fast) ohne weitere Umformungen die Losungen “ablesen”. Wir be-

ginnen bei der Berechnung von x3 und erhalten unmittelbar
x3 =—21/7T=-3.
Weiter erhalten wir (unter Verwendung der soeben erhaltenen Losung fiir x3)
x9g = (—28 — 10x3)/1 = —284+10-3 = 2.
Zuletzt ergibt sich

21 = (104223 — 129)/2 = (10—-2-3—1-2)/2 = 1.
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Beispiel 1.16 (Fertigungsprozess eines Produktes)

Als Anwendungsbeispiel fiir lineare Gleichungssysteme betrachten wir den Fertigunspro-
zess eines Endproduktes D. Wir nehmen an, dass zur Fertigung von D die Zwischenproduk-
te A, B, und C benétigt werden, die wiederum aus mehreren Teilen zusammengesetzt sein
konnen. Eine solche Situation kann man in dem in Abbildung 1.7 dargestellten Graphen
veranschaulichen. In diesem Fall wird das Endprodukt D aus je einem Teil des Produktes
A, drei Teilen von B und vier Teilen von C hergestellt. Zur Fertigung des Zwischenpro-
duktes B wird ein Teil von A benétigt, zur Fertigung von C sind je zwei Teile von A und

B nétig.

)

©
N

Abbildung 1.7. Graphische Veranschaulichung des Fertigungsprozesses eines Produktes D.

Es stellt sich die Frage, wie grofl der Gesamtbedarf aller Produktionselemente bei Her-
stellung einer gewissen Anzahl von Endprodukten ist. Wir kénnen diese Fragestellung
in ein System von vier Gleichungen iibersetzen. Dazu definieren wir den Vektor z =
(21,22, x3,24)’, der angibt wie viele Teile der Produkte A, B, C und D produziert werden
miissen. Wir assoziieren x; mit dem Produkt A, xs mit dem Produkt B usw.. Ange-
nommen wir wollen 25 Stiick des Endproduktes D produzieren, dann gilt x4 = 25. Das
Zwischenprodukt A wird jeweils einmal zur Produktion eines Endproduktes D und eines

Zwischenproduktes B und zweimal zur Produktion von C bendétigt. Es muss also
rT1=1-20+2-23+1-24

gelten. Das Zwischenprodukt B wird zweimal zur Produktion eines Teils von C und dreimal

zur Produktion von D benétigt. Wir erhalten also
To =2 -x3+ 3" x24.

Schliellich benotigen wir 4 Teile von C zur Produktion eines Endproduktes D, woraus die
Gleichung

1'3:4-.%'4



1.4 Reduktion auf Dreiecksform und Diagonalform 25

folgt. Zusammenfassend ergibt sich ein System von vier Gleichungen:

l-z1—1-29—2-235—1-24 = 0
O-z1+1-29—2-23—3 24
O-21+0-29+1-23—4- 24
O-z1+0-20+0-234+1-24 = 25

Hierbei handelt es sich wieder um ein Beispiel fiir ein lineares Gleichungssystem in Drei-

ecksform. Wir kénnen das Gleichungsystem kompakt in Matrixschreibweise darstellen als

1 -1 -2 -1 1
0 1 -2 -3 T2 |
0 4 s || 0
0 0 1 x4 25
Mit der Koeffizientenmatrix
1 -1 -2 -1
A= 0o 1 -2 =3
0o 0 1 —4
0 0 1
und dem Ergebnisvektor
0
0
c=
0
25
erhalten wir
Az =c.

Die Losung dieses Gleichungssystems stellt sich wieder als vergleichsweise einfach dar, weil
die Koeffizientenmatrix A in Dreiecksform vorliegt. Durch die spezielle Form der Matrix
konnen wir die Losungen mehr oder weniger ,,ablesen“. Wir beginnen mit x4 und erhalten
x4 = 25. Einsetzen von x4 in die dritte Gleichung liefert 3 — 4 - 25 = 0, also x3 = 100.
Anschlieflend fahren wir fort mit xs and berechnen zuletzt x;. Als Losungsvektor erhalten
wir

500

275

100

25

Um das Produkt D in 25 facher Ausfertigung herzustellen, braucht man also 500 Stiick
von Produkt A, 275 Stiick von B, sowie 100 Stiick von C.
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Lége die Koeffizientenmatrix A nicht in Dreiecksform vor, dann kénnte die Losung nicht
so leicht berechnet werden wie in diesem Beispiel. Es ist also wiinschenswert, dass die
Koeffizientenmatrix in Dreiecksform vorliegt. Tatséchlich ist ein moglicher allgemeiner
Ansatz zur Losung linearer Gleichungssysteme dadurch gegeben, dass die Koeffizienten-
matrix durch bestimmte Matrixoperationen in Dreiecksform transformiert wird, so dass

anschlieend die Losung abgelesen (bzw. leicht berechnet) werden kann.

Wir kénnen den Produktionsprozess aus Abbildung 1.7 auch noch auf andere Art und

Weise ableiten. Wir definieren die Matrix

Il
o o O O
[

1 2
0 2
00
0 00

die sich wie folgt interpretieren lésst: In jeder Zeile kann man ablesen, wieviele Teile eines
Produktes man benétigt, um das Produkt der jeweiligen Spalte herzustellen. Beispielsweise
benotigt man zur Herstellung des Produktes C (3. Spalte) 2 Teile des Produktes B (2.
Zeile). In den Spalten ldsst sich ablesen, wieviele Stiicke aller anderen Produkte gebraucht
werden, um das jeweilige Produkt zusammenzusetzen. Zur Herstellung von D (4. Spalte)

bendtigt man also 1 Teil von A (1. Zeile), 3 Teile von B (2. Zeile), 4 Teile von C (3. Zeile)
und 0 Teile von D (4. Zeile). Die Matrix A ist dann gegeben durch A =1 —D.

Wie wir in Kapitel 5.3 sehen werden, kann die Losung auch in Abhéingigkeit einer soge-

nannten Inversen A~! von A geschrieben werden. Es gilt

1 1 4 20 0 500

1 01 2 11 0 275
r=A""¢c= =

0 01 4 0 100

0 0O 25 25

Die Darstellung des Fertigungsprozesses durch Matrizen hat den Vorteil, dass der Be-
darfsvektor b beliebig verdndert werden kann, ohne dass jedesmal eine neue Berechnung
angestellt werden muss. Wenn z.B. zusétzlich noch drei Stiick von Produkt C benétigt

werden, erhalten wir

11 4 20 512
o121 | 2
Tloo1 4 | 103

00 0 25 25

Die benétigte Stiickzahl von Teil C erhoht sich um drei, die Stiickzahl von Teil B demnach

um sechs Stiick usw..
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Beispiel 1.17 (Ein inkonsistentes Gleichungssystem)

Betrachte das folgende lineare Gleichungssystem:

2 3 -2 1 5
0 -2 4 o | =] -2
0 0 3 -8

Offensichtlich befindet sich die Koeffizientenmatrix wieder in Dreiecksform. Anhand dieses
Beispiels erkennen wir einen weiteren Vorteil eines Gleichungssystems in Dreiecksform.
Offensichtlich kénnen wir mit einem Blick ablesen, ob das Gleichungssystem lésbar ist
oder nicht. Im vorliegenden Fall handelt es sich um ein unlésbares Gleichungssystem, weil
die dritte Gleichung

021402940 -23=-8

keine Losungen besitzt. Ein unlésbares Gleichungssystem heifit auch inkonsistent.

A

Wir kénnen in diesem Einfithrungskapitel noch nicht auf alle Details bei der Losung linea-
rer Gleichungssysteme eingehen. Eine ausfithrliche Darstellung erfolgt in Kapitel 5 und in
Teilen von Kapitel 7. Trotzdem kann die grundlegende Vorgehensweise bereits jetzt skiz-
ziert werden. Bei der Losung eines beliebigen Gleichungssystems kann in etwa wie folgt

vorgegangen werden:

— Reduziere die Koeflizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems durch noch zu
prézisiernde Zeilen- und Spaltenoperationen auf Dreiecksform. Wenn die dazu nétigen
Operationen auch auf den Ergebnisvektor ¢ angewendet werden, dann lisst sich (in Ka-
pitel 5) zeigen, dass die Losungen des Gleichungssystems durch diese Operationen un-
verdndert bleiben. Ein Beispiel haben wir bereits kennengelernt. Das Gleichungssystem
in Beispiel 1.15 ist ndmlich durch Zeilen- und Spaltenoperationen aus dem Gleichungs-

system in Beispiel 1.14 hervorgegangen.

— In einem zweiten Schritt kénnen dann die Losungen aus dem System in Dreiecksform
“abgelesen” werden. Dabei geht man vo6llig analog zu Beispiel 1.15 vor. In einigen Féllen
stellt sich heraus, dass das Gleichungssystem nicht 16sbar ist. Dies kann aber auch leicht
abgelesen werden, wenn sich die Koeffizientenmatrix in Dreiecksform befindet, vergleiche

Beispiel 1.17.

Wir wollen im Folgenden einen Algorithmus zur Reduzierung (Umformung) einer Ma-
trix auf Dreiecksform vorstellen. Um eine Matrix auf Dreiecksform zu reduzieren werden

sogenannte elementare Matrizoperationen bendtigt.
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Elementare Matrixoperationen sind

1. das Vertauschen der i—ten und j-ten Zeile (Spalte) einer Matrix A,
2. die Multiplikation der i-ten Zeile (Spalte) mit einem Skalar A,
3. die Addition des A\—fachen der i—ten Zeile (Spalte) zur j—ten Zeile (Spalte).

Mit den soeben definierten Matrixoperationen ldsst sich nun folgender Algorithmus zur

Reduktion einer Matrix auf Dreiecksgestalt angeben:

Algorithmus 1.1 (zur Reduzierung auf Dreiecksgestalt)
Gegeben sei die m x n Matrix A mit A # 0. Diese lisst sich gemdfs dem folgenden

Algorithmus auf Dreiecksform reduzieren:

1. Setze 1 =1.

2. Sind alle Zeilen i+ 1,...,m Null, dann Abbruch des Verfahrens. Die Matrix befindet

sich in Dreiecksgestalt.

3. Ist das Element a;; ungleich Null, dann fahre fort mit 4. Ansonsten suche eine Zeile
k (k > 1), in der das Element ay; ungleich Null ist und vertausche die Zeilen i und
k. Kann keine solche Zeile gefunden werden, dann suche eine Spalte k (k > i), in der
mindestens eines der Elemente a;r, . . ., ami ungleich Null ist (hier: a,i) und vertausche

die Spalten i und k. Sodann vertausche die Zeilen i und r.
4. Addiere fiir j =i+ 1,...,m zur j—ten Zeile das _% fache der i—ten Zeile.
5. Setzei =i+ 1. Fiiri =m Abbruch des Verfahrens. Die Matriz befindet sich in diesem

Fall in Dreiecksform. Ansonsten Riicksprung auf 2.

Wie aus dem Algorithmus ersichtlich ist, kann jede von Null verschiedene Matrix in Drei-

ecksform gebracht werden.

Beispiel 1.18
Gegeben sei die Matrix

2 3
A=1|11
3 5

i

Wir bringen die Matrix durch folgende Schritte auf Dreiecksform:

1. Schritt: (i =1,5 =2)
Da a1 = 2 # 0, addieren wir zur 2. Zeile das —42L = —% fache der 1. Zeile. Wir erhalten

a1l
die Matrix
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2 3 1 2 3 1
1 1 1 1 _ 1 1
AW 1-i.21-1.31-2.1 =10 -5 1
3 5 1 3 5 1
2. Schritt: (i =1,7 = 3)
Wir addieren zur 3. Zeile das —Z% = —% fache der 1. Zeile. Wir erhalten
2 3 1 2 3 1
(2) .— 1 1 _ 1 1
AR = 0 —3 2 =10 -3 3
3 3 3 1 1
3—5-2 5—-5-3 1—-35-1 0 5 —3
3. Schritt: (i = 2,7 = 3)
Da in A®) das Element ayy = —% # 0, addieren wir zur 3. Zeile das —% = 1 fache der 2.
Zeile und erhalten
2 3 1 2 3 1
(3) ._ 1 1 _ 11
AV =10 -3 2 =10 —3 3
1 1 1 1
0 35-1-5 —5+1-3 0 0 0

Damit befindet sich die Matrix A(®) in Dreiecksform. Es ist aber wichtig sich klarzumachen,
dass die aus der Matrix A hervorgegangene Matrix A®) nicht gleich A oder irgendwie

dquivalent ist.

A

Durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen kann jede Matrix sogar auf Diago-
nalform gebracht werden. Dabei spricht man von einer Matrix in Diagonalform, wenn
alle Elemente unter— und oberhalb der Hauptdiagonalen Null sind und die ersten r > 1
Elemente der Hauptdiagonalen von Null verschieden sind. Das heifit eine Matrix D in

Diagonalform hat folgende Gestalt

wobei D, eine 7 x r Diagonalmatrix ist und die Nullmatrizen Matrizen passender Ordnung

sind. Der folgende Algorithmus liefert eine Reduzierung auf Diagonalform:

Algorithmus 1.2 (zur Reduzierung auf Diagonalform)
Sei A # 0 eine m x n Matrixz. Diese ldsst sich gemdfi dem folgenden Algorithmus auf

Diagonalform D bringen:
1. Setze i =1.
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2. Ist die Submatrix
Qg Qin
A, =
Qmi  vv oo Qmn
die Nullmatriz, dann beende den Algorithmus. Die Matrix befindet sich bereits in Dia-
gonalform. Ansonsten fahre fort mit 3.
3. Ist das Element a;; ungleich Null, dann fahre fort mit 4. Ansonsten suche ein Element
arr 7 0 aus A; und vertausche die Zeilen r und i und die Spalten k und i.
4. Falls i < m, addiere fiir j =i+ 1,...,m zur j—ten Zeile das _a%i fache der i—ten
Zeile.
5. Fualls © < m, addiere fir j = i+ 1,...,n zur j-ten Spalte das —ar fache der i—ten
Spalte.
6. Setzet =i+ 1. Firi=m+1 ist der Algorithmus beendet, ansonsten Riicksprung auf

2.

Beispiel 1.19

Gegeben sei wieder die Matrix

|
W = N
Ul =W
Y —t

Wir bringen A durch folgende Schritte auf Diagonalform:

1. Schritt: (i=1, j=2)

Da ay; = 2 # 0, addieren wir zur 2. Zeile das —% fache der 1. Zeile und erhalten

2 3 1 2 3 1
AV =1 1-121-1.31-12.1 =0 -1 ]
3 5 1 3 5 1

2. Schritt: (i=1, j=3)

Wir addieren zur 3. Zeile das —% fache der 1. Zeile:

2 3 1 2 3 1

(2 . 1 1 _ 1 1
A= 0 -3 2 [ =10 =3 3
3 3 3 1 1

3-3.2 5-3.3 1-3.1 o i -1
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3. Schritt: (i=1, j=2)
Addiere zur 2. Spalte das —% fache der 1. Spalte:

2 3-3.2 1 0 1
(3) ._ 1_3 1| = 1 1
AT=10 —53-3-0 3 |= —3 2
1_3 1 1 1
0 3-30 —3 3 T3
4. Schritt: (i=2, j=3)
Addiere zur 3. Spalte das —% fache der 1. Spalte:
2 0 1-3-2 0 0
(4) . 1 1_1 - 1 1
AV=10 -3 3-30|= —2 3
1 11 1 1
0 53 —3—3°0 3 T3
5. Schritt: (i=2, j=3)
Addiere zur 3. Zeile das 1 fache der 2. Zeile:
2 0 0 2 0 0
(5) ._ 1 1| — 11
AP =10 -3 2 |=[0 =3 2
0 4-1.2 -i4+1.4 0 0 0
6. Schritt: (i=2, j=3)
Addiere zur 3. Spalte das 1 fache der 2. Spalte:
2 0 0 2 0 0
6) . 1 1_1 | - 1
AO:=10 - -4 |=|0 -5 0
0 0 0 0 0 0

A

Die Reduzierung einer Matrix auf Diagonalform wird bei der Herleitung der wichtigen

Vollrangzerlegung einer Matrix in Kapitel 3.4 eine wichtige Rolle spielen.
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Vektorraume

In Kapitel 1 haben wir die Menge der reellen n-Tupel versehen mit der Vektoradditi-
on und der skalaren Multiplikation als den n-dimensionalen Vektorraum iiber R (kurz
R") definiert. Tatséchlich ist der R™ lediglich ein (wichtiger) Spezialfall allgemeiner Vek-
torrdume. Die folgende Definition eines Vektorraums verwendet die algebraische Struktur
des Korpers. Eine allgemeine Definition eines Korpers K findet man im Anhang. Fiir
die Zwecke dieses Skripts geniigt es jedoch sich K = R, den Korper der reellen Zahlen
oder K = C, den Korper der komplexen Zahlen vorzustellen. Da komplexe Zahlen dem
einen oder anderen unbekannt sein mégen, beginnen wir dieses Kapitel mit einer kurzen
Einfithrung in die komplexen Zahlen. Anschliefend definieren wir allgemein den Begriff
des Vektorraums (Abschnitt 2.2). Teilmengen von Vektorrdumen sind unter bestimmten
Umsténden selbst wieder Vektorrdume und werden als Unterrdume bezeichnet, vgl. Ab-
schnitt 2.3. Haufig ist es moglich, sdmtliche Elemente eines Vektorraums mit Hilfe einer
Menge von sogenannten Basisvektoren darzustellen. Abschnitt 2.4 befasst sich daher mit
der Darstelung von Vektoren durch eine moglichst kleine Menge von Basisvektoren. In
Abschnitt 2.5 untersuchen wir dann Beziehungen zwischen Vektorrdumen und zwar soge-
nannte lineare Abbildungunen und stellen den Zusammenhang mit Matrizen her. Schlief3-
lich verallgemeinern wir in Abschnitt 2.6 die bereits in Kapitel 1 eingefiihrten Begriffe der

Lénge und des Abstands von Vektoren.

2.1 Komplexe Zahlen

Definition 2.1 (Kérper der komplexen Zahlen)

Eine komplexe Zahl x ist ein geordnetes Paar x = (x1,x2) reeller Zahlen. Die Menge
aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet. Zwei komplexe Zahlen x = (x1,x2) und
y = (y1,y2) heiffen gleich, wenn x1 = y1 und x9 = yo gilt. Die Addition und Multiplikation
komplexer Zahlen ist wie folgt definiert:

1. (x1,22) + (y1,92) = (x1 + y1, 22 + y2)

2. (x1,22) - (y1,92) = (T1y1 — T2y2, 1Y2 + T2Y1)
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Bemerkungen:

— Die Menge der komplexen Zahlen bildet einen Korper (siche Anhang A). Das Nullele-
ment ist die Zahl (0,0), das Einselement die Zahl (1,0).

— Da (21,0) + (y1,0) = (z1 + v1,0) und (x1,0)(y1,0) = (x1y1,0) ist, kann man eine reelle

Zahl x mit der komplexen Zahl (z,0) identifizieren, so dass R eine Teilmenge von C ist.

— Eine wichtige Rolle spielt die komplexe Zahl i = (0, 1). Fiir ¢ gilt:
i2=4i-i=(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1
Dariiberhinaus lisst sich jede komplexe Zahl x = (x1, z2) darstellen als
x = (z1,22) = (21,0) + (22,0) - (0,1) = 21 + 22 - .

Dies ist die iibliche Darstellung komplexer Zahlen. In dieser Darstellung kann man in
der fiir reelle Zahlen gewohnten Art und Weise rechnen. x1 heifit Realteil von xz und o

heif3t Imagindrteil von x.

— Die komplexe Zahl

T=x1— 21

heif}t die zur komplexen Zahl

T=x1+Tg-1

konjugiert komplexe Zahl. Es gilt

Beispiel 2.1
Gegeben seien die komplexen Zahlen (3,2) = 3+ 2i und (2,1) = 2+ 1i. Wir berechnen die

Summe und das Produkt der beiden Zahlen:
(3,2)+(2,1) = 3+2i+2+1i=5+3i=(53)

(3,2)-(2,1) = (3+2i)(2+ 1i) = 6+ 3i + 4i + 2i°
= 6+Ti—2=4+Ti=(4,7).

Betrachte weiterhin den Ausdruck

3+2i

Wir vereinfachen wie folgt:
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1 32 3-20_3 2.

3+ 2 (3+2)(3—2i) 9+4 13 13

Beispiel 2.2
Wir betrachten allgemein die quadratische Gleichung

22 4+p=0
Im Falle p < 0 erhalten wir die beiden reellen Lésungen
T1=v—P

und
T9 = —/—p.

Im Falle p > 0 existieren keine reellwertigen Losungen. Allerdings existieren die beiden

komplexen Losungen

T1 =P

und
Tog = —/p- 1.
Denn
Bi+p=(p-i)+p=p-i+p=p-(-1)+p=0
und

5+p=(—yp i) +p=-p+p=0.

Definition 2.2 (Betrag einer komplexen Zahl)

Der Betrag einer komplexen Zahl x = (x1,22) = x1 + x2 - i ist definiert als

|z| = /22 + 3.
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Beispiel 2.3
Der Betrag der Zahl x = 4 4 3i ist

7| = V42 + 32 = V16 + 9 = 5.

Definition 2.3 (Komplexe Matrizen)
Ein nach m Zeilen und n Spalten geordnetes Schema A von mn Elementen a;; € C heifst

komplexe Matriz. Addition, skalare Multiplikation und Multiplikation sind analog zu reellen

Matrizen definiert. Auch lassen sich die Sdtze 1.2 und 1.3 analog tbertragen.

Beispiel 2.4 (Rechnen mit komplexen Matrizen)
Wir betrachten die komplexen Matrizen

2+ 2 3—1
A 1 1
1414 -1+

1+ 9
B— ! .
242 3

und

Wir erhalten

ALB — 24 2% +14+i 3—i+2—4
14+i—-2+2 —1+2+3
B 34+3 5-—2i
143 242 )’
AB — (24 20)(1+14) 4 (3 —i)(—2+ 2i) (2+2)(2—i)+ (3—14)3
T+ )1 +4) + (=142 (=1 +2i)(=2+2i))  (14i)(2—i)+ (=1 +2i)3
B 4i—4+8  6+2+9—3i
2% —2—6i 3+i—3+6i
B 4412 15—
—2 4 i
und
B-A =

(I+D)2+2)+@2—i)(143) (1+)B =)+ (2—i)(—1+2)
(—2 + 2i)(2 + 2i) + 3(1 +4) (—2 + 2i)(3 — i) + 3(—1 + 2i)

[ 4i+3+i A+2i+5i0
~8+3+3i  —4+8i—3+6i

[ 3+5i 447
5430 —7+14i |
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Auch bei komplexen Matrizen ist also das Matrixprodukt nicht kommutativ , d.h.

AB +# BA.

2.2 Definition von Vektorrdumen und Beispiele

Wir definieren jetzt allgemein was man unter einem Vektorraum versteht. Ein Beispiel fiir

einen Vektorraum haben wir mit dem R"™ bereits in Kapitel 1 kennengelernt.

Definition 2.4 (Vektorraum)
Sei K ein Korper. Ein K—Vektorraum ist ein Tripel (V,+,-), bestehend aus einer Menge
V', einer Verkniipfung (Addition)

+: VxV -V
(r,y) —x+y

und einer Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren)

KxV =V

(a,z) +—a-zx
so dass folgende Axiome erfillt sind:

1. Axiome der Addition

1. Assoziatiitit: © + (y + z) = (z +y) + z fir alle x,y,z € V.
2. Kommutativitit: x +y =y + x fir alle x,y € V.
3. Existenz der Null: Es gibt einen Vektor 0 € V mit x + 0=z fiir allex € V.

4. Existenz des Negativen: Zu jedem x € V existiert ein Vektor —x € V- mit x+(—z) = 0.

1. Aziome der skalaren Multiplikation

1. Distributivgesetze: (a + b)x = ax + bz bzw. a(x + y) = azx + ay fir alle x,y € V,
a,be K.

2. Assoziativgesetz: (ab)x = a(bx) fir alle x € V, a,b € K.

3. Existenz der Fins: Es gibt eine Zahl 1 € K, so dass 1 -z = x fiir allex € V.
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Aus den Axiomen ergeben sich einige einfache Folgerungen:

Satz 2.1
Sei V ein K—Vektorraum. Dann gilt:

1.a-0=0mitae K und 0 € V.

220-x2=0mit0e K, xeV.

3. Ist ax =0, wobei a € K und x € V seien, so folgt a =0 oder x = 0.
4. (—a)x =a(—z) = —ax fir allea e K, z € V.

Beispiel 2.5 (Vektorraum der n-Tupel)

Sei K ein Korper. Dann ist die Menge aller n—Tupel der Elemente von K mit Vektorad-
dition und skalarer Multiplikation definiert durch

1 Y1 1+
T2 Y2 T2 + Y2
Tn Yn Tn + Yn
und
T A I
T2 A- i)
AT =N\ = ,
Tn ATy

wobei A\, z;,y; € K gilt, ein K—Vektorraum. Dieser Raum wird mit K™ bezeichnet. Die

wichtigsten Spezialfille ergeben sich fiir K = R und K = C.
JAN

Beispiel 2.6 (Vektorraum der Matrizen)

Sei V' die Menge der reellen m x n Matrizen und K = IR. Dann ist V fiir festes m und n
unter Beriicksichtigung der Matrixaddition und der skalaren Multiplikation wegen Satz 1.2
1)-7) ein Vektorraum iiber K = R. Das Nullelement ist die Nullmatrix, deren Elemente
samtlich aus Null bestehen, das Einselement ist die Zahl Eins. Dariiber hinaus stellt auch
die Menge der Komplexen m x n Matrizen einen Vektorraum iiber K = C dar, da fiir
komplexe Matrizen dieselben Regeln wie in Satz 1.2 fiir reelle Matrizen gelten. Allgemein
kann man m x n Matrizen fiir einen beliebigen Kérper K definieren, d.h. die Elemente der

Matrix sind Elemente aus K. Auch diese Menge stellt einen Vektorraum dar.

A
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Beispiel 2.7 (Vektorraum der Polynome)

Sei V' die Menge aller Polynome vom Grad n
P(t) = ag + ait + ast® + - + a,t"

mit Koeffizienten a; € R.
Wir definieren fiir

Pl(t) = ap +a1t+a2t2 4+ Fayt”

und

Py(t) = by + byt + bot? + - - - + b,t"

die Addition von Polynomen durch
Py(t) 4 Pa(t) = (ao + bo) + (a1 + b1)t + (ag + b2)t* + - - + (an + by )t".
Die skalare Multiplikation mit einem Skalar b € R ist definiert durch
bP(t) = bag + bayt + bagt® + - - - + ba,t™.

Mit diesen beiden Verkniipfungen ist die Menge der Polynome vom Grad n ein Vektorraum
iiber R.
AN

Beispiel 2.8
Sei V die Menge aller reellwertigen Funktionen f: R — R.

Wir definieren die Summe zweier Funktionen f,g € V durch

(f +9)(x) = fz) + g(x)

und das Produkt mit einem Skalar k € R durch

(kf)(x) = kf(2).

Dann ist V ein Vektorraum iiber R. Das Nullelement ist die Nullfunktion 0(x) = 0.

2.3 Unterraume

Wir betrachten im Folgenden Teilmengen von Vektorrdumen. Unter bestimmten Voraus-

setzungen sind diese Teilmengen selbst wieder Vektorrdume.
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Definition 2.5 (Unterraum)

Sei U eine Teilmenge eines Vektorraumes V. U heifst Unterraum des Vektorraumes V,
wenn U unter Beriicksichtigung der Vektoraddition und skalaren Multiplikation selbst ein

Vektorraum ist.

Bemerkung:
Definitionsgeméfl muss ein Untervektorraum den Nullvektor 0 enthalten, da Axiom I 3)

fiir Vektorraume erfiillt sein muss.

Der folgende Satz liefert eine Nachweismoglichkeit fiir Unterrdume.

Satz 2.2 (Unterraum ist Vektorraum)

U CV ist genau dann ein Unterraum, wenn gilt:

1. U ist nicht leer.
2. U ist abgeschlossen bzgl. der Vektoraddition, d.h. fir ui,us € U gilt uy +ug € U.

3. U ist abgeschlossen bzgl. der skalaren Multiplikation, d.h. firw e U gilt k-u € U fir
jedes k € K.

Beweis:
Wir nehmen zunéchst an, dass 1.-3. gilt.
Es ist zu zeigen, dass dann die Vektorraumaxiome gelten. Die Axiome I1, 12, I11, 112, 113
gelten in U, da die Vektoren in U zu V' gehoren.
Die Existenz der Null (I3) zeigt man wie folgt: Aufgrund von 1) ist U nicht leer, sei also
z.B. u € U. Wegen 3) gilt

0-u=0eU
und fiir jedes u € U gilt

u—+0=u,
so dass also Axiom I3 gilt.
Wegen 3) gilt
(-1)-u=—-uelU

und

u+(—u)=0

wenn u € U. Also gilt auch Axiom 14 und U ist ein Unterraum.

Ist umgekehrt U ein Unterraum, dann gelten 1), 2) und 3).
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Bemerkung:
Der Satz liefert eine Nachweismoglichkeit fiir Unterrdume. Zum Nachweis, dass eine Teil-

menge U eines Vektorraumes V' ein Unterraum ist, kénnen wir wie folgt vorgehen:

— Zeige, dass 0 € U.

— Zeige, dass fiir k1, ks € K und ui,us € U der Vektor kjuj + koue in U enthalten ist.

Beispiel 2.9
Sei V' ein beliebiger Vektorraum. Dann ist die Menge {0}, die nur aus dem Nullvektor

besteht ein Unterraum. Die gesamte Menge V' ist ebenfalls ein Unterraum.

A

Beispiel 2.10

Sei V' der Vektorraum R3. Wir zeigen, dass die Menge U := {(0,a,b) : a,b € R} ein
Unterraum des R ist. Offensichtlich ist 0 € U (setze a = b = 0). Seien (0,a1,b;) und
(0, ag, be) zwei beliebige Vektoren aus U und k1, ko € K. Dann gilt

kl(O, ai, bl) + kQ(O, as, b2) = (O, k:1a1 + k‘QCLQ, kilbl + k?gbg) e U.

U ist also ein Unterraum.

Beispiel 2.11

Sei V der Vektorraum R?. Betrachte die Menge U := {(y,z) : y = a + bz, a,b € R}. Bei
U handelt es sich um eine Gerade mit Ordinatenabschnitt @ und Steigung b. Fiir a # 0 ist
U kein Unterraum, da U nicht den Nullvektor enthélt. Fiir a = 0 jedoch gilt (0,0) € U.
Weiter gilt fiir zwei Vektoren (yq,21) € U und (y2,z2) € U und falls a = 0

k1(y1, x1) + ka(y2,22) = (k1y1 + kaye, k11 + kaxo)
= (klbx1 + kobxo, k11 + kaQ)
= (b(k1x1 + kaxa), k121 + koxa),

wobei ki, ko € R. Damit liegt der Punkt k1 (y1,z1) + k2(y2, x2) ebenfalls auf der Gerade

mit Steigung b und U ist ein Unterraum (falls a = 0).
A
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Beispiel 2.12
Sei V' der Vektorraum der Polynome vom Grad n. Dann ist die Menge U der Polynome

vom Grad p mit p < n ein Unterraum von V.

A

Im folgenden Satz zeigen wir, dass der Durchschnitt von Unterrdumen wieder ein Unter-

raum ist.

Satz 2.3

Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume ist wieder ein Unterraum.

Beweis
Seien U; und U Unterrdume des Vektorraumes V. Wegen 0 € U; und 0 € Uj gilt auch
0 € Uy NUs. Gelte nun w1, we € Uy NUsy. Dann gilt wy,ws € Uy und wy,we € Us. Da Uy

und Uy Unterrdume sind gilt auch

awi + bwy € Uy
und

awi + bwy € Us

fiir a,b € K.
Damit ist aber aw; + bwo € Uy N Us und folglich U; N Us ein Unterraum von V.

Definition 2.6 (Summe zweier Unterriume, direkte Summe)

Die Summe der Teilrdume Uy, Us aus V ist die Menge
Uy + Uy = {]ﬁul 4+ kous 1 u1p € Up,us € Ua, ki, ko € K}

Gilt dartiberhinaus, dass Uy NUy = 0, dann heifit die Summe direkt. Uy und Us heiffen

dann komplementdr zueinander. Schreibweise: Uy @ Uy

Bemerkung:

— Es ist sofort ersichtlich, dass die Summe zweier Unterrdume wieder ein Unterraum ist.

— Handelt es sich bei einem Vektorraum V um die direkte Summe zweier Unterrdume Uy
und Us, dann 148t sich jeder Vektor xz € V' eindeutig als Summe zweier Vektoren u; € Uy
und ug € Us darstellen. Dies 148t sich folgendermaflen zeigen:

Da V = U; + Us existieren Vektoren u; und ue, so dass r = uj + ue. Angenommen, es

giibe auch die Darstellung x = v} + w5 mit «} € Uy und uh € Us. Dann gilt

/ /
UL + U = Uy + Uy
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bzw.

ul—ullzué—uz.

Wegen uy — uj € Uy, uh —ug € Uy und Uy NUy = 0 muss u; — uj = 0 = ub, — ug gelten.

Folglich erhalten wir u; = w} und ug = .

Beispiel 2.13
Sei V' = R?. Betrachte die Mengen U; = {(y,0) : y € R} und Uy = {(0,z) : 2 € R}.
Beachte, dass U; die Ordinate und Us die Abszisse in einem kartesischen Koordinaten-
system sind. Offensichtlich handelt es sich bei U; und Uy um Unterrdume. Jeder Vektor
(y,x) € R? 1Bt sich darstellen als Summe von Vektoren (y,0) und (0, ) aus Uy und Us.
Da U; N Uy = (0,0) gilt, erhalten wir R? = U; @ Us, d.h. R? ist die direkte Summe von
Uy und Us.

AN

2.4 Basis und Dimension

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Darstellung von Vektoren eines Vektor-
raums. Es wird sich herausstellen, dass bei vielen Vektorrdumen eine endliche Anzahl von
Vektoren dieses Vektorraums (sogenannte Basisvektoren) ausreicht um alle anderen Vek-
toren als Linearkombination der Basisvektoren eindeutig darzustellen. Die Basisvektoren
sind dabei jedoch nicht eindeutig, d.h. eine Menge von Basisvektoren kann durch andere
Basisvektoren ersetzt werden. Die minimal benttige Anzahl von Basisvektoren ist aber

immer gleich und wird dann als die Dimension des Vektorraums bezeichnet.

FEine wichtige Rolle spielt im Folgenden die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren. Es wird
sich herausstellen, dass eine Basis eines Vektorraums dadurch gekennzeichnet ist, dass die

Basisvektoren linear unabhéingig sind.

Definition 2.7 (lineare (Un)—Abhéingigkeit von Vektoren)
Eine Menge von n Vektoren xi,x2,...,x, € V heift linear unabhingig, wenn fir jede
Linearkombination mit a1x1 + -+ + apxy, =0 (a; € K) stets a1 = ag = --- = a, = 0 gilt.

Andernfalls heiffen die x1, ..., xz, linear abhdngig.
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Beispiel 2.14
Wir betrachten die Vektoren

2 4 16
Ty = 1 ) €T2 = -3 5 xr3 = -7
—2 2 2

Wenn wir iiberpriifen wollen, ob die Vektoren linear unabhéingig sind, miissen wir das

lineare Gleichungssystem

2 4 16 a 0
1 -3 -7 ar | =
-2 2 2 as

l6sen. Wenn sich als einzige Losung a; = as = a3z = 0 ergibt, dann sind die Vektoren linear
unabhéngig, andernfalls linear abhéngig. In Kapitel 1.4 wurde die Losung linearer Glei-
chungssysteme bereits gestreift. Zur Losung kann die Koeffizientenmatrix durch elementa-
re Zeilen- und Spaltenoperationen in Dreiecksform gebracht werden und anschlieflend die
Losung ,,abgelesen werden. Uberfithrung in Dreiecksform liefert (vergleiche Beispiel 5.1
in Kapitel 5)

2 4 16 ay

0 -5 —15 as | =

0 0 0 as
Offensichtlich gibt es neben a; = a9 = a3 = 0 weitere Losungen. Wir kénnen ag beliebig

wéhlen, weil Gleichung drei immer stimmt. Mit ag = 1 erhalten wir ao = —3 und a1 = —2.

Die Vektoren z1, x2 und z3 sind also linear abhéingig.

Beispiel 2.15
Wir betrachten die Vektoren aus dem R?

2 1 -2
r1=1 6 |, o= | 4 1, T3 =
5

Zum Nachweis der linearen (Un)abhéingigkeit losen wir das Gleichungssystem
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Uberfithren in Dreiecksform liefert das fiquivalente System

2 1 -2 al
10 a9 —
=7 as

Offenbar kann das Gleichungssystem nur mit a; = ag = a3z = 0 geldst werden. Die Vektoren

sind daher linear unabhéngig.
A

Der folgende Satz charakterisiert die lineare Abh#ngigkeit von Vektoren. Sind Vektoren
linear abhéngig, dann lisst sich einer der Vektoren als Linearkombination (daher die Be-

zeichnung linear abhéingig) einer Teilmenge der restlichen Vektoren darstellen.

Satz 2.4
Seien 1, ..., T, von Null verschiedene Vektoren. Diese sind genau dann linear abhdngig,

wenn einer der Vektoren z.B. x; eine Linearkombination der vorherigen ist, d.h.

Ti=ai1x1+ -+ a;—12,-1.

Beweis

Sei z; eine Linearkombination der vorherigen, d.h.

Ti=a1x1+ -+ a;—12;-1.

Dann gilt
ar1+ -+ ai—1ri—1 —x; + 02541+ ...+ 02y =0,
d.h. die Vektoren x1,...,x, sind linear abhéngig.
Seien nun die Vektoren xy,...,x, linear abhéngig. Dann existieren Skalare a,...,a, die

nicht alle null sind, so dass
a1x1 + -+ apwy = 0.
Sei k die grofite ganze Zahl derart, dass ag # 0 ist (d.h. auch a1 = a2 = ... = a, =0).
Dann gilt
a1z + -+ +agxr + 0xpq1 + - +0xp, =0
bzw.

a1xy + -+ agry = 0.

Angenommen k = 1, dann folgt a;z1 = 0 und wegen a1 # 0 x1 = 0. Da x4, ...,x, aber

ungleich Null sind, mufl k£ > 1 sein und
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-1 -1
Tp = —0 @11 — ... — A Ag_1Tk—1

woraus die Behauptung folgt.
O

Wir befassen uns jetzt mit der Darstellung eines beliebigen Vektors = eines Vektorraumes
V' als Linearkombination einer (moglichst kleinen) Menge m von Vektoren x1,xs,. .., T

aus V.

Definition 2.8 (Erzeugendensystem)
FEine Menge {x1,...,xm} heifit Erzeugendensystem eines Vektorraums V, falls alle Vek-

toren x € V darstellbar sind als Linearkombination von x1,...,ZTm.

Die folgenden beiden Sétze 2.5 und 2.6 dienen der Charakterisierung von Erzeugendensy-
stemen und werden anschlieBend bei der Definition des zentralen Begriffs der Basis und

Dimension eines Vektorraums benétigt, vergleiche insbesondere Satz 2.7.

Satz 2.5

Sei {x1,...,xm} ein Erzeugendensystem des Vektorraumes V. Dann gilt

1. Firx € V ist die Menge {x,x1,...,zy} linear abhdingig und erzeugt V.

2. Wenn x; eine Linearkombination der vorangegangenen Vektoren ist, dann wird V durch

die Menge
L1y 3 Ti—1,Tit1y- -+ Tm

erzeugt.
Beweis
zu 1): Da {z1,...,x,,} ein Erzeugendensystem ist, lafit sich = als Linearkombination von
{z1,...,2m} darstellen und die Menge {z,x1,...,zy} ist nach Satz 2.4 linear abhéngig.
Da {x1,...,z;} bereits V erzeugt, erzeugt auch {z,z1,...,2,} V.
zu 2): Sei

ri=kixi+ -+ kioi1xig (2.1)

und sei z € V. Da {x1,..., 2y} ein Erzeugendensystem ist, 148t sich = als Linearkombi-
nation von z1,...,x,, darstellen, z. B.

r=a1xr1+ -+ amTm.

Einsetzen von (2.1) liefert
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r = ar1+ -+ ai—1%i-1 + aikiry + -+ aikio1mio1 + aip1Tie1 + o+ ATy,

= (a1 +aik)z1 4+ -+ (ai—1 + aiki—1)xi—1 + @iv1Tie1 + -+ + AT,

d.h. V wird durch z1,---, -1, Zijy1,. .., Ty erzeugt.

O
Satz 2.6 (Austauschsatz)
Sei die Menge {x1,...,x,} ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V, d.h. jeder Vek-
tor x € V lafit sich als Linearkombination von x1,...,x, darstellen. Fualls die Vektoren
V1, ...,y linear unabhdngig sind, dann gilt m < n und V wird durch eine Menge der
Form

{V1, Uy iy oy, }

erzeugt, d.h. in der erzeugenden Menge {x1,...,x,} kinnen m Vektoren durch eine andere

linear unabhdngige Menge ersetzt werden.

Beweis
O.B.d.A. seien die x; ungleich Null. Wegen Satz 2.5 1) ist die Menge

{Ul,SL’l, e ,l‘n}

linear abhingig. Gemifl Satz 2.4 ist einer dieser Vektoren eine Linearkombination der
vorherigen. Bei diesem Vektor kann es sich nicht um v; handeln, es muss also einer der
x;’s sein, z.B. x;.

Wegen Satz 2.5 2) kann man dann z; aus dem Erzeugendensystem streichen und wir

erhalten als Erzeugendensystem die Menge

{Ul,l‘l,...,xj,1,$j+1,...,£l:n}. (2.2)

Wir wiederholen jetzt diese Argumentation fiir den Vektor vy. Da (2.2) ein Erzeugenden-
system ist, ist

{’Ul,’Uz,$1, ey L1y Ljgly - .,a:n}

linear abhingig. Einer der Vektoren ist eine Linearkombination der iibrigen, wobei v; und
v nicht in Frage kommen da diese linear unabhéngig sind. Sei der Vektor also z.B. xj .
Diesen kann man wieder wegen Satz 2.5 2) aus dem Erzeugendensystem streichen und wir

erhalten
{’Ulav2>$1> sy Lj—1y T4l e ooy Lh—1y L1y« s xn}
Wiederholung der Argumentation liefert schliellich die Behauptung fiir m < n.

Wir zeigen noch, dass m > n nicht moglich ist:

Nach n Schritten erhalten wir das Erzeugendensystem
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{v1,...,0n}.

Damit wiirde v,41 als Linearkombination der v;’s darstellbar sein und vy, ..., v, Upt1
wéren linear abhingig. Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme, dass vi,...,0m

(m > n) unabhéngig sind.

Wir kommen jetzt zum zentralen Begriff der Basis und Dimension eines Vektorraums:

Definition 2.9 (Basis und Dimension)
Ein Vektorraum V  heifit von endlicher Dimension oder n—dimensional, geschrieben
dim(V) = n, wenn linear unabhingige Vektoren by,..., b, existieren, welche V erzeu-
gen, d.h. jeder Vektor x € V lisst sich als Linearkombination der b; darstellen. Die Menge
B :={b1,...,by} heifst dann Basis von V.

Die Dimension eines Vektorraums ist aufgrund des folgenden Satzes wohldefiniert:
Satz 2.7

Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum. Dann hat jede Basis von V die gleiche Anzahl

von Elementen. Auflerdem ist die Darstellung eines Vektors x € V durch die Basiselemente

eindeutig.

Beweis

Sei B := {b1,...,by} eine Basis von V und sei {x1,z2, ...} eine weitere Basis. Da V' durch
{b1,...,b,} erzeugt wird, muss die Basis {x1,x2,...} n oder weniger Vektoren enthalten,

da ansonsten die z; wegen Satz 2.6 abhingig wiren. Enthélt die Basis {z1, z2,...} weni-
ger als n Vektoren, dann wéren wegen Satz 2.6 die b;’s abhéingig. Damit muss die Basis

{z1,x9,...} genau n Vektoren besitzen.

Satz 2.8
Sei V' ein Vektorraum, der durch eine endliche Menge S erzeugt wird. Dann ist V' von

endlicher Dimension und eine Teilmenge von S ist eine Basis von V.

Beweis

Ist S linear unabhéngig, dann ist S eine Basis und V endlich dimensional. Ist .S linear
abhéngig, dann ist einer der Vektoren eine Linearkombination der vorherigen (Satz 2.4)
und kann gemifl Satz 2.5 2) geloscht werden. Setzt man diesen Prozefl fort, erhilt man

ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem und folglich eine Basis von V.



2.4 Basis und Dimension 49

Satz 2.9
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit dim(V') = n. Dann gilt:

1. Eine beliebige Menge von n+ 1 Vektoren ist linear abhdngig.
2. FEine beliebige linear unabhdngige Menge kann zu einer Basis erweitert werden.

3. Fine n elementige linear unabhdngige Menge ist eine Basis.

Beweis

Sei {b1,...,b,} eine Basis von V.
zu 1): Folgt aus Satz 2.6.

zu 2): Sei {z1,..., 2y} linear unabhingig. V wird geméB Satz 2.6 durch eine Menge S
der Form

S=Ax1,...,m,bi,...,bi,_,}
erzeugt. Wegen Satz 2.8 ist eine Teilmenge von S eine Basis. Da S n Elemente enthilt
und dim(V') = n muss S eine Basis sein, d.h. die linear unabhéngigen Vektoren z1,...,zy,

sind Teil einer Basis.

zu 3): Sei S eine linear unabhéingige Menge mit n Elementen. Wegen 2) ist S Teil einer

Basis. Da jede Basis wegen dim(V') = n genau n Elemente enthélt, muss S eine Basis sein.
O

Beispiel 2.16 (Basis des R")
Fiir den R" gilt: dim(R"™) = n. Eine Basis des R" ist z.B. gegeben durch die sogenannte

kanonische Basis oder Standardbasis
E:={e;ceR":¢;= <5i17~~-,(5m)/, i=1,...,n}.

Dabei wurde das sogenannte Kroneckersymbol 4;; verwendet, das wie folgt definiert ist:

L
5ij = e
0 i#j

Die kanonische Basis ist selbstversténdlich nicht die einzige Basis des R", vielmehr gibt
es unendlich viele Basen. Jede linear unabhéngige Menge von n Vektoren stellt eine Basis

des R"™ dar. Beispielsweise handelt es sich bei den Vektoren

Il
W

b}

aus Beispiel 2.15 um eine Basis des R, da diese linear unabhiingig sind (vgl. Satz 2.9 3)).
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Definition 2.10 (Koordinaten)
Sei B :={b1,...,b,} die Basis eines Vektorraumes V. Dann lifit sich jeder Vektor x € V

eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren schreiben, d.h.
T =aiby + -+ anby, a; € K.

Das Tupel xp := (a1, ...,a,)" heifft Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis B.

Beispiel 2.17 (Koordinaten)
Wir betrachten zunichst die Standardbasis des R3

0
el 01, €2 1], €3

0

Der Koordinatenvektor des Vektors x = (1,2,3)" beziiglich der Standardbasis ist nicht
iiberraschend zp = (1,2, 3)’, da

1 1 0
r=1 2 | =1 0 |+2 +3
3 0 0 1

Eine weitere Basis B = {by, by, b3} des R3 ist gegeben durch

1 0 0
by = 1 , by = 1 R b3 =
1 1 1

Wir stellen uns die Frage, wie der Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis B aussieht.

Da z als Linearkombination der Basisvektoren darstellbar ist, muss

1 1 0 0
T = 2 | =a1- 1 | +ao- 1 | +a3-| O
3 1 1 1

gelten. Die Koordinaten xp = (a1, as9,as) konnen also einfach als Losung eines linearen
Gleichungssystems gewonnen werden. Wir erhalten a1 = 1, as = 1, ag = 1, d.h. der Vektor

xp = (1,1,1)" ist der Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis B.
VAN

Wir tragen im Folgenden noch die wichtigsten Tatsachen iiber die Dimension in Un-

terrdumen zusammen:
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Satz 2.10

Fir die Dimension in Unterrdumen gilt:

1. Sei U ein Unterraum des n dimensionalen Vektorraums V. Dann gilt dim(U) < n. Ist
dim(U) =mn, so git U =V.

2. Seien Uy, Uy Unterrdume des endlich dimensionalen Vektorraums V. Dann hat U1+ Us

endliche Dimension, und es gilt:

dzm(Ul + UQ) = dlm(Ul) + dlm(Ug) — dzm(Ul N UQ)

Beweis:

zu 1): Wegen dim (V') = n sind stets n + 1 Vektoren oder mehr linear abhéngig (Satz 2.9
1) ). Andererseits kann eine Basis von U nicht mehr als n Elemente besitzen, weil sie aus
linear unabhéngigen Vektoren gebildet wird, d.h. dim(U) < n. Ist {uy,...,u,} eine Basis

von U, dann ist es wegen Satz 2.9 3) auch eine Basis von V und es folgt U = V.

zu 2): Wir stellen zunéchst fest, dass U; N Uz sowohl ein Unterraum von U; als auch von
Us ist. Sei dim(Uy) = m, dim(Us) = n und dim(Uy N Us) = r. Sei weiterhin {vy,..., v}
eine Basis von Uy N Us. Aufgrund von Satz 2.9 2) kann {v1,...,v,} zu einer Basis von U;

erweitert werden, z. B.

{v1, U UL, Uy } (2.3)
Analog kann {v1,...,v,} zu einer Basis von Uy erweitert werden z. B.
{vi,.. ., vp, w1, ., Wy—r } (2.4)
Wir definieren
S i={v1, ., U ULy Uy WLy« o ey Wiy }

Da S genau r+m —1r+n—7r = m+n —r Elemente enthilt, ist die Behauptung bewiesen,
wenn wir zeigen kénnen, dass S eine Basis von U; + Us ist.
Zunichst ist klar, dass Uy + Uz durch die Vereinigung von (2.3) und (2.4) also von S

erzeugt wird. Wir miissen also noch zeigen, dass S linear unabhéngig ist. Sei
a1v1 + -+ apvr + biug + -+ by Uy + 1wy + -+ Cpp Wy = 0, (2.5)
wobei a;,b; und ¢, Skalare seien. Wir zeigen, dass a; = 0,b; = 0 und ¢, = 0 gilt. Sei
v=a1v] + -+ av. +Fbiur + -+ b Ui (2.6)

Wegen (2.5) gilt

V= —ClW) — *** — Cp—qgWp—p- (2.7)
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Da v definitionsgeméf eine Linearkombination der Basisvektoren von U ist, gilt v € Uy.
Wegen (2.7) ist v auch eine Linearkombination von Basisvektoren von Us, d.h. v € Us.

Also gilt v € U3 NUs. Da {vy,...,v,} eine Basis von U; N Uy ist, 1a8t sich v darstellen als
vV =a1v1 + -+ QpUp.
Einsetzen in (2.7) und umstellen liefert
aivy + -+ apvp + cqwy + -+ Wy = 0.

Da {vy,...,vp,w1,...,wy—,} eine Basis von Us ist, sind die Vektoren linear unabhéngig

und es folgt ¢; = ca = ... = ¢,—, = 0. Einsetzen in (2.5) liefert
ajvy + -+ + apvr +brur + -+ by Uy = 0.

Da aber {vi,...,vp,u1,...,Un—r} eine Basis von U; ist, folgt a1 = ... = a, = 0 und

b1 =...=bp—r =0 und damit die Behauptung.

Beispiel 2.18
Wir betrachten den durch die Vektoren

0 1
r1=11 1, ro=1 11, T3 =
2 1

aufgespannten Unterraum U; und den durch

1 —1 2 2
Y1 = 1 ) Yo = 2 , Y3 = *13 ; Yq = —1
0 2 —-10 )

aufgespannten Unterraum Us. Wir bestimmen zunéchst die Dimension und eine Basis fiir
U1 und U,. Durch Dreieckszerlegung der entsprechenden Matrix erkennt man, dass x1, z3
und z3 linear abhéngig sind. Die Vektoren zs und z3 sind aber linear unabhéngig, so dass
dim(U;) = 2 gilt. Ausserdem bilden x9 und z3 eine Basis von U (vergleiche auch Satz 2.9
3)). Die Vektoren y1, y2, y3 und y4 sind auf jeden Fall linear abhéingig, da gemafl Satz 2.10
1) dim(Us) < dim(R3) = 3 gilt. Wiederum durch Dreieckszerlegung erkennt man, dass
dim(Usy) = 2. Da die Vektoren y; und yo linear unabhingig sind, bilden diese eine Basis

von Us.

Wir bestimmen im Folgenden noch jeweils die Dimension und eine Basis von U; + Uz und
Uy NU,. Fiir Uy 4+ Uy gilt dim(Uy +Us) > 2 und dim(U; + Us) < 3. Da die Vektoren xg, x3



2.5 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen 53

und y; linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von U; 4 Us und es gilt dim(U; +Uz) =
3. Wegen dim(R?®) = 3 bilden die Vektoren auch eine Basis des R?, d.h. bei U; +Us handelt
es sich um den R3. Aus der Dimensionsformel (Satz 2.10 2)) folgt

dim(Uy + Uy) = dim(Uy) + dim(Us) — dim(Uy NUz) = 2+ 2 — dim(U; N Us)

und damit dim(U; N Us) = 1. Zur Bestimmung einer Basis muss ein Vektor z gefunden
werden, der sowohl in Uy als auch in U; enthalten ist. Dies fithrt mit den Basisvektoren

von U7 und Us auf den Ansatz

1 3 1 -1
A1 1 + Ao 5 = )3 1 + M 2
1 7 0 2

bzw.
A+ 3 — X3+ M\ =

0
M 4+ B — A3 — 20 = O
0

A+ T — 2\ =
Als Losung erhalten wir z.B.
A = 1
A3 = -3
o o= 3
A1 = —8.5.
Damit ist
1 -1 —4
z=-3 1 |+1 2 | =1 -1
0 2 2

eine Basis von Uy N Us.

2.5 Lineare Abbildungen zwischen Vektorridumen

Bisher haben wir Vektorrdume gesondert betrachtet. Im Folgenden wollen wir uns mit
Beziehungen zwischen zwei (endlich dimensionalen) Vektorrdumen V und W befassen,
genauer mit sogenannten linearen Abbildungen. Diese spielen eine zentrale Rolle in der
linearen Algebra. Besonders wichtig ist der Zusammenhang mit Matrizen. Es stellt sich
némlich heraus, dass jeder linearen Abbildung f eine Matrix zugeordnet werden kann, die

f charakterisiert. Wir beginnen mit der Definition einer linearen Abbildung.
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Definition 2.11 (lineare Abbildung)
Seien VW K-Vektorriume. Fine Abbildung f : V +— W heifst K-linear oder Vektorraum—

Homomorphismus, wenn fiir alle x,y € V und a € K gilt:
1 flz+y) = fz)+ fy)
2. flaz) = af(x)

Im Spezialfall V =W heifit f auch linearer Operator.

Beispiel 2.19
Wir betrachten die Abbildung f : R?® — R? mit

f(x) = (x1 + 229, 22 + 23,21 + 22 + 23)’,
wobei & = (1,2, x3)’. Die Abbildung ist linear, denn fiir z,y € R? gilt

(x1+y1 +2(x2 + y2), 2 + Y2 + T3 + Y3, 21 + Y1 + T2 + Y2 + 23 + y3)’
(21 + 29,0 + 3,21 + 22 + x3) + (Y1 + 2y2, Y2 + Y3, Y1 + Y2 + y3)’
= f(z)+ f(y)

und fiir ¢ € R gilt

flx+y) =

flaz) = (ax1+2aws, aro+ars, axi+axs+axs) = a(x1+2w9, vo+a3, 11+12+73)" = af(x).

A

Beispiel 2.20 (Durch Matrizen induzierte lineare Abbildungen)

Sei A eine m x n Matrix auf einem Korper K. Wir definieren f : K™ — K" mit

f(x) = Ax.
Diese Abbildung ist linear, denn
flx1+22) = A(wy+22) = Azt + Ao
= flz) + f(22)
und
flaz) = A(az) = aAz = af(z).

A

Beispiel 2.20 zeigt bereits die enge Verkniipfung von Matrizen und linearen Abbildungen.

Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektorrdume der Dimension dim(V) = n und
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dim (W) = m. Seien weiterhin B := {b1,...,b,} und E := {ej,..., e, } Basen der beiden

Vektorrdume. Wir werden sehen, dass jeder linearen Abbildung
f:V-w
eine m x n Matrix A zugeordnet werden kann, so dass
A -zp= fp(z),

wobei zp die Koordinatendarstellung von = € V' beziiglich der Basis B ist und fg(z) die

Koordinatendarstellung von f(z) beziiglich der Basis E ist.

Definition 2.12 (Matrixdarstellung einer linearen Abbildung)

Sei f:V — W eine lineare Abbildung und seien B := {b1,...,b,} und E := {e1,...,emn}
Basen der beiden Vektorrdume V bzw. W. Die Funktion f ausgewertet an den Basisvek-
toren bj, j = 1,...,n, ldft sich in Abhingigkeit von den Basisvektoren e;, i = 1,...,m
schreiben als

f(bj) =apje1 + -+ amjem.

Dann heifit die m x n Matriz

a1 a2 - Qin

ml Am2 - amn
die Matrizdarstellung von f.

Die Definition ist durch den folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 2.11
Sei f:V — W eine lineare Abbildung und seien B := {b1,...,b,} und E := {e1,...,emn}

Basen der beiden Vektorrdaume. Dann gilt
A rp = fE (ZIZ‘),

wobei A die Matrizdarstellung von f ist, xp die Koordinatendarstellung von x € V
beziiglich der Basis B ist und fg(x) die Koordinatendarstellung von f(x) € W beziiglich
der Basis E.

Beweis:
Sei xp = (k1,...,k,) die Koordinatendarstellung von z beziiglich B. Dann erhalten wir

unter Ausnutzung der Linearitdt von f
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> kjb ) = kif(b)

~
&
Il
~
Ms/\

]:]_ =
m m n
= k'] Z awez = Z Z kjaz-j €;
7j=1 =1 =1 \y=1

I
Ms

(azlkl + -+ ainkn)ei-

@
Il
—

Damit ist das i-te Element der Koordinatendarstellung fz(x) von f(x) beziiglich E gege-
ben durch

apnky + -+ ainky.

Dies ist zugleich die i-te Komponente des Spaltenvektors Az g, so dass die Behauptung

folgt.
O

Beispiel 2.21
Wir betrachten wieder die lineare Abbildung f : R® — R? aus Beispiel 2.19 mit

f(l‘) = (xl + 222,20 + 23,71 + T2 + xg)/.

Wir bestimmen zunéchst die Matrixdarstellung von f beziiglich der Standardbasis ey, e, e3
des R3. Es gilt:

1 1 0 0
f(el) = 0 =1 +0 +1 0
1 0
2 1 0 0
fle2) = 1 [=2 +1 +1] 0
1 0
0 1 0 0
fle3) = 1 |=0 +1 +1| 0
1 0

Damit erhalten wir als Matrixdarstellung von f die Matrix

>
Il
=

20
11
11

Beispielsweise berechnen wir dann fiir z = (2,1, 2)’
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20 2
11111 ]=
11 2 )

fe(z)=A=

- o =

Wenn wir die Basis wechseln, dndert sich natiirlich auch die Matrixdarstellung von f.

Betrachte zum Beispiel die Basis B des R? aus Beispiel 2.17 gegeben durch

1 0 0
b1 = 11, by = 1 , bs = 0
1 1 1

Wir bestimmen im Folgenden die Matrixdarstellung von f beziiglich dieser Basis. Es gilt:

3 1 0 0
f(by) = 2 =31 ]-1]11+1] 0

3 1 1

2 1 0 0
f(be) = 2 =21 1 [+0] 1 |+0] 0

2 1 1

0 1 0 0
f(b3) = 1 =01 |+1|1][+0] 0

1 1 1

Als Matrixdarstellung beziiglich der Basis B erhalten wir also

3 20
A= -1 0
1 00

Die Koordinatendarstellung 25 des Vektors x = (2,1,2)" beziiglich B ist gegeben durch
(2,—1,1)" und wir erhalten

3 2 2 4
felx)=A=| -1 0 -1 |=| -1
10 1 2

als Koordinatendarstellung von f(z) beziiglich der Basis B.
A

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Definition des Bilds und des Kerns einer linearen

Abbildung. Beide Begriffe tauchen in der Literatur und im Folgenden immer wieder auf.
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Definition 2.13 (Bild und Kern einer linearen Abbildung)
Das Bild einer linearen Abbildung f : V +— W, geschrieben Bild(f), ist die Menge der

Bildpunkte von fin W :
Bild(f) ={w e W: f(z) =w, x € V}

Der Kern von f, geschrieben Ker(f), ist die Menge der Elemente x in 'V, fir die f(x) =0
gilt.

Satz 2.12
Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

1. Das Bild von f ist ein Unterraum von W, und der Kern von f ist ein Unterraum von
V.

2. dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Bild(f))

Beweis

zu 1): Wegen f(0) = 0 gilt 0 € Bild(f). Seien nun v,w € Bild(f) und a,b € K Skalare.
Es existieren Vektoren v, w’ € V so dass f(v') = v und f(w') = w gilt. Damit gilt

flav" +bw') = af(v") +bf(w') = av + bw,

d.h. av + bw € Bild(f) und damit Bild(f) ein Unterraum von W.
Wegen f(0) =0 gilt 0 € Ker(f). Seien v,w € Ker(f) und a,b € K. Es gilt f(v) = 0 und
f(w) = 0 Damit folgt

flav +bw) = af(v) + bf(w) = a0 + b0 = 0,
d.h. av + bw € Ker(f) und damit ist Ker(f) ein Unterraum von V.

zu 2): Sei dimV = n. Da Ker(f) ein Unterraum von V ist, muss auch die Dimension
von Ker(f) endlich sein, sei also dim(Ker(f)) = r < n. Wir miissen also zeigen, dass
dim(Bild(f)) =n —r.
Sei {ki,...,kr} eine Basis von Ker(f). Geméa Satz 2.9 2), konnen die Basisvektoren
von Ker(f) zu einer Basis von V erweitert werden. Sei also {k1, ..., kr,v1,...,0,—r} eine
Basis von V. Wir zeigen im Folgenden, dass die Menge { f(v1), ..., f(vn—r)} eine Basis von
Bild(f) ist und damit dim(Bild(f)) =n —r.
Sei also be Bild(f). Dann gibt es einen Vektor veV mit f(v) = b und es existiert die
Darstellung

v=aik + -+ ak, +brvr + -+ by Up_p.

Da die Vektoren k; zum Kern von f gehoren, gilt f(k;) = 0 und wir erhalten



2.6 Euklidische Vektorrdume 59

b = f(’l)) = f(alkl + -+ arky + b1 + -0 + bn—v‘vn—r)
=arf(k) + -+ arf(ke) + b1 f(v1) + -+ + bnr f(Unr)
= blf(vl) + o+ bnfrf(vnfr)-

Damit erzeugen die Vektoren f(v1),..., f(vn—,) das Bild von f. Wir miissen also nur noch
zeigen, dass die Vektoren linear unabhéingig sind.
Sei

bif(v1) + -+ + by f(0n ) = 0.

Dann gilt
f(bl'Ul + -+ bnfrvnfr) =0

und der Vektor byvi+- - -+b,,_v,— gehort zum Kern von f. Da die Vektoren k1, . . ., k, eine
Basis von Ker(f) sind, 148t sich der Vektor byv;+- - -+b,,—,v,,—, als eine Linearkombination
der k;’s darstellen:

bivi +-+ -+ by = c1k1 + -+ + c k.

Umstellen liefert

bivi + -+ bp—pvp—r —c1ky — - — ¢k = 0.

Da die v;’s und die k;’s zusammen eine Basis von V bilden und daher linear un-
abhingig sind, folgt by = --- = b,—» = 0 und damit die lineare Unabhéngigkeit von
f(v1), -+, f(up—p). Es gilt also dim(Bild(f)) =n —r.

O

2.6 Euklidische Vektorraume

In Kapitel 1 haben wir fiir den R™ bereits geometrische Begriffe wie die Linge eines Vek-
tors und den Abstand zweier Vektoren definiert. Die Definition war dabei vor allem von
der geometrischen Anschauung im R? bzw. R? motiviert. Hiufig werden aber abstrak-
tere Definitionen bendtigt. In diesem Abschnitt definieren wir fiir allgemeine Vektorrdume
Lange und Abstand von Vektoren wobei wir uns auf Vektorrdume V beziiglich des Koérpers

K = R beschrinken. In diesem Fall nennt man V' einen reellen Vektorraum.

Definition 2.14 (Normierter Vektorraum)

Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung

vV =R

x|

heifst Norm auf V, falls fir alle x,y € V und a € K gilt:
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1. ||z > 0 und ||z|| =0 <=2 =0
2. |laz|| = al|z|

3. x4yl < ||zl + |yl (Dreiecksungleichung)

Die reelle Zahl ||z|| heifst Norm (auch Betrag, Léinge) des Vektors x. Das Paar (V)| ||)
heifst normierter Vektorraum. Ist klar, welche Norm gemeint ist, so schreibt man kurz V

statt (V.| 1)

Beispiel 2.22 (Normen)
Sei V =R"™ und 1 < p < oo. Dann wird durch

n >
(Ser)  reren
1=1

max {|z1],...,|zn|} p=00

2l =

eine Norm auf V definiert. Fiir p = 2 heifit die Norm euklidische Norm und fiir p = oo
Tschebyscheff Norm oder Unendlichnorm. In Abbildung 2.1 sind fiir V = R? und p = 1,
2, oo die Normen veranschaulicht. Der Linge des Vektors entspricht dabei die Lénge der
dickgezeichneten Linie. Im Fall p = 2 entspricht die Norm bzw. die Lénge eines Vektors

der Lange des jeweiligen Ortsvektors.

A

Definition 2.15 (Metrik)
Sei V eine Menge. Unter einer Metrik auf V' versteht man eine Abbildung

d: VxV —R
(z,y)  —d(z,y)
mit folgenden Eigenschaften:

1. d(z,y) >0, d(z,y) =0<= 2=y

2. d(z,y) = d(y,z) fir alle x,y € V (Symmetrie)

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), fir alle z,y,z € V (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V,d) heifit metrischer Raum. Man nennt d auch den Abstand der Punkte x und
Y.

Ist || - || eine Norm auf V, so ist durch d(z,y) := ||y — || fiir x,y € V eine Metrik auf V'
erklédrt. In Abbildung 2.2 sind die durch die Norm ||-||,, induzierten Metriken fiir p = 1,2, 0o
veranschaulicht. Die jeweiligen Absténde ergeben sind als die Lange der dick gezeichneten

Linien. Im Fall p = 2 heifit der Abstand zwischen den Punkten auch euklidischer Abstand.
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a) |[z||x
y
z = (z1,2)
P
”~
P
~
”~
”~
//
. [z |1
~
0
b) |[z|2
y
x = (x1,z2)
o
B -
c) ||zl
A
x = (x1,22)
/7
Pd
”~
”~
~
”~
///
_- eloo ;
0

Abbildung 2.1. Veranschaulichung der Normen ||z, |||z und ||z||eo im R2.

Definition 2.16 (inneres Produkt)
Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung <>:V xV — R heifit inneres Produkt oder

Skalarprodukt, wenn sie die folgenden Aziome erfillt:

1. <axy1+bxo,y>=a<zx,y>+b<xo,y >
2. <z,y>=<y, x>

. <z,x>2>20,<z,2>=0<=2=0

Ein reeller Vektorraum versehen mit einem inneren Produkt heif$t euklidischer Vektorraum.

Bemerkung:
1
Jeder euklidische Vektorraum wird durch ||v|| := < v,v >2 zu einem normierten Vektor-

rauin.
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a) di(z,y)
A
Y= (y1,92)
/ di(z,
7 )1 (0 z = (1, 72)
Y ’——’7
7 -
7/ —,—’
0
b) da(z, y)
A
y = (y1,92)
%.
2,
’ 9
// z = (z1,2)
/ -
7 -
Ve —,—’
b -
C)doo(ﬂ,’,y)
A
Y = (y1,92)
A
Vs
s deo(,y) T = (z1,22)
// —’——7
7 -
/ ’,—’
0

Abbildung 2.2. Veranschaulichung der Metriken di (x,y), da(z,y) und doo(z,y) im R?.

Beispiel 2.23 (Standardskalarprodukt)
Sei V = R"™. Dann ist das Skalarprodukt

n
<ZY >i= Zﬂfz’yz‘ =1y
i=1

aus Kapitel 1 ein inneres Produkt und wird als Standardskalarprodukt bezeichnet. Bei der
durch das Standardskalarprodukt induzierten Norm bzw. Metrik handelt es sich um die

euklidische Norm bzw. den euklidischen Abstand.
AN

Beispiel 2.24
Wir betrachten den Vektorraum V' = C|a, b] der auf [a, b] stetigen Funktionen. Fiir diesen

Vektoraum stellt zum Beispiel

<hg>= [ f@))ds

ein Skalarprodukt dar.
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Satz 2.13 (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)
Sei V' ein euklidischer Vektorraum, dann gilt fiir alle x,y € V:

| <y > [ <|zllllyl

Beweis:

Fiir y = 0 ist die Aussage klar. Sei also y # 0. Wir definieren

y oo STy >
Iy

Damit gilt:
0 < <z—Ay,z— )y >

= <z, x> -2A<z,y>+N<y,y>

_ 2 o<my>? | <zy>?
= ll2lF = 2550 + e

_ 2 <z y>>2
= =l MiE

Umstellen liefert < x,y >2< ||2[/?||ly/|? und damit | < z,y > | < ||z||||y]|.

Definition 2.17 (Winkel zwischen zwei Vektoren)

Sei V ein reeller Vektorraum. Dann ist der Winkel ¢ zwischen zwei von Null verschiedenen
Vektoren vy und vo definiert durch

< v1,V9 >

COSQ = .
? = Torlleal

Definition 2.18 (Orthogonalitit,Orthonormalitiit)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Zwei Vektoren x1,x9 € V werden orthogonal genannt,
geschrieben x1 Lxo, wenn < x1,x9 >= 0 gilt. Sie heiffen orthonormal, wenn sie zusdtzlich
die Linge Eins haben, d.h. ||x;|| = 1. Eine Menge x1,...,xz, heifit orthogonal, wenn ihre
verschiedenen Elemente paarweise orthogonal sind, d.h. < x;,x; >= 0 fir ¢ # j. Die
Menge heifit orthonormal, wenn jedes x; die Linge 1 hat. Es ist klar, dass jede orthogonale
Menge von Vektoren durch Normierung zu einer orthonormalen Menge gemacht werden

kann.
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Bemerkung:

Der Nullvektor 0 ist zu jedem Vektor v € V' orthogonal, denn

<0,v>=<0-v,v>=0 <v,v>=0.

Bemerkung:

Ist das Standardskalarprodukt zugrundegelegt, so bedeutet die Orthogonalitéit zweier Vek-
toren im R? bzw. im R3, dass die beiden Ortsvektoren senkrecht aufeinander stehen (vgl.
Abbildung 1.4).

\Y%
Fiir orthonormale Mengen gilt der folgende

Satz 2.14

Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt:

1. Eine orthonormale Menge x1, ..., x, ist linear unabhdngig. Fir einen beliebigen Vektor
x €V ust der Vektor

W=2—< 2,01 >T] — — < T,Tp > Ty
zu jedem der x; orthogonal.

2. Sei vy,...,v, eine beliebige lineare unabhingige Menge von V. Dann ldsst sich die-
se stets in eine orthonormale Menge x1, ..., xy tberfihren, die denselben Raum auf-
spannt.

Beweis:

zu 1): Es gelte 0 = \jx1 + - - + Az Es ist zu zeigen, dass \; = 0 folgt. Firi=1,...,r

bilden wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt beziiglich z; und erhalten

<0,z; >=0 <AMx1+ - AT, x>
= AN <1,z > +N <z, 1 > AN < Ty >
= N <@, >= A\,

woraus der erste Teil von Aussage 1) folgt. Weiter is zu zeigen, dass w und z; orthogonal

sind. Die folgende Rechnung liefert den Nachweis:
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<w,r; > = < IT—<T,r1>T1— —< T, Ty > Ty, Tj >
= <2, > —<T,01 ><T1,T; > — - — <X,y >< T4, Ty > —
= X, Ty > Ty, Ty >
= <2, > —< T,y >< T4, T; >
= <z,x; > —<xT,x; >

= 0

zu 2): Setze
- U1

v = .
[0l

Offensichtlich ist 97 orthonormal. Weiter setzen wir

wo = vg— < Vg, V1 > U1

und
- w2

2 = .
[[wo |
Wegen Aussage 1) des Satzes ist wy und damit 9 orthogonal zu 01, und o1, ¥2 sind ortho-

normal. Die Fortfithrung dieses Konstruktionsprinzips liefert nach Erhalt des Orthonor-

malsystems v, ..., 0;
Wit1 = Vig1— < V41,01 > 01 — - — < Vg1, 0 > U5
und
~ Wi+1
Vgl = 7.
[[wis1]]

(Etwas formaler wird der Beweis durch Induktion gefiihrt.)
O

Der Beweis des Satz liefert also auch ein Orthonormalisierungsverfahren mit dessen Hilfe
jede beliebige Basis vy, . . ., v, in eine orthonormale Basis 91, .. ., 0, iiberfithrt werden kann.

Dieser Algorithmus ist als Gram—Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren bekannt.

Algorithmus 2.1 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und vi,...,v, eine Basis. Folgender Algo-
rithmus liefert eine orthonormale Basis U1, ..., 0p.

v
1. Setze U1 = L

[[oa]

2. Setze 1 = 2.
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~ - ~ L wj;
3. Setze w; = vi— < v;, 01 > x1 — - — < v;, V-1 > U;—1 und damit v; = I ZH ‘
Wy
4. Setze i =i+ 1. Falls i > n beende den Algorithmus, U1, ..., 0, ist dann eine orthonor-

male Basis von V. Ansonsten fahre fort mit 3).

Beispiel 2.25
Betrachte die Vektoren

1 0
vr=11 1, vo=11 1, vs=1 0
1 1

Diese bilden eine Basis des R?. Wir bestimmen eine Orthonormalbasis 01, 0o, U3.

Setze
1
V3
o U1 U1 1
1= = — = —_
Wl V3~ | v
V3
Weiter berechnen wir
1 2
0 V3 —3
wo = vo— < VU9,V1 > V1 = 1 —% % = %
1 1
_ 2
NG
~ _ wy 1
Y27 Tl T V6
1
V6
und
w3 = v3— < U3,1~)1 > 01— < U3,1~)2 > Uy
1 _ 2
0 73 76 0
— 0 _ 1 1 _ 1 1 — _1
V3| V3 V6 V6 2
1 1 1 1
V3 V6 2
0
~ _ w3 __ _ 1
U3 = Twsll T V2
1
NG
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Definition 2.19 (orthogonale Unterrdume, orthogonales Komplement)
Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Fin Unterraum U C V' heifit orthogonal zu einem
Unterraum W C V, geschrieben U LW , wenn gilt: ulw fir allew e U, w € W.

Das orthogonale Kompliment eines Unterraumes U C V ist definiert als:

Uy :={zxeV:zlu firale uweU}.

Satz 2.15
Sei V' ein euklidischer Vektorraum und sei U ein Unterraum von V. Dann ist U ein

Unterraum von V.

Beweis:
0 € Uy, da 0 zu allen Vektoren orthogonal ist. Seien ui,us € U, und u beliebig in U.
Dann gilt
<uptug,u> = <u,u>+ <ug,u>
= 0+0=0
und

<Adup,u>=A<u,u>=A-0=0

d.h. uy + ug und Auq sind in U enthalten. U, ist also ein Unterraum.
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Der Rang einer Matrix

In diesem Kapitel befassen wir uns mit einer wichtigen Kennzahl von Matrizen, dem so-
genannten Rang einer Matrix. Der Rang einer Matrix ist eng verkniipft mit den Begriffen
der Basis und Dimension von Vektorrdumen, die in Kapitel 2.4 behandelt wurden. Wir be-
ginnen mit der Definition und wichtigen Eigenschaften des Rangs einer Matrix (Abschnitt
3.1). Im darauf folgenden Abschnitt 3.2 beschiftigen wir uns mit der sogenannten Inverse
einer Matrix. Es existiert jedoch nicht zu jeder Matrix eine Inverse. Die Existenz einer In-
verse ist eng mit dem Rang einer Matrix verkniipft. Abschnitt 3.3 beschreibt wie der Rang
einer Matrix algorithmisch bestimmt bzw. berechnet werden kann. SchlieBlich behandelt

Abschnitt 3.4 eine wichtige Zerlegung von Matrizen, die sogenannte Vollrangzerlegung.

3.1 Definition und Eigenschaften des Rangs

Definition 3.1 (Zeilenrang, Spaltenrang, Zeilenraum, Spaltenraum)
Sei A eine m x n Matriz. Die Mazimalzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren des R™
heifst Spaltenrang von A, geschrieben rgs(A). Der von den (linear unabhdngigen) Spal-

tenvektoren aufgespannte Unterraum heifst Spaltenraum, geschrieben S(A). Es gilt:

n
S(A) = {z ER":z2=Ax= Zaiasi,x € R"}
i=1
Entsprechend kann man den Zeilenrang rgz(A) von A als die Maximalzahl linear un-
abhingiger Zeilen von A definieren. Der von den (linear unabhdingigen) Zeilen aufge-

spannte Unterraum Z(A) heifft Zeilenraum. Es gilt:

Z(A) = {z ER":z=Ax = Z(ai)’xi,x € Rm}

=1
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Fiir den Spalten— und Zeilenrang gilt:
Satz 3.1

Spaltenrang und Zeilenrang einer m x n Matriz A sind gleich, d.h.

rgs(A) =rgz(A).

Beweis:
Sei rgz(A) = z. Dann bilden z linear unabhéingige Zeilenvektoren eine Basis des Zeilen-
raumes. O.B.d.A. seien dies die ersten z. Nun lisst sich jeder Zeilenvektor a, i = 1,...,m,

als Linearkombination der Basisvektoren darstellen:
z z
; )
a = (ail, ‘e ,am) = Z bij(ajl, ces ,ajn) = Z bijaj
Jj=1 Jj=1

Fiir jedes Element a;; von A gilt also

z
Qi = Z bijajp. (3.1)

j=1
Definiert man die m x 1 Vektoren b; := (bij...bm;), 7 = 1,...,2, so lésst sich nun
andererseits jeder Spaltenvektor ag, k = 1,...,n, wegen (3.1) als Linearkombination der

Vektoren by, ...,b, darstellen:
ap — (alk, “eey amk)/ = Zajk(blj, “eey bmj), = Z ajkbj
i=1 =1
Daraus folgt, dass rgs(A) < rgz(A). Eine entsprechende Uberlegung fiir A’ liefert
rgs(A’) < rgz(A') und damit:

rgz(A) = rgs(A’) <rgz(A') = rgs(A).

Damit ist folgende Definition gerechtfertigt:

Definition 3.2 (Rang einer Matrix)
Der Rang rg(A) einer m x n Matriz A ist definiert als die Dimension des Spalten— bzw.

Zeilenraumes von A:
rg(A) :=rgs(A) = rgz(A) < min{m,n}
Fiir rg(A) =m (rg(A) =n) heifst A zeilenreguldr (spaltenreguldr).

Zur praktischen Bestimmung des Rangs einer Matrix vergleiche Kapitel 3.3. Im Folgenden

beweisen wir zunéchst einige allgemeine Rangbeziehungen:
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Satz 3.2 (allgemeine Rangbeziehungen)
Fiir Matrizen A, B, C passender Ordnung gilt:

1. rg(A) =rg(—A)

2. rg(A") =rg(A)

3. rg(A) —rg(B) <rg(A+B) <rg(A) +rg(B)
4. rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}

5. rg(l,) =n

Beweis:

Die Behauptungen 1) und 2) sind offensichtlich.

zu 3) : Ein Element z des Unterraumes U := S(A) + S(B) lasst sich darstellen als
z = k1Axq1 + kaBxo

mit k1, ko € R und 21,20 € R"™. Ein Element w des Spaltenraumes von A + B lésst sich
darstellen als
w=(A+B)xr=1-Az+1-Bxz,

so dass also alle Elemente w von S(A + B) in U enthalten sind, d.h es gilt S(A + B) C
S(A) 4 S(B). Damit folgt unter Zuhilfenahme von Satz 7?7

rg(A+B) = dim(S(A + B)) < dim(S(A) + S(B))
= dim(S(A)) + dim(S(B)) — dim(S(A) N S(B))
< dim(S(A)) + dim(S(B)) = rg(A) + rg(B),

womit die zweite Ungleichung bewiesen ist. Weiter gilt unter Zuhilfenahme von 1) und des

soeben bewiesenen
rg(A) =rg(A+B —B) <rg(A+B)+rg(—B) =rg(A + B) +rg(B).
Umstellen liefert die erste Ungleichung.
zu 4) : Schreibt man A als Matrix der Spalten von A, dann folgt
AB = (bi1a1 + - + bpian, ..., bipar + -+ + bppay).

Die Spalten von AB sind also Linearkombinationen der Spalten von A und damit im
Spaltenraum von A enthalten. Damit besitzt AB hochstens soviele linear unabhéngige
Spalten wie A, es gilt also 7g(AB) < rg(A). Analog zeigt man rg(AB) < rg(B), indem

man B als Matrix der Zeilen von B schreibt.
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zu 5): Die Spalten der Einheitsmatrix sind offensichtlich linear unabhingig, so dass un-

mittelbar die Behauptung folgt.

Definition 3.3 (Nullraum)
Der Nullraum N(A) einer m x n Matriz A ist definiert als die Menge

N(A) :={zx e R": Ax = 0}.

Satz 3.3 (Eigenschaften des Nullraums)

Sei A eine m x n Matriz. Dann gilt:
1. Der Nullraum ist ein Unterraum des R™.

2. rg(A) + dim(N(A)) = dim(R"™) = n bzw. dim(N(A)) = n —rg(A). Die Dimension
des Nullraums N(A) wird als Defekt von A bezeichnet.

3. Der Nullraum N(A) ist das orthogonale Komplement des Zeilenraums Z(A) von A.

/. N(A’A) = N(A).

Beweis:

zu 1) : Offensichtlich gilt 0 € N(A). Seien nun x; € N(A) und z2 € N(A) und A1, Ao
Skalare. Dann gilt

A()\l.’L‘l + Asz) = A Axi +) 2 Axy =0,
=0 =0

d.h. Aiz1 + Aexg ist wieder ein Element von N(A) und somit N(A) ein Unterraum.

zu 2) : Wir definieren die lineare Abbildung F'(z) = Axz. Offensichtlich ist N(A) der Kern
und der Spaltenraum S(A) von A das Bild von F. Damit folgt unter Zuhilfenahme von
Satz 2.12 2) die Behauptung:

dim(ker(F)) = dim(N(A)) = dim(R") — dim(bild(F)) =n —rg(A)

zu 3): Seien z € Z(A) und z € N(A). Dann existiert ein Vektor y € R™ mit z = A’y

und es folgt unter Zuhilfenahme von Ax =0
2z=a2Ay=(Az)y =0,

d.h. z und z sind orthogonal, woraus die Behauptung folgt.
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zu 4) Sei zundchst x € N(A). Dann folgt wegen Az = 0 auch A’Az = 0 und damit
N(A) C N(A’A). Sei nun umgekehrt z € N(A'A). Mit y := Az € R" folgt unter
Zuhilfenahme von A’Axz =0
0=2'AAx =y = Z yf,
i=1
woraus fiir i = 1,...,n, y; = 0 und damit Az = 0 folgt. Es gilt also N(A’A) C N(A).

Zusammen mit N(A) C N(A’A) folgt daraus die Behauptung.
g

3.2 Inverse einer Matrix

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der sogenannten Inverse einer quadratischen
n x n Matrix. Es existiert jedoch nicht zu jeder Matrix eine Inverse. Entscheidend fiir die
Existenz der Inverse ist der Rang einer Matrix. Hat eine quadratische Matrix maximalen
Rang, so existiert auch die Inverse, andernfalls nicht. Im Falle ihrer Existenz ist die Inverse

einer Matrix aber eindeutig bestimmt.

Definition 3.4 (inverse Matrix)
Sei A eine quadratische Matriz. Die Matriz A=" heifit Inverse zur Matriz A, falls gilt:

AA T =ATA =T

Fiir die Inverse gilt folgende Existenz und Eindeutigkeitsaussage:

Satz 3.4
Die Inverse einer quadratischen nxn Matriz A existiert genau dann, wenn rg(A) = n gilt.

Sie ist dann eindeutig bestimmt. Fine Matrix, deren Inverse existiert heiffit auch requldr.

Beweis:

Existiert die Inverse A~', dann gilt
n=rg(I) =rg(AA™") < min{rg(A),rg(A7")} <n,

woraus 7g(A) = n folgt. Als Nebenprodukt erhiilt man rg(A=1) = n.

Sei nun rg(A) = n. Dann bilden die Spalten von A eine Basis des R" und jeder Vektor

z € R™ ldsst sich eindeutig als Linearkombination der Spaltenvektoren darstellen, d.h.
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z = Az, x € R". Wihlt man speziell fiir z die Einheitsvektoren e;, so gilt e; = Ax;,
i = 1,...,n. In Matrixnotation lisst sich dies mit X := (x...x,) schreiben als AX =
(é1...en) = I Dadie Zeilen von A die Spalten von A’ sind, kénnen die e; ebenso eindeutig
als Linearkombination der Spalten von A’ dargestellt werden, d.h. A'y; = ¢;, y € R™. Mit
Y := (y1...yn) ergibt sich in Matrixnotation A”Y = Y’A = I. Nun erhilt man

Y =YITI=YAX=IX=X
und folglich AX = XA =1, so dass X eine Inverse von A darstellt.

Eindeutigkeit: Seien B und C Inversen von A. Dann gilt AC = I. Multiplikation mit B
von links liefert BAC = BI = B, woraus wegen BA =1 C = B folgt.

Od
Beispiel 3.1
Betrachte die Matrix
2 31
A=]1 01
3 5 1
Durch Multiplikation verifiziert man leicht, dass
-5 2 3
Al = 2 -1 -1
5 -1 -3
die Inverse zur Matrix A ist.
AN

Fine allgemeine praktische Berechnungsmoglichkeit fiir die Inverse einer Matrix werden

wir in Kapitel 5.2 behandeln.

Satz 3.5 (Rechenregeln fiir Inverse)
Von den folgenden Matrizen wird angenommen, dass deren Inverse jeweils existiere. Dann

gilt:
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5. (ABC)"'=C'B'A!
6. A symmetrisch => A~ ist auch symmetrisch.

7. Sei A = diag(ay,. .., ay,) eine Diagonalmatriz. Dann gilt A~' = diag(a7y’, ..., a;").

»r'n

8. Falls A orthogonal, gilt A = A=' = 1.

Beweis:

Die Aussagen ergeben sich unmittelbar durch Anwendung der Definition der Inversen.

Mit Hilfe der Matrixmultiplikation und der Inversen einer Matrix kann der empirische
Erwartungswert und die empirische Streuung in Matrixnotation geschrieben werden. Sei

x = (x1,...,2,)". Dann gilt:

3.3 Praktische Bestimmung des Rangs einer Matrix

Bei der praktischen Bestimmung des Rangs einer Matrix spielt die Reduktion einer Matrix
auf Dreiecksform (vgl. Definition 1.13) die entscheidende Rolle. Es zeigt sich némlich, dass
die Reduktion auf Dreiecksform durch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen den
Rang einer Matrix unverdndert 1a8t (Satz 3.6 1). Andererseits kann man den Rang einer
Matrix in Dreiecksform leicht ablesen, némlich als die Anzahl der von Null verschiedenen
Zeilen (Satz 3.6 2). Zur Bestimmung des Rangs einer Matrix reduzieren wir diese also auf

Dreiecksform und lesen anschlieend den Rang ab.

Zur Vorbereitung des entscheidenden Satzes 3.6 befassen wir uns zunéchst mit der ge-
naueren Charakterisierung von elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen mit Hilfe so-
genannter Elementarmatrizen. Es zeigt sich ndmlich, dass elementare Matrixoperationen
formal durch die Rechts- bzw. Linksmultiplikation mit eben diesen Elementarmatrizen
durchgefiihrt werden koénnen. Mit Hilfe der Elementarmatrix E;; kénnen Zeilenvertau-
schungen vorgenommen werden. Sie entsteht aus der Einheitsmatrix I durch Vertauschen

der i—ten und j-ten Zeile. Die Matrix E;; besitzt also folgende Gestalt:



76 3. Der Rang einer Matrix

1 0 0
0 1 «— i-te Zeile
Ejj = 1
1 vr e oo 0 «— j-te Zeile
0 0 1
T T
i-te Spalte j-te Spalte

Die Vertauschung der i—ten und j—ten Zeile in A erreicht man dann durch Multiplikation
der Matrix E;; von links, d.h. E;; A. Multiplikation der i-ten Zeile mit A erreicht man wie-
derum durch Linksmultiplikation einer speziellen Elementarmatrix R;;(\), d.h. Ry;(M\)A.
Dabei erhélt man R,;(\) ebenfalls aus der Einheitsmatrix, indem das i—te Diagonalelement

durch A\ ersetzt wird. R;;(\) hat also die Gestalt:

Schliefllich ergibt sich die dritte Matrixoperation, Addition des A—fachen der i—ten Zeile
zur j-ten Zeile, ebenfalls durch Linksmultiplikation der Matrix P;;(\). Diese entsteht aus
der Einheitsmatrix, indem das Element in der j—ten Zeile und der i—ten Spalte durch A

ersetzt wird. Die Matrix P;;()) ist somit gegeben durch:

Man macht sich leicht klar, dass sdmtliche Elementarmatrizen reguldr und damit inver-

tierbar sind. Folgende weitere Eigenschaften von Elementarmatrizen sind evident:
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1. Ej; = E;; und E;' = Ey;.
2. Rm()\)/ = R“(A) und Rn‘(/\)fl = R”(%)

3. Pij()\)/ = Pji()\) und Pij()\)_l = Pij(_>\)~

Damit bewirkt Rechtsmultiplikation der n x n Matrizen E;; bzw. R;;(\) die entsprechende
Matrixoperation fiir die Spalten von A. Eine Addition des A—fachen der i—ten Spalte zur

j—ten Spalte erhélt man durch Rechtsmultiplikation der n x n Matrix P;;(X).

Neben der Charakterisierung von elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen durch Ele-
mentarmatrizen liefert der folgende Satz die Grundlage zur Berechnung des Rangs einer

Matrix.

Satz 3.6

1. Die Multiplikation einer Matriz A mit einer requldren Matrix T dndert nicht den

Rang, d.h. rg(A) = rg(TA).

2. Der Rang einer Matriz in Dreieckform ist gleich der Anzahl der von Null verschiedenen

Zeilen.

Beweis:

zu 1) : Nach Satz 3.2.4 gilt 7g(TA) < rg(A). Andererseits gilt wegen A = T~!TA auch
rg(A) = rg(T~Y(TA)) < rg(TA), so dass rg(A) = rg(TA) folgt.

zu 2) : Es ist zu zeigen, dass die von Null verschiedenen Zeilenvektoren a”,...,a' linear
unabhéngig sind. Angenommen die Vektoren seien linear abhingig. Dann ist nach Satz

2.4 einer der Vektoren, z. B. a’, i < r, eine Linearkombination der vorherigen, d.h.
al = bi+1ai+1 4+ bra’.

Da A eine Matrix in Dreiecksform ist, sind jeweils die i-ten Komponenten von a’*!,... a

,
Null. Dies bedeutet aber auch, dass dann die i-te Komponente von a’ Null ist, was aber im
Wiederspruch zur Dreiecksgestalt von A steht. Folglich sind a”, ..., a! linear unabhingig

und damit rg(A) = r.
g

Die Aussage 1) des Satzes bedeutet insbesondere, dass elementare Matrixoperationen den
Rang einer Matrix unverdndert lassen, da elementare Matrixoperationen (formal) durch
Multiplikation mit reguléren (Elementar-) Matrizen durchgefiihrt werden. Damit haben

wir gezeigt, dass der Rang einer Matrix bestimmt werden kann, indem diese zunéchst auf
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Dreiecksform reduziert wird. Die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen ergeben dann

gemifl der zweiten Aussage des Satzes den Rang der Matrix.

Beispiel 3.2
Wir betrachten die Matrix

2 3
A=|11
3 5

—_ =

In Beispiel 1.18 wurde A auf Dreiecksform reduziert, wobei wir folgende Matrix erhalten

haben:

2
A=|0 —
0

O NI= W
O NI= =

Damit besitzt A den Rang 2, da 2 Zeilen der Matrix in Dreiecksform von Null verschieden

sind. A ist also keine reguldre Matrix.

3.4 Vollrang Zerlegung einer Matrix

Bei der Herleitung des zentralen Satzes 3.8 (Vollrangzerlegung einer Matrix) spielt die in

Kapitel 1.4 behandelte Reduzierung auf Diagonalform eine entscheidende Rolle.

Sind fiir eine Reduktion einer Matrix A auf Diagonalform D insgesamt [ Zeilenoperatio-
nen und k Spaltenoperationen notwendig und bezeichnet die Matrix B; eine elementare
Zeilenoperation und C; eine elementare Spaltenoperation, so entsteht die Matrix D aus A

durch Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit den Matrizen B; bzw. C;. Das heifit, D lisst

D, 0
D= :Bl...BlAcl...Ck.
0 0

sich darstellen als

Mit den reguléren Matrizen P := B;...B; und Q := C; ... Cj erhilt man

( DT 0 )
D= = PAQ (3.2)
0 0

bzw.

A=P'DQ! (3.3)

wobei rg(D) = rg(A) = r ist. Dies liefert folgenden Satz:
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Satz 3.7

Zu jeder von Null verschiedenen m x n Matriz A mit rg(A) = r existieren requlire Ma-
I. 0O
PAQ =
0 0

Ausgehend von (3.2), miissen nur noch die ersten r Zeilen mit dem Reziproken des Dia-

trizen P und Q, so dass gilt:

Beweis:

gonalelements multiplizieren werden um zu der gewiinschten Darstellung zu gelangen. Bei
der Multiplikation handelt es sich um eine elementare Matrixoperation, die durch Mul-

tiplikation der entsprechenden Matrizen B; zur Matrix P in (3.2) hinzugefiigt werden.
O

Beispiel 3.3
Fiir die Matrix A aus Beispiel 1.18 und 3.2 ergeben sich P und Q zu:

P = P23(1)P13(_%)P12(_%)

100 100 100
= [o10 010 -2 10
011 -3 .01 00
100
— 1
= | -3 10
-2 11
Q = Pu(—3)Psi(—5)Ps(1)
3 1
1 -3 0 10 -4 100
= ]l0 10 01 0
0 01 00 1 0 1
3
1 -3 -2
= ]lo0o 1 1
0 0 1
Damit gilt
2 0 0
PAQ=| 0 -05 0
0 0 0

Zusétzliche Multiplikation der beiden Matrizen
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100
1
R11(§): 010
001
und
1 00
Roo(—2)=1 0 -2 0
0 1
liefert
1 3 1 z 00
P =Rax(-2) - Ru(5) - Pas(DP13(—5)Pr2(—5) = 1 -2 0
-2 11
Damit erhalten wir schliellich die Zerlegung
100 3 00 2 31 1 -3 -2
010 |=PAQ=| 1 -2 0 111 0o 1 1
000 -2 11 351 0 0 1
bzw.
100 2 00 100 13 3
A=P! 1o |Q'=]1-%o0 010 1 -1
0 0 3 31 000 0 1
A
Bemerkung:

Handelt es sich bei A um eine regulire n x n Matrix, dann gilt sogar
PAQ =1

bzw.

A=P'IQ'=P Q"

Eine regulidre Matrix A ldsst sich also immer als Produkt von Elementarmatrizen schrei-
ben. Diese Tatsache erweist sich bei Beweisen hiufig als niitzlich (vergleiche zum Beispiel

den Beweis zu Satz 4.5).
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Schliefllich erhélt man folgenden Satz:

Satz 3.8 (Vollrang Zerlegung)
Jede m x n Matriz A mit A # 0 und rg(A) = r lisst sich darstellen als Produkt einer

spaltenrequliren m x r Matriz K und einer zeilenrequliren r x n Matrix L:

A =KL

Beweis:

Aufgrund von Satz 5.2 existieren regulidre Matrizen P (m x m) und Q (n X n), so dass

A=P! 1.0 QL
0 0
Mit Hilfe der Partitionierung von P~! in eine m x r Matrix K und eine m x (m—r) Matrix

P'=(K W)

und der Partitionierung von Q! in eine 7 x n Matrix L und eine (n — r) x n Matrix Z

(s
SEIERIARERIER

Da P! regulir ist, sind die Spalten von P~! linear unabhingig und damit erst recht die

erhilt man

Spalten von K, so dass K spaltenreguliir ist. Genauso ist wegen der Regularitit von Q~*

L zeilenregulér.
O
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Determinante und Spur

In diesem Kapitel behandeln wir zusétzlich zum Rang einer Matrix (vgl. das vorangegan-
gene Kapitel) zwei weitere Kennzahlen von Matrizen, ndmlich die Determinante und die
Spur von quadratischen Matrizen. Die Abschnitte 4.1 und 4.2 beschéftigen sich mit der

Determinante und der Abschnitt 4.3 mit der Spur von Matrizen.

4.1 Permutationen

Dieser Abschnitt iiber Permutationen dient als Vorbereitung zur Definition der Determi-

nante einer Matrix im néchsten Abschnitt.

Definition 4.1 (Permutation)

FEine Permutation ist eine bijektive Abbildung o der Menge {1,...,n} auf sich selbst. Man
bezeichnet die Permutation o mit o = jija ... jn, wobei j; = o(i). Wegen der Eineindeutig-
keit ist die Folge j1 ..., jn also einfach eine Umordnung der Zahlen 1,2, ...,n. Die Menge
aller Permutationen wird mit S, bezeichnet. Mit Hilfe von Regeln der Kombinatorik ergibt

sich die Anzahl der mdéglichen Permutationen zu n!.

Definition 4.2 (Signum einer Permutation o)
Das Signum sign(o) einer Permutation ist +1 (—1), wenn ji...,j, durch eine gerade
(ungerade) Anzahl von Vertauschungen benachbarter Ziffern in die natiirliche Reihenfolge

1,2,...,n gebracht werden kann. Man sagt dann auch o sei gerade (ungerade).

Beispiel 4.1

1. Sei e =1,2,...,n die identische Abbildung. Es sind keine Vertauschungen benachbar-
ter Ziffern no6tig, da sich die Ziffern bereits in ihrer natiirlichen Reihenfolge befinden.

€ ist also gerade, d.h. sign(e) = 1.

2. Sei 7 die Permutation, die lediglich zwei Zahlen vertauscht und alle anderen Zahlen in

ihrer natiirlichen Reihenfolge behélt:
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(i) =4 7)) =i 7(k)=Fk k#ij

Man nennt 7 eine Transposition. Durch die Vertauschung der Ziffern ¢ und j kann die

natiirliche Reihenfolge wiederhergestellt werden. 7 ist also ungerade, d.h. sign(r) =

—1.
A
Wir benétigen folgenden Satz:
Satz 4.1
Seio = ji...jn eine Permutation und o~ = ky ..., k, die dazugehirige Umkehrabbildunyg.

Dann gilt sign(o~1) = sign(c) und fir beliebige Skalare a;;, i,5 =1,...,n,

Aj11A4§o2 -+ - Ajn = A1k A2ko - - - Ay, -

Beweis:

Sei € = 1,2,...,n die identische Abbildung. Man beachte, dass € = 0 o 0. Da € gerade
ist, sind o und o~! entweder gerade oder ungerade, so dass sgn(c~!) = sgn(c). Da o eine
Permutation ist, gilt

5110552 - - - A5, = A1k, A2y - - - Anky,

und folglich fiir die Zahlen k1 ... ky,:
olki)=1, o(ke)=2,...,0(kn,)=n
Sei nun 6 = k1 ...ky,. Dann gilt firi=1,...,n
(006)(0) = 7(6(0)) = o (k) = i

und somit 0§ = €, so dass schlieSlich folgt: § = o~ 1.

4.2 Determinante einer Matrix

Nach den Vorbemerkungen iiber Permutationen kénnen wir jetzt die Determinante einer

Matrix definieren.
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Definition 4.3 (Determinante)
Jeder quadratischen Matriz A ist eine reelle Zahl zugeordnet, die als Determinante von A

bezeichnet wird:

det(A) = Z sign(o)aij, azj, - - - Gnj,
O’GSn

Dabei ist 0 = j1 ... jn eine Permutation der Zahlen 1,2... n.
Fiir Dimensionen n < 3 lésst sich die Determinante leicht ausrechnen wie folgendes Beispiel
zeigt:
Beispiel 4.2
1. Fiir eine 2 x 2 Matrix gilt det(A) = aj1a22 — aj2a2;.
2. Fiir eine 3 x 3 Matrix gilt det(A) = 11a22G33 + a12a23a31 + a13021032 — 13022031 —
23432011 — A33412021.

A

Ohne Beweis zeigen wir, dass sich die Determinante einer Matrix A geometrisch inter-
pretieren 1a8t. Wir veranschaulichen die geometrische Interpretation anhand der Determi-

nante der 2 x 2 Matrix
4 2

1 3

A=

Die beiden Spaltenvektoren a; = (4,1)" und ay = (2,3)’ der Matrix sind als Ortsvektoren
in Abbildung 4.1 abgebildet. Die Determinante von A ist gegeben durch

det(A) =4-3—-2-1.

Die Determinante von A ist also gleich dem Fldcheninhalt des von den den beiden Spal-
tenvektoren gebildeten Parallelogramms. Diese Interpretation einer Determinante ist all-
gemeingiiltig. Bei 3 x 3 Matrizen handelt es sich bei der Determinante von A um das
Volumen des von den drei Spaltenvektoren aufgespannten Korpers. Fiir n > 3 ergeben

sich analoge Interpretationen.

Im Folgenden wollen wir einige wichtige Eigenschaften von Determinanten zusammen-
tragen. Wir beginnen mit der Determinante der transponierten Matrix A’ einer Matrix
A.
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4 —
az
3 —
2 Determinante von A
1 —
ai
[ [ [ [ [

Abbildung 4.1. Geometrische Veranschaulichung der Determinante einer 2 x 2 Matrix.

Satz 4.2 (Determinante der Transponierten einer Matrix)
Fiir eine quadratische Matriz A gilt det(A’) = det(A)

Beweis:
Sei A = (aij) und A’ = (bU) == (aji). Dann gllt
det(A") = Y sign(o)bijbag -+ bj, = Y sign(0)az1aj,2 - ajun,
UES’IL O'GSn

wobei o = ji - - - j, gilt. Sei nun 0! = ky - - - k,,. Wegen Satz 4.1 gilt sign(o) = sign(oc™1)

und aj1 - Gj,n = A1k * - Apk, und damit

det(A) = Z sign(o ™ ) ag, agky - - - Ang, -
€Sy

Da o durch alle Elemente von S, geht, liuft auch c—! durch alle Elemente von S,,, woraus

die Behauptung folgt.
O

Aufgrund des Satzes miissen zukiinftig Sétze iiber die Determinante, die sowohl Spalten
als auch Zeilen einer Matrix betreffen, nur entweder fiir die Spalte oder die Zeile bewiesen

werden.

Fiir einige spezielle Matrizen ldsst sich die Determinante sofort angeben:

Satz 4.3 (Determinante einiger bestimmter Matrizen)

Sei A eine quadratische Matriz. Dann gilt:

1. Wenn eine Zeile (Spalte) von A aus Nullen besteht, dann gilt det(A) = 0.
2. Wenn A zwei identische Zeilen (Spalten) besitzt, dann gilt det(A) =0

3. Die Determinante einer Matrix in Dreiecksform ist das Produkt der Diagonalelemente.
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4. det(I) =1

Der folgende Satz zeigt die Auswirkung elementarer Matrixoperationen auf die Determi-

nante:

Satz 4.4

Sei B die Matriz, die man aus der n X n Matriz A erhdlt, wenn man

1. eine Zeile (Spalte) von A mit A\ multipliziert. Dann gilt det(B) = Adet(A).

2. zwei Zeilen (Spalten) von A vertauscht. Dann gilt det(B) = —det(A).

3. das A—fache der i—ten Zeile (Spalte) zur j—ten Zeile (Spalte) addiert. Dann gilt
det(B) = det(A).

Beweis der Sitze 4.3 und 4.4:

zu 1) Satz 4.3: Jeder Summand in det(A) enthélt einen Faktor aus jeder Zeile von A.
Somit ist jeder Summand in det(A) Null und folglich det(A) = 0.

zu 2) Satz 4.4: Beweis der Aussage fiir den Fall, dass zwei Spalten vertauscht werden.
Sei 7 die Transposition, welche die zwei Zahlen vertauscht, die zu den zwei Spalten von A
gehort, die vertauscht werden. Fiir jedes Element b;; von B gilt b;; = a;;(;) und es folgt
fliro =71 jn

biji = bnj, = Q17(j1) """ Qnr(j)-

Somit gilt
det(B) = Z sign(o)bij, -+ - bpj,
gESy
= 2 sign(0)airgy) - Gnr(s)
O'ESn
Da 7 ungerade ist gilt sign(ro) = sign(7)sign(o) = —sign(o) und damit

det(B) = — Z sign(TU)alT(jl) S Oz ()
gESy

Da o alle Permutationen in S,, durchlduft, durchlduft auch 7o alle Permutationen in S,

so dass schliefflich die Behauptung folgt.

zu 2) Satz 4.3: Vertauscht man die zwei identischen Zeilen, so erhdlt man wieder die
Matrix A. Folglich gilt nach Satz 4.4.2 det(A) = —det(A), woraus det(A) = 0 folgt.

zu 3) Satz 4.3: Wegen der Dreiecksform von A wird in t = sign(o)ayy, - - - anj, der Faktor

a;j; immer Null, wenn j; < 4. Fiir j, muss also j, = n gelten, damit ¢ # 0, fiir j,,—1; muss
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dann j,—1 = n — 1 gelten, damit ¢ # 0, usw.... Das heifit nur fir c =1,2...,n ist t # 0.
Da auerdem sign(1,2...,n) =1 gilt, folgt det(A) = a1y ... ann.

zu 4) Satz 4.3: Die Behauptung folgt aus Satz 4.3 3).

zu 1) Satz 4.4: Multipliziert man Zeile ¢ mit A, so folgt:

det(B) = Z sign(o)aij, - - - Aaij, - - - Anj,
O’ESn
= A Z sign(o)aij, - - - aij, - - Gnj, = Adet(A).
O'GSn

zu 3) Satz 4.4: Unter Verwendung des Symbols”’, um die j—te Position im Ausdruck der

Determinante anzuzeigen, gilt:

det(B) = Z sign(o)aij, - -+ (ajj, + Aaij;) - - ang,,
O'ES’VL
= ) sign(o)ay, -~ ajj, - anj,+
O’ESn
A Z sign(o)aj, - Qij; -+ O,
O'ESn

Die zweite Summe ist die Determinante einer Matrix, deren i—te und j—te Zeile gleich ist.
Nach Satz 4.4.2 ist diese aber Null, so dass die Behauptung folgt.
O

Aufgrund von Satz 4.4 kénnen nun auch die Determinanten der Elementarmatrizen
E;j,Ri;(\) und P;;()) (siehe Kapitel 3.3) angegeben werden:

1. det(E;;) = —1det(I) = —1

2. det(R”()\)) =

3. det(P;;(N)) = 1, da P;;(\) oder P;;(A\)" eine Dreiecksmatrix ist, deren Diagonalele-

mente sdmtlich gleich eins sind.

Bezeichne nun B eine der drei Matrizen E;;, R(\), P;;()), dann kann man leicht durch

nachrechnen zeigen, dass
det(BA) = det(B)det(A) bzw. det(AB) = det(A)det(B) (4.1)

gilt. Diese Tatsache wird im Beweis von Satz 4.5, der weitere Eigenschaften von Determi-

nanten beinhaltet, benotigt.

Berechnung der Determinante:

Satz 4.4 liefert auch eine Berechnungsmoglichkeit der Determinante einer Matrix A.
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Durch Zeilen— bzw. Spaltenvertauschungen und Addition des A—fachen der i—ten Zeile zur
j—ten Zeile kann die Matrix A zunéchst auf Dreiecksform gebracht werden. Bezeichnet
man die Matrix in Dreiecksform mit B, so stimmen aufgrund von Satz 4.4.2 und 4.4.3 die
Determinanten beider Matrizen bis auf das Vorzeichen iiberein. Bezeichne s die Anzahl der
Zeilen und Spaltenvertauschungen, die nétig sind um A auf Dreiecksgestalt zu bringen und
seien b1y, ..., by, die Diagonalelemente von B, dann ist die Determinante von A gegeben
durch:
det(A) = (—=1)°b11 -+ bpn

Beispiel 4.3

Betrachte die Matrix
6 —4 -—-10 4

-5 2 8 —5
-2 4 7T =3
2 -3 -5 8

A=

Wir bringen die Matrix durch folgende elementare Zeilen— und Spaltenoperationen auf

Dreiecksform:

— Addiere das 2 fache der 1. Zeile zur 2. Zeile

[=2] (¥

— Addiere das

(=]}

= % fache der 1. Zeile zur 3. Zeile
— Addiere das —% = —% fache der 1. Zeile zur 4. Zeile

— Addiere das = 2 fache der 2. Zeile zur 3. Zeile

wloo
[

— Addiere das

wlut

% = g der 2. Zeile zur 4. Zeile

— Addiere das —% = —% fache der 3. Zeile zur 4. Zeile

Wir erhalten die Matrix:

6 —4 —10 4

4 1 5

A-| 9 73 T3 73
0 0 3 -5

160

0 0 0

Da keine Zeilen und Spaltenvertauschungen notwendig waren, um A auf Dreiecksform zu

bringen, folgt
~ 4 160
det(A) = det(A) =6 - (—g) -3 o = —160.

Es folgen noch einige wichtige Eigenschaften von Determinanten:
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Satz 4.5 (Eigenschaften von Determinanten)

Fir die Determinante einer n X n. Matriz A gilt:

1. det(kA) = k™det(A)
2. det(A) #0 <= rg(A) =n
3. det(AB) = det(A)det(B)

1
~ det(A)

5. A orthogonal = det(A) = £1

4. det(A™Y)

Beweis:
zu 1) : Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.4.1.

zu 2) : Sei B die zu A gehérige Matrix in Dreiecksform. Die Determinanten beider Ma-
trizen stimmen bis auf das Vorzeichen iiberein. Ist A reguldr d.h. gilt rg(A) = n, so sind
sdmtliche Zeilen von B nach Satz 3.6.2 von Null verschieden und folglich wegen der Drei-
ecksgestalt von B alle Diagonalelemente. Da die Determinante von B nach Satz 4.3.3 das
Produkt der Diagonalelemente ist, gilt det(B) # 0 und folglich auch det(A) # 0.

Sei nun umgekehrt det(A) # 0. Dann ist auch det(B) # 0. Folglich sind alle Diagonalele-
mente von B ungleich Null und demzufolge auch alle Zeilen von B von Null verschieden,

A ist also regulér.

zu 3): Ist A singulir, dann ist wegen rg(AB) < rg(A) auch AB singulir und es gilt
wegen 2)
det(AB) = 0 = det(A)det(B).

Ist A regulér, dann ist A darstellbar als Produkt von Elementarmatrizen Cy, ..., C, (vgl.
hierzu die Bemerkung in Kapitel 3.4) und es gilt:

det(A) = det(Cy---C,) = det(Cy) - - - det(C,)
Nun folgt unter Zuhilfenahme von (4.1):

det(AB) = det(Cy - -- C,B) = det(Cy) - - - det(C,)det(B) = det(A)det(B)

zu 4) : Es gilt det(A)det(A™') = det(AA™1) = det(I) = 1. Umstellen liefert die Behaup-
tung.
zu 5) : Es gilt 1 = det(I) = det(AA’) = det(A)det(A’) = det(A)?, woraus die Behauptung

folgt.
O
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Definition 4.4 (Minoren und Kofaktoren)
Sei A eine quadratische n x n Matriz und sei M;; die Teilmatriz von A, die man durch

Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhdilt. Die Determinante von M;; heifst

Minor des Elements a;; von A. Der Kofaktor A;; von a;; ist definiert als

Aij = (—1)i+jd€t(Mij)

Der folgende Satz liefert eine weiter Berechnungsmoglichkeit fiir die Determinante:

Satz 4.6

Sei A eine nxn Matriz. Dann ldsst sich die Determinante von A berechnen als die Summe
der Produkte, die man erhdlt, wenn man die Elemente einer beliebigen Zeile i (Spalte j)

mit ihren Kofaktoren multipliziert:

det(A) = a1 Ay +apAp+ ...+ appnAi = alelj + a2jA2j + ...+ anjAnj

Beweis:
Jeder Summand sign(o)aij, - azj, - - - apj, in det(A) enthélt genau ein Element der i-ten

Zeile (a1, ..., a;,) von A. det(A) ldsst sich daher in der Form
det(A) = ailA'};l + -+ CLlnA;kn

schreiben. Die Terme A}; sind dabei jeweils Summen von Ausdriicken, die kein Element
der i-ten Zeile von A enthalten. Wir zeigen, dass Aj; = (—1) det(M;;) gilt.

Sei zunéchst ¢ = j = n. Dann gilt
Qnn A;kzn = Qnn Z Sign(a)ala(l) “Ap—lo(n—1)>
g

wobei iiber alle oeS,, summiert wird, fiir die o(n) = n gilt. Da dies gleichwertig mit der

Summation iiber alle Permutationen von 1,...,n — 1 ist, folgt:

A = det(M,,) = (—=1)""det(M,,,,).

Der Fall, dass ¢ und j beliebig sind, fiihren wir durch Zeilen— und Spaltenvertauschungen
auf obigen Fall zuriick. Wir vertauschen die i-te Zeile mit jeder folgenden bis zur letz-
ten, genauso die j-te Spalte mit jeder folgenden bis zur letzten. Dadurch bleibt det(M,;)
unbeeinflusst. Lediglich das Vorzeichen von det(A) verdndert sich durch die Zeilen— und

Spaltenvertauschungen n — i und n — j mal. Also folgt

Azﬁj _ (_1)”—i+"—jdet(M¢j) = (—1)i+jdet(Mij).
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Beispiel 4.4

Betrachte die Matrix
6 —4 -10 4

-5 2 8 —5
0 1 0 O
2 -3 -5 8
Da in der 3. Zeile 3 mal die Null steht und einmal die Eins, entwickeln wir zweckméfBiger-

weise nach der 3. Zeile. Wir erhalten
det(A) = a31-Asi+ase-Asr+a33-Asz3+azs- Az

= a3-Asz
— (—1)32det(Mas)

6 —10 4
= —1l-det| =5 8 =5
2 =5 8

= (=1)(6-8-8—10(=5)-2+4(—5)(=5) —2-8 -4 + 5(—5)6 — 8(—5)(—10))
= (—1)(384 4 100 + 100 — 64 — 150 — 400)
= (=1)(—30) = 30.

Dabei wurde die explizite Form der Determinante einer 3 x 3 Matrix aus Beispiel 4.2

benutzt.

Beispiel 4.5
Wir betrachten wieder die Matrix

6 —4 —-10 4

aus Beispiel 4.3. Aus Beispiel 4.4 wissen wir, dass die Berechnung der Determinante geméss
Zeilen- oder Spaltenentwicklung genau dann besonders einfach ist, wenn eine Zeile oder
Spalte aus genau einem Element ungleich Null besteht. Wir fithren zunéchst die folgenden

elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen durch:

— Addiere das 2 fache der 1. Zeile zur 2. Zeile

[N [S)]

— Addiere das 2 = % fache der 1. Zeile zur 3. Zeile

N



4.3 Die Spur einer Matrix 93

— Addiere das —% = —% fache der 1. Zeile zur 4. Zeile

Damit erhalten wir die Matrix

6 —4 —10 4

4 1 5

Al Y 3 T3 73
8 11 5

0 3 3 -3

5 5 20

0 -3 -3 3

Wir entwickeln nach der 1.Spalte und erhalten

det(A) = det(A)
= 6 (=1)!Tdet(My,)

4 1 5
3 3 3
= 6-det % 1—31 —%
5 5 20
3 3 3
= 6-(—262) = —160.

4.3 Die Spur einer Matrix

Definition 4.5 (Spur einer Matrix)
Sei A = (ai;) eine quadratische nxn Matriz. Dann heifit die Summe der Diagonalelemente

Spur von A, d.h.
sp(A) = Z Qig-
i=1

Satz 4.7 (Eigenschaften der Spur)
Fiir die Spur der n x n Matrizen A, B gilt:

1. sp(A+B) =sp(A) + sp(B)
2. sp(A) = sp(A')
3. sp(kA) =k - sp(A)

4. sp(AB) = sp(BA). Dies bleibt auch fiir den Fall giiltig, dass A eine m X n und B

eine n X m Matrix ist.

5. Seien x,y € R™. Dann gilt sp(xy’) = sp(yx’) = sp(a’y) = 2’y
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Beweis:

Die Aussagen 1) - 3) folgen unmittelbar aus der Definition der Spur einer Matrix.
zu 4) : Es gilt

AB = (ci) = (Zn: az‘jbjk) .
j=1

und
BA = (dix) = (i birark>
Nun folgt: . . 7: 1 .
sp(AB) = > e =2 > ambir =) birar
r=1 r=1;=1 j=1r=1
= ;djj = sp(BA)
=

zu 5) : Die Behauptung folgt aus 2) und 4).

Beispiel 4.6
Wir betrachten wieder die Matrix
6 —4 —-10 4
-5 2 8 =5
-2 4 7 -3
2 -3 -5 8

aus den Beispielen 4.3 und 4.5. Als Spur von A erhalten wir

sp(A) =6+24+7+8=23.



Lineare Gleichungssysteme

Mit linearen Gleichungssystemen und deren Losung haben wir uns bereits in Abschnitt
1.4 befasst. In diesem Kapitel gehen wir darauf genauer ein. Wir wiederholen zunéchst die
Definition eines linearen Gleichungssystems und befassen uns mit der allgemeinen Struktur
der Losungen (Abschnitt 5.1). Im darauf folgenden Abschnitt 5.2 beschéftigen wir uns
mit der Losung linearer Gleichungssysteme durch Dreieckszerlegung der entsprechenden
Koeffizientenmatrix. Eine alternative Losungstechnik fiir spezielle Gleichungssysteme (mit
positiv definiter Koeffizientenmatrix) werden wir in Kapitel 7.2 kennenlernen. Der letzte
Abschnitt dieses Kapitels behandelt verallgemeinerte Inversen von Matrizen und stellt den

Zusammenhang mit der Losung linearer Gleichungssysteme her.

5.1 Definition und allgemeine Eigenschaften

Definition 5.1 (Lineares Gleichungssystem)
Unter einem linearen Gleichungssystem mit Unbekannten x1,...,x, € R versteht man ein

System von Gleichungen der Form
;121 + @i2%2 + -+ AinTn = G i=1,...,m,

wobei die Skalare a;;,c; € R bekannte Koeffizienten sind. Fasst man die Skalare a;; zur
mxn Matriz A und x; und ¢; zu den n X 1 bzw. m x 1 Spaltenvektoren x und ¢ zusammen

so ldsst sich ein lineares Gleichungsystem durch
Az =c

in Mazxtriznotation schreiben. Fiir c = 0, heif$t das Gleichungssystem homogen, andernfalls
inhomogen. Fiir ein inhomogenes Gleichungssystem heifst Ax = 0 das zu Az = ¢ gehdrende
homogene System. FEin losbares lineares Gleichungssystem heiffit konsistent, andernfalls

inkonsistent. Offensichtlich ist ein homogenes Gleichungssystem stets konsistent.

Bemerkung:

Bei der Losungsmenge Lg eines homogenen linearen Gleichungssystems handelt es sich um
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den Nullraum von A (vergleiche Definition 3.3). Aufgrund von Satz 3.3 wissen wir bereits,

dass Lo ein Unterraum des R™ ist mit

dim(Lo) = dim(N(A)) =n —rg(A).

Der folgende Satz liefert ein Kriterium fiir die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme:

Satz 5.1 (Kriterium fiir die Losbarkeit)
Das Gleichungssystem Ax = c ist genau dann losbar, wenn rg((A ¢)) = rg(A). Die

Matriz (A ¢) heifit erweiterte Koeffizientenmatriz.

Beweis:
Der Vektor Az = a1x1 + ... + apxy, ist eine Linearkombination der Spalten von A, d.h.
Az = ¢ ist genau dann 16sbar, wenn ¢ im Spaltenraum von A enthalten ist. Daraus folgt

aber, dass rg((A ¢)) = rg(A) gelten muss.
O

Bei der Bestimmung der Losungsmenge L des Gleichungssystems Ax = ¢ kann man sich im
wesentlichen auf die Bestimmung der Losungsmenge des zugehérigen homogenen Systems

Az = 0 beschrianken. Die Rechtfertigung dafiir liefert folgender Satz:

Satz 5.2 (Losungsstruktur linearer Gleichungssyteme)
Sei Az = c ein lineares Gleichungsystem. Dann ist die Lésungsmenge L des Gleichungs-

systems gegeben durch

L:$0+L0:{$0+$2$€L0},

wobei xg eine partikuldre Losung des Gleichungssystems ist und Lo die Losungsmenge des

dazugehiorigen homogenen Gleichungssystems.

Beweis:

Sei x € Ly eine Losung des homogenen Systems. Dann gilt fiir zg + =
Axo+z)=Azg+ Az =c+0=c,

d.h. xg + x ist eine Losung des inhomogenen Systems. Es gilt also o + Lo C L.

Sei nun y eine beliebige Losung des inhomogenen Systems. Es gilt y = 29 + (y — zp) und
Aly—z9) =Ay—Axo=c—c=0,

d.h. y — zg ist ein Element von Ly und damit xg + y — x¢9 = y ein Element aus zg + Lo,

d.h. L C 29 + Lg. Mit xg + Lo C L folgt o + Lo = L.
O
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5.2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Um die Losungsmenge eines allgemeinen linearen Gleichungssystems bestimmen zu
konnen, muss nach Satz 5.2 zunéchst die Losungsmenge des homogenen Systems bestimmt

werden. Folgender Satz liefert die Grundlage fiir einen Algorithmus:

Satz 5.3
Sei Ax = 0 ein homogenes lineares Gleichunssystem und P eine requlire m x m Matriz.

Dann haben Ax =0 und PAxz = 0 die gleiche Lisungsmenge.

Beweis:
Sei Az = 0. Dann gilt auch PAx = PO = 0. Sei umgekehrt PAz = 0. Dann gilt Az =
P 'PAz =P~ 10 =0.

O

Die Aussage des Satzes gewihrleistet insbesondere, dass elementare Zeilenoperationen die
Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems nicht &ndern. Da auch Spaltenvertau-
schungen nur eine Umnummerierung der Unbekannten bewirken, gelangt man schlief$lich

zu folgendem Algorithmus:

Algorithmus 5.1 (Bestimmung einer partikuliren Lésung von Az = 0)
Bezeichne x = (x1,...,2y,)" eine partikulire Losung des Gleichungssystems Az = 0. Dann

lisst sich x gemdfs dem folgenden Algorithmus bestimmen:

1. Reduziere A gemdfs dem Algorithmus 1.1 aus Kapitel 1.4 auf Dreiecksgestalt und merke
die dabei notigen Spaltenvertauschungen. Die dabei entstehende Matriz B hat folgende
Gestalt:

b11
B =
0 0 brr brn
0 . ... 0
2. Die Unbekannten xyy1,...,xy sind frei wihlbar, setze also dafiir beliebige Werte ein.
3. Setzei=r
Lo = — (biit1Zig1 + ...+ binzyp)

bii
5. Setze i =i — 1. Firi =0 fahre fort mit 6, ansonsten Riicksprung auf 4.
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6. Mache bei der erhaltenen Lisung x die Spaltenvertauschungen wieder rick—

gangig.

Beispiel 5.1

Betrachte das lineare Gleichungssystem

2 4 16 T1
1 -3 -7 T2 -
-2 2 2 T3

Wir reduzieren zunichst die Koeffizientenmatrix auf Dreiecksform. Durch Addition des

—% -fachen der 1. Zeile zur 2. Zeile und des —_72 = 1 -fachen der 1. Zeile zur 3. Zeile
erhalten wir das dquivalente System

2 4 16 T 0

0 -5 —15 T =10

0 6 18 T3 0

Schliefilich erhalten wir durch Addition des —_%) = g -fachen der 2. Zeile zur 3. Zeile

2 4 16 1
0 -5 -15 z | =10
0 O 0 T3

Damit kénnen wir z3 frei wihlen. Wir setzen x3 = 1. Fiir 9 und x3 erhalten wir

15z3 15-1 3
xT = —_—_ = —
? 5 5

drg +16x3  4-(-3)+16-1
2 2 N

YA

Folgender Algorithmus liefert eine Basis des Losungsraumes eines homogenen linearen

Gleichungssystems:

Algorithmus 5.2 (Basis des Losungsraumes von Az = 0)

Bezeichne x1,...,x,_, eine Basis des Lisungsraumes Ly von Ax = 0. Diese ldsst sich

mit Hilfe des folgenden Algorithmus bestimmen:

1. Setzei=r+1und j=1

2. Bestimme eine partikuldre Losung x; durch Anwendung des vorangegangenen Algo-

rithmus. Setze fiir die frei wihlbaren Unbekannten xj; = 1 und xj;41 = -+ = xj, = 0.
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3. Setzei = i+ 1 und j = j+ 1. Der Algorithmus ist beendet, wenn ¢ = n + 1. Die

Vektoren x1,...,Tn_y sind dann eine Basis fir Ly. Ansonsten Riicksprung auf 2.
Bemerkung:
Es muss noch bewiesen werden, dass die Vektoren z1, ..., x,_, tatsidchlich eine Basis des

Losungsraumes darstellen. Betrachte dazu die Matrix

T11 c Ty 1 --- 0

Tonor1 0 Tppy 0 -0 1

Es ist zu zeigen, dass die Zeilen von X linear unabhéngig sind, d.h. rg(X) = n — r. Durch
Spaltenvertauschungen kann man die ersten r Spalten ans Ende der Matrix bringen, so
dass eine Dreiecksmatrix X entsteht, die den gleichen Rang wie X hat (da Spaltenvertau-

schungen den Rang nicht &ndern, vgl. Abschnitt 3.3):

1 -+ 0 z14 c Ty
X —
0 - 1 Tpp1 - Tn_pr

Da der Rang einer Dreiecksmatrix gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen ist,

folgt rg(X) = n —r = rg(X) und damit die Behauptung.

Beispiel 5.2
Wir betrachten wieder das Gleichungssystem aus Beispiel 5.1. Offensichtlich gilt
dim(Ly) = 1, so dass die gefundene Losung © = (—2,—-3,1)" zugleich eine Basis des

Losungsraums Ly ist.

Beispiel 5.3
Betrachte das Gleichungssystem

I

4 2 -4 6 0
T2

3 2 -1 2 =10
3

11 1 -1 0
Ty

Wir reduzieren die Koeffizientenmatrix durch folgende Operationen auf Dreiecksform:
— Addition des —% fachen der 1. Zeile zur 2. Zeile
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— Addition des —% fachen der 1. Zeile zur 3. Zeile

— Addition des —1 fachen der 2. Zeile zur 3. Zeile

Wir erhalten das folgende dquivalente System:

I

4 2 -4 6 0
Z2

03 2 -2 =
T3

00 0 O 0
T4

Offenbar gilt dim(Lg) = 2. Zur Bestimmung einer Basis bestimmen wir zunéchst eine
Losung x1, wobei wir (gem#f Algorithmus) fiir die beiden freien Komponenten z;3 = 1

und x14 = 0 wahlen. Fiir x12 und z1; erhalten wir

5
T2 = —2-(2x13 — 59614) = —4,

_2w12 — 4wz + 6214
1 =

3.

T =

Analog setzen wir fiir die freien Komponenten der zweiten Losung o x93 = 0und 294 = 1

und erhalten weiter

5
Toy = —2-(2we3 — 59624) =5,
2292 — 4x93 + 624
ro1 = — 4 = —4.

Damit bilden die Vektoren z1 = (3,—4,1,0) und zo = (—4, 5,0, 1)’ eine Basis des Losungs-

raumes L.
A

Nach der Loésung homogener linearer Gleichungssysteme wenden wir uns im Folgenden
der Losung inhomogener Systeme Az = ¢ zu. Sei (B d) die Matrix, die man aus der
erweiterten Matrix (A ¢) erhélt, indem man A durch Zeilenoperationen auf Dreiecks-
form reduziert und die dafiir nétigen Operationen auch auf ¢ anwendet. Dann l&sst sich
(B d) schreiben als (B d) = P(A ¢) = (PA Pc), wobei P eine Matrix elementarer

Zeilenoperationen ist. Gelte nun Bv = d. Dann folgt:
Av=P '"PAv=P 'Bo=P 'd=P 'Pc=c

Eine Losung v des Systems Bv = d ist also gleichzeitig auch eine Lésung von Ax = ¢, so
dass man analog zur Bestimmung einer partikuldren Losung bei homogenen Gleichungs-

systemen eine Losung eines inhomogenen Gleichungssystems durch Dreieckszerlegung von
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(A ¢) erhilt. Mit Hilfe des folgenden Algorithmus kann die Losungsmenge eines inhomo-

genen Gleichungssystems bestimmt werden:

Algorithmus 5.3 (Bestimmung der Lésungsmenge von Ax = c)

Bezeichne g eine partikulire Lisung des Gleichungssystems Ax = c¢. Dann kann die
Lésungsmenge L des Systems wie folgt bestimmt werden:

1. Reduziere A auf Dreiecksgestalt und wende die dabei nétigen Operationen auch auf ¢

an. Man erhdlt:

b11 dy

0 522 d2
(B’ d) = 0 brr brn dr

0 0 0 0 drn

0 . . 0 dy

Eventuell nitige Spaltenvertauschungen muss man sich merken.

2. Man erkennt, dass das Gleichungssystem unlésbar ist, d.h. L = (), wenn mindestens
eind;, i = r+1,...,m ungleich Null ist. In diesem Fall ist der Algorithmus been-

det. Ansonsten sind bei der Bestimmung einer partikuldren Lisung die Unbekannten

L0415 - - -, Top fret wéhlbar, man setze etwa xo,q1 = -+ = Top = 0.
3. Setze i =r.
_di — (biiv120,i41 + - - -+ bin®on)
4. T0oi =
bi;

5. Setze i = i — 1 Gilt © = 0, so ist eine partikuldre Losung o von Ax = c bereits

gefunden. Fahre in diesem Fall fort mit 6. Ansonsten Riicksprung auf 4.

6. Bestimme mit Hilfe von Algorithmus 5.2 die Lésungsmenge Ly des homogenen Systems

und setze L = xg + Lyg.

Bemerkung:
Aus dem Algorithmus ist ersichtlich, dass das Gleichungssystem genau dann eindeutig
l6sbar ist, wenn m = n und r = n gilt, d.h. wenn A eine regulire n x n Matrix ist. In

diesem Fall entfdllt Schritt 6 und die Lésungsmenge ist L = xg.
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Beispiel 5.4
Betrachte das Gleichungssystem

2 3 -2 I
1 -2 3 ro | = 2
4 -1 4 T3 1

Wir reduzieren zunichst die Koeflizientenmatrix auf Dreiecksform und wenden die dazu
notigen Operationen auch auf b = (5,2, 1)" an. Die Koeffizientenmatrix wird durch folgende

Operationen auf Dreiecksform reduziert:

— Addition des —% fachen der 1. Zeile zur 2. Zeile
— Addition des —% = —2 fachen der 1. Zeile zur 3. Zeile

— Addition des —2 fachen der 2. Zeile zur 3. Zeile

Wir erhalten das dquivalente Gleichungssystem

2 3 =2 1 5
0 *% xT9 - *%
0 0 T3 -8
Da d3 = —8 # 0, ist das Gleichungssystem inkonsistent.
A
Beispiel 5.5
Betrachte das lineare Gleichungssystem
2 1 -2 x1 10
6 4 4 ro | = 2
5 4 3 T3 4

Zur Losung des Gleichungssystems reduzieren wir wieder die Koeffizientenmatrix auf Drei-
ecksform und wenden die dazu nétigen Operationen auch auf b = (10,2,4)" an. Wir erhal-

ten das dquivalente System

2 1 -2 T 10
10 2 | = | —28
=7 I3 %

Wir erkennen, dass das Gleichungssystem eindeutig losbar ist und erhalten
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r3 = —51%27:—3,
Ty = —28+410-3=2,

ry = 72' =

Beispiel 5.6
Betrachte das Gleichungssystem

2 4 —6 1 12
2 -1 4 T2 | = 2
4 3 -2 3 14

Reduktion auf Dreiecksform liefert das dquivalente System

2 4 —6 1 12
-5 10 2 | = | —10
0O 0 0 T3 0

Das Gleichungssystem besitzt also eine frei wahlbare Variable 3 und hat somit unendlich
viele Losungen. Zur Bestimmung einer partikuléiren Losung setzen wir fiir die frei wihlbare

Variable x3 = 0 und erhalten weiter

—10
T2 = —_5 — 27
r, = 12—24~2 -9

Die Dimension des Losungsraumes des zugehérigen homogenen Systems ist dim(Ly) = 1.
GemiB Algorithmus 5.2 erhalten wir als Basis den Vektor (—1,2,1)". Damit erhalten wir

als Losungsmenge des Gleichungssystems

2 -1
L= + A 2 1:2eR
0 1

5.3 Verallgemeinerte Inverse

Lineare Gleichungssysteme lassen sich auch auf andere Weise l6sen, indem man auf die
Theorie der verallgemeinerten Inverse zuriickgreift. Insbesondere ist damit die Losungs-

menge eines Gleichungssystems auf einfache Weise darstellbar.
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Definition 5.2 (verallgemeinerte Inverse)
Sei A eine beliebige m x n Matriz mit m < n. Dann heifit die n x m Matriz A~ verall-

gemeinerte Inverse oder g—Inverse (generalized Inverse) von A falls
AATA=A

gilt.

Satz 5.4 (Existenz der g—Inversen)

Zu jeder Matrix A existiert eine verallgemeinerte Inverse, die aber im allgemeinen nicht

eindeutig ist.

Beweis:

A lasst sich geméf Kapitel 3.4 schreiben als
D. 0
A=pP ' 7 Q'=P'DQ .
0 O

Dann kann man leicht nachrechnen, dass

A =Q Dt X P
- Y Z ’

wobei X, Y, Z beliebige Matrizen passender Ordnung sind, eine g—Inverse zu A ist.
O

Damit liefert obiger Beweis auch eine Berechnungsmoglichkeit fiir die g—Inverse einer Ma-
trix A. Man bestimme durch elementare Matrixoperationen gemifi Kapitel 5 die Matri-
zen P, Q und D, und berechne damit die g-Inverse von A. Durch spezielle Wahl von

X =Y = Z = 0 erhilt man eine besonders einfach zu bestimmende g-Inverse:
B Dt o
AT =Q P
0 0

Beispiel 5.7
Wir betrachten die Matrix

2 31
A= 11
3 5 1
In Beispiel 3.3 haben wir die Zerlegung
2 0 0
PAQ=1] 0 -05 0
0 0 0
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erhalten mit
100 1 -3 -2
Pl -3 10 und Q=] 0 1 1
-2 11 0 1
Damit erhalten wir als g-Inverse die Matrix
3 1
I —5 =2 5 0 10 -1 3 0
A=[0 1 1 0 -2 0 -3 1 o0|=] 1 -20
0 0 1 0 0 -2 11 0 00
A

Satz 5.5 (Eigenschaften der g-Inverse)
Sei A~ eine g-Inverse der Matrix A. Dann gilt:

1. rg(A) =rg(AA™) =rg(A~A)
2. rg(A) <rg(A7)
3. A requlir = A~ = A1

4. A7 A und AA~ sind idempotent.

Beweis:

zu 1) : Es gilt
rg(A) =rg(AA”A) <rg(AA™) <rg(A),

so dass rg(AA™) =rg(A) folgt. Analog zeigt man rg(A~A) =rg(A).

zu 2) : Gleiche Argumentation wie bei 1).

zu 3) : Es gilt: AA~A = A. Rechts— und Linksmultiplikation mit A~! ergibt
ATTAA AAT = ATAATY

woraus die Behauptung folgt.

zu 4) : Die Aussage folgt unmittelbar aus der Definition der g-Inversen.
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Der nachfolgende Satz liefert nun eine Verbindung zu linearen Gleichungssystemen und

deren Losungsmenge:

Satz 5.6 (Gleichungssysteme und verallgemeinerte Inversen)

Gegeben sei das Gleichungssystem Ax = c, wobei A eine m x n Matriz und x ein n X 1

Spaltenvektor sei. Dann gilt:

1. Das Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn gilt: AA"c=rc

2. Im Fulle der Lisbarkeit erhdlt man als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
r=A"c+(I-AA)w,
mit w € R™ beliebig.

Beweis:

zu 1) : Sei Az = ¢ lésbar. Dann folgt
AATc=AA"TAz=Azx =c.

Gilt umgekehrt AA~c = ¢ so ist das Gleichungssystem l6sbar, indem man zum Beispiel

x = A csetzt, denn Ax = AA c=c.
zu 2) : Seiz = A ¢+ (I — A~ A)w. Dann gilt:

Az=AA c+IT-A Aw)=AA c+AI-A Aw=c+(A-AA A)w=c
| S —
=0

Es ist noch zu zeigen, dass jede Losung x obige Form besitzt. Sei also zg eine Losung des

Gleichungssystems. Dann gilt:

xo=ATc+zg—ATc=ATc+arg—ATAzg=A"c+ (I-A"A)x

Bemerkung:
Ist A regulér, dann ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar und es gilt unter Verwendung

von Satz 5.5.3
t=Ac+I-A"Ap=A"te+(I-Dw=A"'c
A

FEine spezielle g-Inverse, die sogenannte Moore—Penrose—Inverse, ist eindeutig bestimmt:
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Definition 5.3 (Moore—Penrose—Inverse)

Eine Matriz AT heifit Moore-Penrose-Inverse, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
1. AATA = A, d.h. AT ist eine g-Inverse zu A.

2. ATAAT = A*, d.h. A ist g-Inverse von A™T.

3. (AAT)Y = AAT, d.h. AAT ist symmetrisch.

4. (ATA)Y = ATA, d.h. AT A ist symmetrisch.

Satz 5.7 (Existenz und Eindeutigkeit)

Die Moore—Penrose—Inverse AT einer Matriz A existiert immer und ist eindeutig be-
stimmt. Sie ist zum Beispiel gegeben durch AT = L'(K'AL") "K', wobei K und L aus der

Vollrang Zerlegung von A stammen.

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass At = L/(K'AL’)"!K' die vier Eigenschaften der Moore-Penrose—

Inversen erfiillt.
zu 1) : Unter Beachtung der Regularitit von K'K und LL’ gilt
AATA = AL/(K'AL)'K'A = KLL/(K'’KLL)"'K'KL
KLL/(LL)) 1 (K'K)'K'KL
= KL=A.

zu 2) : Es gilt

ATAAT =LU/(K'AL) 'K'AL/(K'AL) 'K’ = L'(K'AL) 'K’ = A",

zu 3) : Wir erhalten
AA'T = KLL/(K’KLL) 'K’ = KLL/(LL) ' (K'K) 'K’ = K(K'K) 'K’
Man erkennt sofort, dass dies eine symmetrische Matrix ist.

zu 4) : Beweis analog zu 3).

zur Eindeutigkeit: Seien B und C zwei Moore-Penrose-Inverse. Dann gilt

4.) A=ACA 4.) 4) A
1 I 1 - Y I Al r 1 / I EretonP
AB=(AB)=B" A =B'(ACA) =B'A’'(AC) = (AB))AC = ABAC=AC

und
3.) A=ACA 3.)
! / / / I/ IAp L
BA = (BA) = A B = (ACA) B == (CA) A'B" == CABA = CA.
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Damit folgt
2.)

B < BAB = BAC = CAC = C.

Satz 5.8 (Eigenschaften der Moore—Penrose—Inverse)

Die Moore—Penrose—Inverse AT einer Matriz A besitzt folgende Figenschaften:

I (AT = A

2. (AT = (At

3. rg(A) =m= At = A/(AA")"! und AAT =1,
4. rg(A) =n= At = (A’A)"'A’ und ATA =1,

5. A symmetrisch und idempotent => AT = A

Beweis:

Die Aussagen kénnen unmittelbar durch Einsetzen in die Definition bewiesen werden.
O



Eigenwerte und Eigenvektoren

Dieses Kapitel befasst sich mit Eigenwerten und Eigenvektoren von Matrizen. Definitionen
und allgemeine Eigenschaften sind Gegenstand von Abschnitt 6.1. Der folgende Abschnitt
6.2 befasst sich mit sogenannten dhnlichen Matrizen. Diese spielen bei der praktischen
Berechnung von Eigenwerten eine wichtige Rolle. Der letzte Abschnitt 6.3 behandelt Fi-
genwerte von symmetrischen Matrizen. Besondere Bedeutung hat die Spekralzerlegung

einer Matrix, die ebenfalls in diesem Abschnitt hergeleitet wird.

6.1 Definition und allgemeine Eigenschaften

Definition 6.1 (Eigenwert und Eigenvektor)
Sei A eine quadratische n x n Matriz. A € C heifst Figenwert von A, wenn ein Vektor

x € C" mit x # 0 existiert, so dass gilt:
Axr = )\z bzw. (A= XDz =0

Der Vektor x heifst dann Eigenvektor zum Eigenwert X. Die Aufgabe zu einer vorgegebenen

Matriz A die Figenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, heifst Figenwertproblem.

Bei der Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A spielt folgende Determinante eine

herausragende Rolle:

Definition 6.2 (Charakteristisches Polynom)

Sei A eine quadratische n x n Matrixz. Dann heifit
q(A) == det(A — XI)

charakteristisches Polynom von A.

Bemerkung:

— Vergegenwértigt man sich die Definition der Determinante (siche Definition 4.3), dann
macht man sich leicht klar, dass ¢(\) tatséchlich ein Polynom vom Grad n ist. Wir

konnen also ¢(A) dquivalent darstellen als
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g\ = (=" + am1 (=)™ g (=) + ao, (6.1)
wobei die Skalare ag, ..., a1 zundchst unspezifiziert sind.

— Das Polynom ¢(\) := det(A — M) ldsst sich stets auch in die Gestalt

n

q(A) = det(A — AI) = [ (N — A) (6.2)
i=1
bringen, wobei A1,..., A, die Nullstellen des Polynoms sind. Nach dem Fundamen-

talsatz der Algebra hat dieses Polynom genau m nicht notwendig verschiedene und
auch nicht notwendig reellwertige Nullstellen. Vergleiche hierzu zum Beispiel Bron-
stein,Semendjajew (1991) Seite 134.

Y%

Der folgende Satz liefert nun eine Berechnungsmoglichkeit fiir die Eigenwerte einer Matrix:

Satz 6.1 (Berechnung iiber das charakteristische Polynom)
Die Figenwerte einer quadratischen Matriz A sind die Nullstellen des sogenannten cha-

rakteristischen Polynoms

det(A — AT) = 0.

Beweis:
Ist A — AI regulér, so ist das Gleichungssystem (A — A\I)z = 0 nur fiir z = 0 l6sbar. Es
muss also A so bestimmt werden, dass (A — AI)xz = 0 auch Losungen = # 0 besitzt. Dies

ist dquivalent dazu, dass (A — AI) singulér ist, d.h. det(A — A\I) = 0.
O

Beispiel 6.1
Betrachte die Matrix

2 1
A= .
2 -2
Wir bestimmen die Eigenwerte von A. Dazu berechnen wir zunéchst das charakteristische

Polynom

2—-A 1

det(A — \I) = det
2 —2-A

):(2—A)(—2—A)—2.1=A2—6.

Nullsetzen und Auflésen nach A liefert die Eigenwerte

A= V6,
Ao = —/6.
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~(1n)

Wir berechnen wieder das charakteristische Polynom

Beispiel 6.2
Betrachte die Matrix

2—-A -1

det(A — N\I) = det
—2-A

):(2—A)(—2—)\)+8:)\2+4.

Nullsetzen liefert die komplexen Eigenwerte

Moo= 2,
o = —2i.

Satz 6.2 (Allgemeine Eigenschaften von Eigenwerten)

Fiir die Figenwerte \; einer n X n. Matriz gelten folgende Eigenschaften:

1. det(A) =[] A\
=1

2. sp(A) = Z)‘i

=1

3. A st genau dann requldr, wenn alle Figenwerte ungleich Null sind.

4. Die Matrizen A und A’ besitzen dasselbe charakteristische Polynom und damit diesel-

ben FEigenwerte.
5. Ist \ ein Figenwert einer requldren Matrix A, dann ist % ein Figenwert von A™1.
6. Die Figenwerte einer Diagonalmatriz D sind gerade die Hauptdiagonalelemente.
7. Fiir die Eigenwerte \; einer orthogonalen Matriz A gilt \; = £1

8. Die Eigenwerte einer idempotenten Matriz A sind 1 oder 0.

Beweis:

zu 1) und 2) : Wir schreiben det(A — AI) = 0 in polynomialer Form
det(A —=XI) = (=\) + an_1 (V)" 4+ ...+ (-N)+a=0 (6.3)
und bestimmen die Koeffizienten o und «,,—1. Einsetzen von A = 0 in 6.3 liefert

det(A —0-1) = det(A) = .



112 6. Eigenwerte und Eigenvektoren

Zur Bestimmung von «,,_1 vergegenwirtige man sich die Definition 4.3 der Determinante.
Die Determinante ist definiert als eine Summe von Termen iiber alle Permutationen von
1,...,n. ay_1 ist der Koeffizient von (—\)"~! | d.h. wir haben nur Summanden zu beriick-
sichtigen, in denen n — 1 der Diagonalelemente von A — AI vorkommen. Da die jeweiligen
Summanden Produkte von jeweils genau einem Element in jeder Zeile von A — AI sind,

kommt nur der Summand mit sémtlichen Diagonalelementen von A — AI in Frage. a1

n—1 i

ist also der Koeffizient von (—\) n

(a11 — A)(agz = A) -+ (ann — A);

also ap—1 = aj; +ag + ... + any, = sp(A).
Gemif (6.2) gilt

det(A — M) = (A1 = A)Aa—A) - (An — A) =0,

wobei Aq,..., A, die Nullstellen der charakteristischen Polynoms also die Eigenwerte von

A sind. Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich mit 6.3 liefert schliefilich
det(A) = ap =[] M

und

zu 3) : Die Behauptung folgt sofort aus 1).

zu 4) : Wegen Satz 4.2 gilt
det(A — A\I) = det((A — A\I)') = det(A’ — AI),

woraus die Behauptung folgt.

zu 5) : Bs gilt Az = Az. Multiplikation von links mit A~! ergibt z = A~!\z, woraus die
Behauptung folgt.

zu 6) : Ist D eine Diagonalmatrix, so ist auch D — AI eine Diagonalmatrix. Nach Satz 4.3.3

ist die Determinante einer Diagonalmatrix gleich dem Produkt der Diagonalelemente, d.h.
det(D — AI) = (d1 — A)(d2 — A) -+ (dn — A),

wobei die d; die Diagonalelemente von D sind. Die Nullstellen dieses Polynoms sind aber

gerade die Diagonalelemente d;.

zu T7) : Sei A ein beliebiger Eigenwert von A. Dann gilt fiir einen Vektor = # 0
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Az =z
Wegen der Orthogonalitiit von A gilt A~! = A’ und wegen 5) gilt

Alx = Xm

Da aber wegen 4) A und A’ dasselbe charakteristische Polynom besitzen folgt

1
A=
)\7

und daraus die Behauptung.

zu 8) : Es gilt
Az =Xz

und
Az = AAz = Az = \’z1.

Gleichsetzen beider Gleichungen liefert Az = A2z, woraus A(A — 1) = 0 folgt, d.h. A =0
oder A = 1.

Definition 6.3 (Eigenraum)
Sei A eine quadratische Matriz und A ein FEigenwert von A. Die Menge

A, = {x € C"|z Eigenvektor zu \} U{0} heifit Eigenraum zum Eigenwert \.

Satz 6.3

Jeder Eigenraum Ay ist ein Unterraum des R".

Beweis:

Seien x und y zwei Eigenvektoren zum Eigenwert A. Dann gilt
Alz+y)=Azx+ Ay =z + A y = Az +y),

woraus die Abgeschlossenheit beziiglich der Vektoraddition folgt. Analog ergibt sich die
Abgeschlossenheit beziiglich der skalaren Multiplikation mit k& € C:

A(kz) = kAx = khx = A(kx).
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Beispiel 6.3 (Fortsetzung von Beispiel 6.1)
Wir betrachten wieder die Matrix A aus Beispiel 6.1. Wir bestimmen jeweils eine Basis

des Eigenraumes zu den Eigenwerten A\; = V6 und \y = —v/6. Der Figenraum zu \; = V6

ist die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems

x| [ 2-+6 1 z\ (0
(A_MI)(@)_( 2 —2—\/6>(x2)_<0>'

Subtraktion des —2—~ —fachen der 1. Gleichung von der 2. Gleichung liefert das dquivalente

)

Gleichungssystem
Damit hat der Losungsraum die Dimension eins, und jede von Null verschiedene Losung

des Gleichungssystems ist eine Basis. Wir setzen o = 1 und erhalten x1 = —ﬁ. Analog
bestimmen wir eine Basis des Eigenraumes von Ay = —/6 und erhalten

" 1

L 2+v/6

T2 1

als Basisvektor.
A

Beispiel 6.4 (Fortsetzung von Beispiel 6.2)
Wir bestimmen zu den Eigenwerten A\; = 2¢ und Ao = —2i der Matrix A aus Beispiel 6.2

die Eigenrdume. Der Eigenraum zum Eigenwert 2¢ ist die Losungsmenge des Gleichungs-

2 — 24 -1 0
A-np| ™| = ’ 71 _ '
xTo 8 —2—-2 T 0
Durch Subtraktion des Q_L% fachen der 1. Zeile von der 2. Zeile wird die 2. Zeile Null. Die

Dimension des Eigenraumes ist also eins. Wir setzen z9 = 1 und erhalten

1 2+ 2 2+2¢ 1 1.
= = :——i——z.

T 22 (2—20)(2+ 2i) 8 171

systems

I

Damit ist der Basisvektor gegeben durch

Analog erhalten wir den Basisvektor des Eigenraumes zum Eigenvektor Ao = —2i. Wir

erhalten
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Definition 6.4 (algebraische und geometrische Vielfachheit)
Sei A ein Eigenwert der Matriz A. Die arithmetische (algebraische) Vielfachheit Vo (\) ist

definiert als die Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms. Die geome-

trische Vielfacheit V() ist definiert als die Dimension des dazugehiorigen Eigenraumes
A,.

6.2 Ahnliche Matrizen

Definition 6.5 (Ahnliche Matrizen)

Zwei Matrizen A und B heiffen dhnlich, wenn eine requldre Matrix C existiert, so dass

B = CAC™!. Schreibweise: A ~ B.
Bemerkung:
Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation, d.h. es gilt:

1. A~A
2. A~B=B~A

3. A~BundB~C=—A~C

Satz 6.4 (Eigenwerte dhnlicher Matrizen)
Fiir déhnliche Matrizen A und B gilt:

1. A und B haben dasselbe charakteristische Polynom, d.h. sie haben dieselben Eigenwer-

te.

2. Ist x ein FEigenvektor zum Figenwert X\, so ist Cx ein Eigenvektor der Matriz B =
CAC!
Beweis:
zu 1) : Es gilt
det(CAC’1 — M) = det(C(A — )\I)C’l) = det(C)det(A — )\I)det(C’l)

= det(C)det(A — AI) ztes = det(A — \I).

zu 2) : Es gilt
BCz = CAC!'Cz = CAx = CA\z = \Cu.
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Ahnliche Matrizen spielen bei der effizienten numerischen Berechnung von Eigenwerten
eine bedeutende Rolle, da Ahnlichkeitstransformationen die Eigenwerte einer Matrix nicht

dndern. Entsprechende Algorithmen finden sich z.B. in Himmerlin, Hoffman (1990).

6.3 Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Satz 6.5 (Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen)

Sei A eine symmetrische n x n Matriz. Dann gilt:

1. Alle Figenwerte sind reell.

2. Die zu verschiedenen FEigenwerten gehorenden Eigenvektoren sind paarweise orthogo-

nal.

Beweis:

zu 1) : Angenommen A\ := a + ib sei ein komplexer Eigenwert zu A und v := x + iy sei

ein dazugehoriger komplexer Eigenvektor. Dann gilt
A(z +iy) = (a+ib)(x + iy)
und folglich fiir Real- und Imaginérteil
Ax =ax — by und Ay = bx + ay.
Linksmultiplikation mit ¢’ bzw. z’ liefert
v Ax = ay'x — by'y und 2’ Ay = ba'x + az'y
Aufgrund der Symmetrie von A gilt ¥’ Ax = 2’ Ay und folglich
0=9y'Ar — 2'Ay = ay'z — by/y — b2’z — ax’y = —b(y'y + 2'2),

woraus b = 0 und damit die Behauptung folgt.

zu 2) : Seien \; # A2 zwei verschiedene Eigenwerte zur Matrix A und z; und zy dazu-

gehorige Eigenvektoren. Es gilt
Az = Moy und Axy = Aoxs.
Linksmultiplikation von x4 bzw. z) liefert

x’zAxl = Alxéxl und x&Axg = )\2.3(,'/1.%'2.



6.3 Eigenwerte symmetrischer Matrizen 117

Aufgrund der Symmetrie von A gilt 5 Az = 2] Azs und damit
)\13:’2x1 = )\gxllxg.

Wegen \1 # Ay folgt daraus af29 = 0 und damit die Orthogonalitit der Eigenvektoren 1

und xo.
Od

Der folgende Satz, die Spektralzerlegung, spielt in vielen Bereichen der Statistik (und
anderen Wissenschaften) eine bedeutende Rolle. In diesem Skript werden wir die Spek-

tralzerlegung in den folgenden Anwendungen benutzen:

— beim Beweis der Singuldrwertzerlegung einer Matrix, vergleiche Satz 7.6 in Kapitel 7;

— bei der Herleitung von Verteilungseigenschaften quadratischer Formen von multivariat

normalverteilten Zufallsvektoren vergleiche die Sétze 9.13 und 9.16 in Kapitel 9;

Satz 6.6 (Spektralzerlegung)

Sei A eine symmetrische n x n Matrix mit rg(A) = r. Dann existiert eine n X r Matriz

P, so dass gilt:
P'AP = diag(\i,...,\r) bzw. A = Pdiag(\1, ..., )P’

Dabei sind die \; die von Null verschiedenen Eigenwerte von A. Die Spaltenvektoren von

P bestehen aus paarweise orthonormalen Eigenvektoren von A.

Beweis:

Wegen Satz 6.5.2 sind die zu den von Null verschiedenen Eigenwerten gehtérenden Ei-
genvektoren x1,...,x, paarweise orthogonal. Durch geeignete Normierung bilden diese
ein System orthonormaler Eigenvektoren. Fasst man diese zur Matrix P := (z1,...,2,)

zusammen, so folgt fiir das Produkt AP

AP = (Axi,Axg,....,Ax,) = (Mx1,...,\r2y)

(6.4)
= (z1,...,xp)diag(\1, ..., \) = Pdiag(A1,..., \)

Da die Spalten von P paarweise orthonormal sind, gilt PP’ = I, und es folgt durch

Rechtsmultiplikation auf beiden Seiten von (6.4) mit P’ die Behauptung.
O

Korollar 6.1

Sei A symmetrisch und requldr. Dann kann man Potenzen von A definieren:

A7 =Pdiag();,..., \2)P’
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Dabei gilt z € Z.
Sind sogar alle Eigenwerte positiv, so kann man auch rationale Potenzen definieren
k

k k

mit ganzen Zahlen s > 0 und k.

Beweis:
Die Behauptung kann leicht mit Hilfe der Spektralzerlegung durch vollstdndige Induktion

bewiesen werden.
Od

Bemerkung:

Wichtige Spezialfiille sind
A7l =Pdiag(\{h, . N THP!
und fiir A; > 0 die symmetrische Wurzelzerlegung

1 1
Az = Pdiag(\?,..., \2)P’

bzw. (fir A\; > 0)
1 1

= Pdiag(\; %,..., )\ 2)P'.

N|=

A
Fiir die Determinanten von A% erhalten wir
det(A) = det(A2A?) = det(A2)det(A3)

also

det(A2) = \/det(A). (6.5)

det(A%) = deti o (6.6)

Analog erhalten wir

Korollar 6.2
Sei A symmetrisch. Dann ist der Rang von A gleich der Anzahl der von Null verschiedenen

FEigenwerte.

Beweis:
Die n x r Matrix P ist spaltenregulir, da eine Menge von paarweise orthonormalen Vek-

toren linear unabhiingig ist (vgl. Satz A11). Folglich ist P’ zeilenregulir. Da nach Satz
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3.6.1 die Multiplikation von links mit einer spaltenreguldren Matrix und Multiplikation

von rechts mit einer zeilenreguldren Matrix den Rang nicht dndert, gilt
rg(diag(\1, ..., \)) = rg(Pdiag(\1, ..., A\ )P’) = rg(A)

woraus die Behauptung folgt.

Korollar 6.3 (Spektralzerlegung einer idempotenten Matrix)
Sei A eine symmetrische und idempotente n x n Matriz mit rg(A) = r. Dann existiert

etne orthogonale Matriz P so dass gilt
I, 0
PAP=| "~
0 0

rg(A) = sp(A)

Weiter folgern wir:

Beweis:

Wegen rg(A) = r besitzt A genau r von Null verschiedene Eigenwerte. Geméifl Satz 6.2
8) besitzt A also genau r Eigenwerte mit dem Wert Eins und n — r Eigenwerte mit dem
Wert Null. Die erste Behauptung folgt damit durch Anwendung der Spektralzerlegung.

Die zweite Behauptung folgt aus Satz 6.2 2).
O

Beispiel 6.5

Wir betrachten wieder die Matriz

1
c=I--11
n

aus Beispiel 1.12. Da C idempotent ist erhalten wir fiir den Rang von C:

7"g(C)Z«Sp(C)zzn:(l—:b):n—1

=1
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Quadratische Formen und definite Matrizen

Dieses Kapitel behandelt sogenannte quadratische Formen von Matrizen. Eine wichtige
Rolle spielt in diesem Zusammenhang die Definitheit von Matrizen (Abschnitt 7.1). Der
zweite Abschnitt dieses Kapitels befasst sich mit der Chleskyzerlegung positiv definiter
Matrizen. Diese Matrixzerlegung spielt insbesondere bei der Losung linearer Gleichungs-

systeme eine wichtige Rolle.
7.1 Definition und allgemeine Eigenschaften
Definition 7.1 (quadratische Form)

Sei A eine symmetrische n X n Matriz. Fine quadratische Form in einem Vektor x € R"

ist definiert durch:

Q(x) =2'Ax = i i Qi T;xj =

i=17=1
n n
2
= Z Q335 + 2- Z Z aijazixj
i=1 i=1 j>1

Definition 7.2 (definite Matrizen)
Die quadratische Form x' Az und die Matriz A heifien

1. positiv definit, falls ¥’ Ax > 0 fiir alle x # 0. Schreibweise: A > 0.
2. positiv semidefinit, falls ¥’ Ax > 0 und 2’ Ax = 0 fiir mindestens ein x # 0.

3. nichtnegativ definit, falls ¥’ Az bzw. A entweder positiv oder positiv semidefinit ist.

Schreibweise: A > 0.
4. negativ definit, wenn —A positiv definit ist.
5. megativ semidefinit, wenn —A positiv semidefinit ist.

6. indefinit in allen anderen Fillen.
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Satz 7.1 (Kriterium fiir die Definitheit einer Matrix)
Sei A eine symmetrische Matriz mit den (reellen) Eigenwerten Ai,...,\n,. Dann ist A

genau dann

1. positiv definit, wenn \; > 0 firi=1,...,n,

2. positiv semidefinit, wenn \; > 0 firi=1,...,n und mindestens ein A\; =0,
3. megativ definit, wenn A\; < 0 fir allet=1...,n,

4. negativ semidefinit, wenn \; < 0 firi=1,...,n und mindestens ein A\; =0,

5. indefinit, wenn A mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt.

Beweis:

zu 1) : Die Behauptung folgt aus der Spektralzerlegung A = Pdiag(A1, ..., \,)P’. Sei
y := P’z fiir einen beliebigen Vektor x € R™. Dann gilt

¥ Ax = 2'Pdiag(\1, ..., \p) Pz = y/diag(\1,..., \p)y = Z \iy?
i=1

Sind nun alle Eigenwerte grofier als Null, so folgt sofort z’Ax > 0. Sei nun umgekehrt
2’ Az > 0. Nimmt man zuniichst an, dass einer der Eigenwerte \; < 0 ist, dann folgt fiir

den dazugehorigen Eigenvektor x;
x;A:UZ- = /\Za:;mz <0,
was im Widerspruch zu '’ Az > 0 steht und es folgt daher \; > 0.

zu 2) - 5) : Die Behauptung folgt durch zu 1) analoger Argumentation.

O

Satz 7.2 (Eigenschaften positiv definiter Matrizen)

Sei A positiv definit. Dann gilt:

1. A ist reguldr.

2. Fir die Diagonalelemente a;;, 1 = 1,...,n gilt: a; > 0

3. sp(A) >0

4. Sei B positiv semidefinit. Dann ist A + B positiv definit.

Beweis:

zu 1) : Da die Eigenwerte \;, i = 1,...,n einer positiv definiten Matrix alle grofler als

Null sind, folgt die Behauptung unmittelbar aus Korrolar 6.2.
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zu 2) : Da A positiv definit ist, gilt fiir alle z # 0 2/Az > 0. Wihlt man speziell den
Vektor e; := (0,...,0,1,0,...,0), der lediglich an der i—ten Position von Null verschieden
ist, so folgt

egAei = a; > 0.

zu 3) : Die Behauptung folgt unmittelbar aus 2).

zu 4): Wegen 2’ Ax > 0 und 2/Bz > 0 folgt

7'(A + B)r = 2’ Ax + 2Bz > 0.

Bemerkung
Dem Beweis des Satzes entnimmt man, dass die Eigenschaften 2) und 3) analog auf eine

positiv semidefinite Matrix {ibertragen werden kénnen. Es gilt dann:

1. an‘ZO,’izl,...,n.

2. sp(A) > 0.

Satz 7.3

Sei A eine n X n Matriz und sei weiterhin Q eine n X m Matriz. Dann gilt:

1. Ist A nichtnegativ definit, so ist auch Q' AQ nichtnegativ definit.
2. Ist A positiv definit und Q spaltenreguliir, so ist auch Q' AQ positiv definit.

3. Ist A positiv definit, dann ist auch A~' positiv definit.

Beweis:

zu 1) : Seiz € R™ (z # 0) und y := Qz € R™. Dann gilt
7QAQx =y Ay > 0.
zu 2) : Seien = und y wie im Beweis von 1) definiert. Da Q spaltenregulér ist, folgt y # 0

und damit

Q' AQx =y Ay > 0.
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zu 3) : Setzt man in 2) Q = A~L, so folgt (unter Beachtung der Symmetrie von A)

o (ATYAA Iz =2’A7 e > 0.

O

Wir zeigen im Folgenden einige Eigenschaften der Matrizen B'B und BB’ die aus der
m X n Matrix B gebildet sind :

Satz 7.4

Sei B eine m x n Matriz. Dann ist die Matriz B'B symmetrisch und nicht negativ de-
finit. Sie ist positiv definit, wenn B spaltenrequlir ist. Neben B'B ist dann auch BB’
nichtnegativ definit.

Beweis:

Die Symmetrie von B’B ist trivial. Setzt man in Satz 7.3.1 A = I, so folgt
B'IB = B'B > 0,

d.h. B’B ist nichtnegativ definit. Ist B zusétzlich spaltenregulir, dann lésst sich Satz 7.3.2
ebenfalls mit A = I anwenden.
O

Satz 7.5 (Eigenwerte von B'B und BB’)

Sei B eine m x n Matriz mit rg(B) = r.

1. Die Matrizen BB’ und B'B besitzen identische Eigenwerte. Die v von Null verschie-

denen Eigenwerte \j, j = 1,...,r sind positiv.

2. Falls v ein Eigenvektor von B'B zum Eigenwert X ist, dann ist

1
u:= —=Bv

VA

ein Eigenvektor von BB’ zum Eigenvektor X.

Beweis:

zu 1): Wegen Satz 3.2 gilt rg(B) = r¢g(B'B) = rg(BB’) = r. Aufgrund von Korrolar 6.2
besitzen B'B und BB’ genau r von Null verschiedene Eigenwerte. Da B'B und BB’ nach
Satz 7.4 nicht negativ definit sind, sind geméfl Satz 7.1 sdmtliche von Null verschiedene
Figenwerte positiv.

Sei A > 0 ein Eigenwert von B’B. Dann gilt aufgrund der Definition von Eigenwerten
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B'Bv = \v
fiir ein v # 0. Daraus folgt Bv # 0. Also gilt
BB'Bv = \Bv,

d.h. Bw ist ein Eigenvektor von BB’ zum Eigenwert A . B'B und BB’ haben also dieselben

Eigenwerte.

zu 2): In 1) wurde bereits gezeigt, dass Bv ein Eigenvektor von BB’ ist. Damit ist auch

u= %BU ein Eigenvektor (da die Eigenvektoren von BB’ einen Vektorraum bilden).
g

Die Aussagen aus Satz 7.5 werden vor allem zum Beweis des folgenden Satzes benétigt:

Satz 7.6 (Singulirwertzerlegung)
Zu jeder m x n Matriz B mit rg(B) = r existieren m X r und n x r Matrizen U und V

mit U'U =V'V =1, so dass gilt:
B = ULV'.

Die dabei auftretende Matriz L ist eine Diagonalmatriz, deren Diagonalelemente aus den
Wurzeln der positiven Figenwerte von B'B bzw. BB’ bestehen. Die Spalten von U beste-
hen aus Eigenvektoren von BB', wdihrend die Spalten von 'V aus Eigenvektoren von B'B

bestehen. Die Diagonalelemente von L heiflen Singuldrwerte von B.

Beweis:
Wegen Satz 7.5 sind die Eigenwerte von B’'B und BB’ identisch und gemifl Satz 6.6
(Spektralzerlegung) existieren Matrizen U und V mit

U'BB'U = diag(\i,...,\)

und
V'B'BV = diag(\1, ..., \r).

Die Spalten der m x r Matrix U bestehen dabei (geméfl Spektralzerlegung) aus paarweise
orthogonalen Eigenvektoren von BB'.

Die Spalten der n x r Matrix V bestehen aus paarweise orthogonalen Eigenvektoren von
B’'B . Somit gilt U'U = V'V = [, ( bzw. UU’ = VV’ = I). Wir zeigen dass die Spalten

uj,j=1,...,r, von U als
1

VAj

definiert werden konnen, wobei v; die Spalten von V sind.

uj = Bu; (7.1)
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Wegen Satz 7.5 sind die u; Eigenvektoren von BB'.
Es bleibt zu zeigen, dass die u; orthogonal sind. Es gilt

/

2
]‘ / / 1 /
s = | —— B'Bv: = — M\ vlvs = 1
u]uj ( TJ) ’U] 'U] )\] J'I}J’U]

=AjUj =
und
whu; = ;U/B/BU‘ = #)\-v’vl =0
y W — ] T 7 YV — Y
T . v
=0
d.h. die Vektoren uq, ..., u, sind paarweise orthogonal (bzw. U eine orthogonale Matrix).

Aus (7.1) folgt

Uj\/)Tj = B’Uj,

Udiag(v/M1,. ..,V ) =BV.

=L

also

Daraus folgt
B = ULV

7.2 Choleskyzerlegung

Satz 7.7 (Choleskyzerlegung)

Jede symmetrische und positiv definite n x n Matrixz A ldsst sich eindeutig darstellen als
A =LL,

wobei L die Gestalt einer unteren Dreiecksmatrixz besitzt und positive Diagonalelemente

hat.

Beweis:
Durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial.
Sei nun die Behauptung fiir (n — 1) x (n — 1) Matrizen als wahr vorausgesetzt (Indukti-

onsvoraussetzung). Wir partitionieren A in

d v
A= . ,
v H

wobei aufgrund von Satz 7.2.2 d > 0 gilt. Offenbar gilt
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A:dzi’:\/go (10 (Vi %
v H £ T 0 H 0 L1 )’

wobei H = H— ”7”/. Die Matrix H ist offenbar symmetrisch und auch positiv definit, denn

fiir beliebige = € R" ! gilt

z'v d v _%ly s vv/ /
(—7 x’)(y ﬁ)( ., )zx(H—d>x:xHx,

woraus *'Hz > 0 folgt. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung lisst sich H zerlegen in

H = LyL/,;, wobei Ly eine untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen ist.

Damit erhalten wir
A_ Vvd 0 1 0 1 0 vd o _
ﬁ I,_1 0 Ly 0 Ly 0 I,.1

= vd 0 vd % =LL".
va L 0 Ly

Bemerkung
Mit Hilfe der Choleskyzerlegung kann die Determinante einer Matrix A leicht berechnet

werden. Augrund der Dreiecksform von L erhalten wir

det(A) = det(LL/) = det(L)det(L') = (I11 - lag - - - Inn ).

Beispiel 7.1
Gegeben sei die symmetrische Matrix

4 6 6
A=16 13 11
6 11 14
Dann ldsst sich A zerlegen in
200 2 3 3
A=LL'=| 3 2 021
31 2 0 0 2

Fir die Determiante von A erhalten wir

det(A) = (2-2-2)* = 64.
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Praktische Berechnung der Choleskyzerlegung

Aus der Darstellung

ailr - -t Gln i 0 li1 o1

agt cco oo agn | lar ol : 0 I

i+ o Qnn i Lo -+ lon 0
erhdlt man firi=1,...,n, j=4i+1,...,n:

i—1 2
li = (au’—zl?k>
k=1
1 i1
Iy = T <aji - leklik>
" k=1

Man berechnet also zunéchst die Elemente der 1. Spalte

i1 = +an,

1
loy = 2L
11
1
l31 = -—asi,
L1
1
lnl = Tanl-
11

Anschlieflend berechnet man die Elemente in der 2. Spalte

1
los = (ax —13))2,
1
l3o = T(a32 — 31 - l21),
22
1
lpg = T(anQ —ln1 - l21)
22

Uusw.

Alternativ konnte man auch zuerst das Element in der 1. Zeile berechnen, also

li1 = an.

Anschliefend werden die Elemente in der 2. Zeile berechnet, also

1
lor = —ao
li1

1
lay = (a2 —13)2

lnl

ln2
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USwW.

Ob man spalten- oder zeilenweise vorgeht, hingt davon ab, wie die Elemente von L (im

Computer) gespeichert werden.

Beispiel 7.2

Betrachte die symmetrische Matrix

4 2 4 4
2 10 17 11
A:
4 17 33 29
4 11 29 39
Wir berechnen
lh = Jan=Vi=2
1 1
l = — =-.2=1
21 l11a21 5
ly = (as—12)2 =(10-1%)2 =3
1 1
l = — =—--4=2
31 l11a31 5
1 1
l32 = f(a32 — 131121) = *(17 -2 1) =5
l22 3
usw.
Schlieflich erhalten wir
2 0 0 O
1 300
L=
2 5 2 0
2 3 5 1

Lineare Gleichungssysteme:

Mit Hilfe der Choleskyzerlegung einer posititv definiten Matrix A kénnen auch Gleichungs-
systeme der Form Ax = b gelost werden. Da A regulér ist, besitzt das Gleichungssystem
stets eine eindeutig bestimmte Losung. Zur Losung des Gleichungssytems bestimme man

zunichst die Choleskyzerlegung A = LL'. Anschliefiend lése man das System

und schlieflich
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Einsetzen von y = L’z in Ly = b ergibt LL'z = b also Az = b, so dass z tatséichlich eine
Losung das Gleichungssystem darstellt. Da L und L’ Dreiecksmatrizen sind, kénnen wir

die Losungen y und x explizit angeben. Aus

ljy -+ -+ 0 n by
lnl lnn Yn bn
erhalten wir
_ b
Y1 lll,
1
Y2 = r(bQ —la1y1)
22

Uusw.

Allgemein gilt firi =1,...,n

Aus
11 I T Y1
0 PR DY lnn ;L'n yn
erhalten wir
o
n lnn bl
1
Tp—1 = I (yn—l ln,n—lxn)
n—1,n—1
Uusw.
Allgemein erhélt man fir i =n,n—1,...,1
1

(yi — Z ljiz;).

u j=i+1

Tr; =

o~
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Wir fassen den soeben entwickelten Algorithmus noch einmal {ibersichtlich zusammen:

Algorithmus 7.1 (Losung von Az = b, falls A > 0)

1. Berechne die Choleskyzerlequng von A = LL/. Fiir i = 1,...,n berechne

i—1
lii = (as — Y i)
k=1

und fir j=i+1,...,n:

2. Lése das Gleichungssystem Ly = b durch Vorwdirtsselektion. Firi=1,... ,n gilt

1 i—1
lj; = f(aji - Z Lirlir)
1 k=1

1 i—1
yi = f(bi =3 Lijy;).
3 jzl

3. Lése das Gleichungssystem L'z =y durch Riickwdrtselimination.

Firi=nn-—1,...,1 gilt

Beispiel 7.3

Betrachte das lineare Gleichungssystem Az = b gegeben durch

1 n
T; = l—(yl — Z ljil‘j).

4 2 4 4
2 10 17 11
4 17 33 29
4 11 29 39

)

j=i+1

T4

44
133
269
257

Die Choleskyzerlegung von A wurde bereits in Beispiel 7.2 berechnet. Es gilt

und

NN =N

o O O N

0
3
5
3

o O W o=

0
0
2
)

S N Ot N

= o O O

= Ot W N
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Durch Vorwértsselektion 16sen wir zunéchst Ly = b. Wir erhalten:

44
1
v = (133-1.22)=37
1
Y3 = 5(269—2-22—5'37):20
gy = 1-(257-2-22-3.37—5-20) =2

Schliefllich berechnet sich die Lésung von L'z = y zu

rq4 = 2
1
r3 = 5(20-5-2)=5
1
Ty = g(37—5-5—3-2):2
1
7= 5(22-1-2-2:5-2-2)=3.

Bandmatrizen

Haufig treten in der Statistik Situationen auf, in denen Gleichungssysteme mit (positiv
definiten) Bandmatrizen zu 16sen sind. In diesem Fall vereinfacht sich die Choleskyzerle-
gung und das anschlieende Losen von Gleichungssystemen erheblich.

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall, wenn A eine symmetrische Tridiagonalma-
trix ist, d.h.

ail

a21 a2

0 a3z ass

0 Gnn—1 Ann

wobei in obiger Darstellung wegen der Symmetrie von A nur das untere Dreieck von
A dargestellt ist. Wir zeigen zunéchst, dass dann der Choleskyfaktor L ebenfalls eine

Bandmatrix ist:

Satz 7.8
Sei A eine positiv definite Tridiagonalmatriz der Dimension n X n. Dann hat in der

Choleskyzerleqgung A = LL die Matriz L dieselbe Bandstruktur , d.h. L hat die Gestalt
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l11
lor a2
0 32 lI33
L= (7.4)
0 ln,n—l l'rm

Beweis:
Durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage offenbar richtig. Sei nun die Behauptung
fiir (n — 1) x (n — 1) Matrizen als wahr vorausgesetzt (Induktionsvoraussetzung). Wie im

Beweis zu Satz 7.7 (Choleskyzerlegung) partitionieren wir A in

d v
A= - ,
v H

wobei wegen der Tridiagonalgestalt von A die Matrix H ebenfalls eine Tridiagonalmatrix

ist und v = (a91,0,...,0) gilt. Analog zum Beweis von Satz 7.7 erhalten wir

Nz
A_ va 0\ (Vd 7\ L,
77 Lm 0 LYy
wobei H = H — ”7”/ und H = LyL/;. Nach Induktionsvoraussetzung ist Ly eine Matrix

der Gestalt (7.4) Wegen v = (a21,0,...,0) folgt unmittelbar, dass L die Gestalt (7.4)

besitzt.
O

Die praktische Berechnung der Choleskyzerlegung vereinfacht sich im Vergleich zum all-
gemeinen Fall erheblich. Da [;; = 0 fiir £ < ¢ — 1, erhélt man aus den allgemeinen Formeln

(7.2) und (7.3) folgenden Algorithmus zur Choleskyzerlegung bei Tridiagonalmatrizen:

l11 = v/an

Firt=2,...,n
1

liim1 =
’ lic1i-1

Q4 i—1

und

1
liiy = (ai — 11'2,@;1)2-
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Beispiel 7.4

Betrachte die Tridiagonalmatrix

4 2 0 0 O
2 17 8 0 O
A=]10 8 53 28 0
0 0 28 25 3
0o 0 o0 3 2
Wir erhalten
lh = Vai =
ln = llll'am:;‘Q:l
ly = (am—13)7 =(17T—12)2 =4
lsa = 1212'%2:411.8:2
lss = (ass—1%)7 = (53 —22)2 =7
S S S
l33 7
iy = (ag—12%)7 =(25—4%)2 =3
lsa = i'a54=1'3=1
lyg 3
lss = (%5—1%4)%:(2—12)%:1
und schliellich
2 0 0 00
1 4 0 00
L=]102 700
00 4 30
00 0 1 1

A

Neben der Choleskyzerlegung vereinfacht sich auch die Losung linearer Gleichungssysteme
Az = b, wenn A eine Tridiagonalmatrix ist.

Fiir die Losung des Systems Ly = b erhélt man

1
y1=-—-b
11

und

1
Yi = T(bi —lii—1Yi-1)

1

fiir 7 = 2,...,n. Die Losung des Systems L’z = y ergibt sich zu
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1
Ipn = 77— "Yn
lnn
und
1
x; = T(yi — lig1,iTiv1)
i
firi=n-—1,...,1.

Beispiel 7.5
Wir suchen eine Losung des Systems Ax = b mit A aus Beispiel 7.4 und b =
(14,63,133,90, 14). Wir losen zunéchst Ly = b und erhalten:

1 1
= —bh==-14=7
T T
1 1
Y2 = 7(52—l21y1)21(63—1-7):14
22
1 1
ys = (b3 —laagn) = 2(133 -2-14) =15
33
1 1
yo = (ba—lasys) = 5(90—4-15) = 10
14
1 1
ys = (b5 —lsaya) = (14 =1-10) = 4
lss 1
Auflssen von L'z = y liefert schliefSlich:
1 1
= —ys=--4=4
BT Rt T
1 1
Ty = @(y4—l54565)=§(10—1-4):2
1 1
T3 = g(yg—l43x4):?(15—4.2):1
1 1
T2 = r(yz—l32x3)21(14—2-1):3
22
1 1
I = T(y1—521562)=§(7—1-3):2
11

A

Algorithmen zur Bestimmung der Choleskyzerlegung und zum Losen von linearen Glei-
chungssystemen mit allgemeinen Bandmatrizen findet man zum Beispiel in George und
Liu (1981).
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Differenziation von Matrizen

Dieses kurze Kapitel stellt in Abschnitt 8.1 die wichtigsten Regeln fiir die Differenziati-
on einer Matrix, deren Elemente reellwertige Funktionen sind, zusammen. Abschnitt 8.2
befasst sich dann mit der Differenziation einer Matrixfunktion nach den Elementen der

Matrix. Eine Anwendung einiger der Regeln findet man in den Kapiteln 10.2 und 10.3.

8.1 Differenziation nach einem Skalar

Definition 8.1 (Differenziation nach einem Skalar)
Sei A = (a;;) eine m x n Matriz, deren Elemente differenzierbare Funktionen der reellen

Variablen t seien. Dann heif$t die Matriz

5= (C5)
ot \ ot

Ableitung von A nach t.

Es ergeben sich folgende (leicht beweisbare) Rechenregeln:

Satz 8.1 (Rechenregeln)

Sei A eine Matrix passenden Formats. Dann gilt:

oA
1. — =e;el;, wobei e; = (0,..., 1 ,...,0).
5aij J v
O0A’
2. Sar; = ejé]
JAB A 0B

T WB + AE (Produktregel)
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8.2 Differenziation einer Matrixfunktion nach der Matrix

Definition 8.2 (Differenziation nach einer Matrix)
Sei A = (a;5) eine m x n Matriz und f(A) eine differenzierbare reellwertige Funktion der
mn Elemente a;;. Dann heifst die m x n Matrix

of _of
57A N (5aij>

Ableitung von f nach A.

Es folgen umsténdlich aber leicht zu beweisende Rechenregeln:

Satz 8.2 (Rechenregeln)
Seien A, B Matrizen, f,g Funktionen von Matrizen und x,y Vektoren. Bei den folgenden
Grifien wird angenommen, dass sie existieren und von passender Ordnung sind. Dann

gelten folgende Rechenregeln:
ofg _of
SA ~ A7
dsp(A)
0A
dsp(BA)
0A
dsp(A'BA)
0A
dsp(ABA’)
0A
0sp(ABA)
0A

oy'x
7. =
ox 4

or' Ay ,
sa

0x' Az
ox

dg
1. +f5—A

=1

=B’

= (B+B)A
=A'(B+B)

— A/B/ + B/A/

=(A+A)x

or'Ax
x

10. A symmetrisch = =2Axr =2A'x



Die multivariate Normalverteilung

In diesem Kapitel soll die multivariate Normalverteilung als eine Anwendung der Ma-
trixtheorie behandelt werden. Die multivariate Normalverteilung spielt eine zentrale Be-
deutung in der Statistik, eine Vielzahl von statistischen Verfahren beruht auf der Annahme
einer multivariaten Normalverteilung. Voraussetzung zum Versténdnis dieses Kapitels sind
Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung wie sie in Anfingervorlesungen behan-
delt werden, siehe etwa Fahrmeir et al. (2001). Da die multivariate Normalverteilung aus
der univariaten Normalverteilung abgeleitet ist, stellen wir zunéchst einige Eigenschaften
der univariaten Normalverteilung zusammen (Abschnitt 9.1). Die multivariate Normalver-
teilung und ihre wichtigsten Eigenschaften sind dann Gegenstand von Abschnitt 9.2. Der
letzte Abschnitt 9.3 stellt dann noch den Zusammenhang mit einigen Verteilungen her, die
hiufig die Verteilung der Teststatistik beim statistischen Testen von Hypothesen bilden,

vergleiche hierzu auch Kapitel 11.

9.1 Die univariate Normalverteilung

Definition 9.1 (Standardnormalverteilung)
Eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichte

heifst standardnormalverteilt. Schreibweise: X ~ N(0,1).

Damit dies wohldefiniert ist, muf} gezeigt werden dafl das Integral iiber f eins ergibt bzw.

12
das Integral iiber e” 2 /27 ergibt.

Beweis:

Fiir den Nachweis wird auf die Gammafunktion zuriickgegriffen, die wie folgt definiert ist:

[e.°]

I(x) = /tw_le_tdt

0
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Man kann zeigen (vgl. z.B Forster, 1999), dass I'(3) = /. Damit gilt:

o0 o0 o0 o0
/ = 2/ %4 2/1 ~tgp = 2 /tl—% ~t it
€ xr == e xr = e = — e
V2t V2
% 0 0 0
—_——
subst. : =22

2

— Zr(d)=Var

Eigenschaften von Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren lassen sich haufig leicht tiber die

sogenannte momenterzeugende Funktion bestimmen:

Definition 9.2 (momenterzeugende Funktion)
Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Dann ist die momenterzeugende Funktion my :

R" — R von X definiert durch

sofern diese Grifie in einer Umgebung um Null existiert.

Die momenterzeugende Funktion besitzt folgende Eigenschaften (zum Beweis vergleiche
z.B. Billingsley (1985)):

Satz 9.1 (Eigenschaften der momenterzeugenden Funktion)
Seien X € R™ und Y € R" Zufallsvektoren, mit existierenden momenterzeugenden Funk-

tionen.

1. Die Verteilungen von X undY stimmen genau dann iberein, wenn die momenterzeu-
genden Funktionen gleich sind.

5(k1+"‘+k”)mx(t)

ok)ty .- 5kl |

2. B(X} - Xk =
0

3. Sei Y :=aX +b. Dann gilt: my (t) = e®mx (at)
4. X und Y sind genau dann unabhingig, wenn gilt: mx y (t) = mx (t)my (t)
5. Seien X undY unabhdngig. Dann gilt fiir die momenterzeugende Funktion der Summe

X+Y: mx+y(t) = mx(t)my(t)

Mit Hilfe der momenterzeugenden Funktionen kénnen wir jetzt Eigenschaften der Stan-
dardnormalverteilung und anschlieend auch der univariaten und multivariaten Normal-

verteilung herleiten:
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Satz 9.2 (Eigenschaften der Standardnormalverteilung)
Sei X ~ N(0,1). Dann gilt:

1. mx(t) = ezt

2. BE(X)=0.

3. Var(X) =1.

4. Fir die Verteilungsfunktion ® gilt: ®(—z) = &(x).
Beweis:

zul):

mx(t) = E(e) 2dx =

= [

1 % 7 (z— t)Qd
= e e Xr =
V2T .

/ t2— (z t)2
V ﬂ—
7

subst. : u=z—t

+2

zu 2) : Es gilt m/;(t) = tez und damit nach Satz 9.2 2) fiir den Erwartungswert:

9 t2 t2 +2

zu 3) : Es gilt m% (t) =t‘e2 +e2 =e 5 (t + 1) und damit fiir die Varianz:

Var(X) = B(X?) — B(X)* =m%(0) =0 =1.

zu 4) : Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dafl die Dichte von X eine gerade Funktion,

also symmetrisch zur y—Achse, ist.
O

Die Definition der univariaten Normalverteilung kann auf die Standardnormalverteilung

zuriickgefithrt werden:

Definition 9.3 (univariate Normalverteilung)

Eine Zufallsvariable X heifit genau dann univariat normalverteilt, wenn sie als Linearkom-
bination einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Y darstellbar ist, d.h. X = o Y+u

mit o > 0.

Fiir den Beweis von Eigenschaften der univariaten und spéter der multivariaten Normal-
verteilung bendtigen wir folgenden Satz aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung {iber die

lineare Transformation von Zufallsvektoren:
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Satz 9.3

Sei X ein Zufallsvektor mit Dichte f. Fir die lineare Transformation ¥ = T(X) =
A X +b, wobei A eine invertierbare n x n Matriz und b ein n X 1 Spaltenvektor seien, folgt
fir die Dichte von 'Y

Satz 9.4 (Eigenschaften der univariaten Normalverteilung)

Sei X univariat normalverteilt. Dann gilt:

1. Die Dichte von X ist gegeben durch

4. Var(X) = o2. Schreibweise: X ~ N(u, o)
5. Fiir die Zufallsvariable Z = aX + b gilt: Z ~ N(ap + b, a’0?)

6. Ist X' ~ N(p/,0"?) eine weitere Zufallsvariable und sind X und X' unabhdingig, dann
gilt: X + X' ~ N(u+ ;0% + 0'?)

Beweis:

zu 1) : Anwendung des Transformationssatzes fiir Dichten. Da X darstellbar ist als X =
w+oZ mit Z ~ N(0,1) folgt:

_1
J@) = F2( ) =

1 0’2t2

zu 2) : mx(t) = emy (ot) = eFe?
zu3) : E(X)=E(@Y +pu)=cEY)+p=n

zu 4) : Var(X) = Var(oY + p) = 0?Var(Y) = o?

zu 5) : Fiir die momenterzeugende Funktion von Z gilt nach Satz 9.2 3):

1,2,242 1 2,42
mz<t) _ ebteat,u-i—QO' a’t? _ et(au+b)+2(aa) t
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Dies ist aber die momenterzeugende Funktion einer normalverteilten Zufallsvariable mit

Erwartungswert ay + b und Varianz a?c?.

zu 6) : Fiir die momenterzeugende Funktion von X + X' gilt

mxix(t) = mx()mx(1) _ tutzot jtu+ 5070

ol )+ 5 (0% +0")t?
b

woraus nach Satz 9.2 5) die Behauptung folgt.

9.2 Die multivariate Normalverteilung

Nach den geleisteten Vorarbeiten definieren wir jetzt die multivariate Normalverteilung,

wobei wir die Definition zuriickfithren auf die univariate Normalverteilung.

Definition 9.4 (multivariate Normalverteilung)

Ein Zufallsvektor X = (X1, Xa,...,X,)" heifit genau dann multivariat normalverteilt,
wenn fir alle a € R™ die Linearkombination a1 X, + - - - + a, X,, univariat normalverteilt
oder einpunktverteilt ist. Dabei heifit eine Zufallsvariable Y einpunktverteilt, wenn sie nur

fir einen Wert ¢ eine positive Wahrscheinlichkeit besitzt, d.h. P(X = c¢) = 1.

Aus der Definition ergeben sich unmittelbar zwei Folgerungen:

Korollar 9.1
Sei X ein Zufallsvektor. Sind die Komponenten von X unabhdingig und univariat normal-

verteilt, dann ist X multivariat normalverteilt.

Beweis:
Aufgrund des Additionssatzes fiir univariat normalverteilte Zufallsvariablen (Satz 9.4 6)
ist a1 X1 + - -+ 4+ an X, univariat normalverteilt mit Erwartungswert > a;u; und Varianz
S a?o?, so daB8 aus der Definition der multivariaten Normalverteilung unmittelbar die
Behauptung folgt.

g

Korollar 9.2
Sei X multivariat normalverteilt. Sei weiterhin D eine m x n Matriz und d ein m x 1
Spaltenvektor. Dann ist auch der m—dimensionale Zufallsvektor Y = DX + d multivariat

normalverteilt.
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Beweis:
Sei a € R™. Dann ist 'Y = a'DX + a'd eine Linearkombination von X und damit

univariat normalverteilt , woraus die Behauptung folgt.

Satz 9.5
Sei A > 0 eine n x n Matrix und a ein n X 1 Spaltenvektor. Dann gilt:
1. Es existiert ein normalverteilter Zufallsvektor X mit der momenterzeugenden Funktion

mX(t) _ et’aJr%t’At

2. Sei X multivariat normalverteilt mit E(X) = p und Covx = X. Dann hat die mo-

menterzeugende Funktion von X die Form

mx(t) _ et’,qu%t’Et

Schreibweise: X ~ Np(u, X).

Beweis:

zu 1) : Sei Z = (Z1,...,%Zy,) ein Zufallsvektor mit unabhéngigen Z; und Z; ~ N(0,1).
Dann ist Z nach Korrolar 9.1 multivariat normalverteilt und damit nach Korrolar 9.2
auch eine Linearkombination X = A3 Z + a, wobei A3 wie auf Seite 118 definiert sei. Die

. . . . 1
momenterzeugende Funktion dieses Zufallsvektors ist mit u := A2t gegeben durch
X /(A3 Z4a) YA Z ta
mx(t) = E’(e ):E e =F|le e
’ / 1 4 !/ 4 .7
= ¢e'E <etAZZ> =e'"F (e" Z) =e'"F (eZ“ZZZ)
/ L7 / L7 /
~ et ([[en) = LB () = [ matu)
v u? " 1 U2 t'a Lo
= e“H67:e“62 =g %"
1 1
ta st/ AZAZE _ et’a—i—%t’At’

= €

wodurch 1) bewiesen ist.

zu 2) : Sei also X multivariat normalverteilt mit F(X) = p und Covy = X und sei
zunéichst ¢’ X univariat normalverteilt. Dann hat ¢’ X den Erwartungswert ¢y, die Varianz

t' 2t und die momenterzeugende Funktion:

mux (k) = E(ekt’X) — okt ut gt Stk?
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Nun gilt:

mx(t) = BE(e"X) = myx(1) = ' Ht3t' St

Der Nachweis fiir den Fall, daf§ # X einpunktverteilt ist, verlduft analog.

Satz 9.6 (Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung)

Sei X ~ Np(p, X) mit X > 0 (positiv definit).

1. SeiY = DX +d wobei D eine m x n Matriz und d ein m x 1 Spaltenvektor sei. Dann
gilt:
Y ~ Np(Du + d,DXD’)

2. X besitzt folgende Dichte:

x :;e_%(‘r—“)/zil(w—“).
0= e e

Beweis:

zu 1) : Die Behauptung folgt aus Folgerung 9.2 und durch Anwendung der Regeln {iber

die Erwartungswertbildung und die Kovarianzbildung.

zu 2) : Sei Z = (Z1,...,Zy), wobei die Z; unabhiingig und standardnormalverteilt seien.
Dann ist nach Folgerung 9.1 Z ~ N,(0,I,). Die Dichtefunktion von Z ist wegen der
Unabhingigkeit der Z; gegeben als das Produkt der einzelnen Dichten:
1 _1 2 1 /
o2) = e 127 = L i
27 V2T
Seinun X = ¥'2Z+p. X ist nach 1) N,, (2%0 + E%Inzé) = Np(p, X) verteilt. Gemis

dem Transformationsatz fiir Dichten (Satz 9.3) erhalten wir:

verwendet, siche Gleichung (6.5) auf Seite 118.
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9.2.1 Marginalverteilungen,Unkorreliertheit,Unabhéingigkeit

In diesem Abschnitt zeigen wir zunéichst, dass die Marginalverteilungen der multivariaten

Normalverteilung wieder normalverteilt sind:

Satz 9.7 (Marginalverteilungen)
Sei X ~ Ny(u, X) mit X > 0. Dann ist jeder r < n— dimensionale Subvektor X wieder

multivariat normalverteilt mit XV ~ N,.(u(V), XMWY, Dabei entstehen pM) und V) durch

Streichen der entsprechenden Zeilen und Spalten.

Beweis:

O.B.d.A. sei XM = (X1,...,X,). Dann lift sich X1 als Linearkombination von X
darstellen X1 = (It Opn—r)X wobei Oy n—y eine r x n — r Matrix ist, deren Elemente
samtlich Null sind. Nach Satz 9.6 1) ist dies multivariat normalverteilt. Erwartungswert

und Kovarianzmatrix ergeben sich entsprechend.
O

Der folgende Satz besagt, dass Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit im Falle der Normal-

verteilung dquivalent sind, eine Eigenschaft die im Allgemeinen nicht gilt:

Satz 9.8 (Aquivalenz von Unabhiingigkeit und Unkorreliertheit)
Sei X ~ Np(p, X) mit X >0 und X partitioniert mit

X b)) b))
X = ! und = = , XM= X X
Xz 142 2xox: XX,

Dann sind X1 und Xo genau dann unabhdngig, wenn X1 und Xo unkorreliert sind, d.h.

ZXng = ZX2X1 =0 gilt.

Beweis:

Die Behauptung, dafl aus der Unabhéngigkeit die Unkorreliertheit folgt, muf3 nicht be-
wiesen werden, da dies allgemein gilt, d.h. unabhingig davon welche Verteilung zugrun-
deliegt (vgl. z. B. Fahrmeir et al., 2001). Seien also nun X; und Xs unkorreliert, d.h.
Yxix, = Xx,x, =0, und ¢’ = (t1,t2) mit t; € R", to € R"™". Dann gilt

t'p =t + tops
und
Xt =) Xx, t1 + th X x, to.
Damit ergibt sich die momenterzeugende Funktion von X gemif Satz 9.5 2) zu

= etl1“1+tl2ﬂ2+%t/1EX1t1+%t/22X2

mx (t) 2 = mx, (t1)mx,(t1),

woraus nach Satz 9.2 4) die Behauptung folgt.
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9.3 Testverteilungen: x? — t — und F—Verteilung

Wir behandeln im Folgenden einige Verteilungen, die aus der Normalverteilung abgeleitet
sind bzw. einen Zusammenhang mit der Normalverteilung aufweisen. Diese Verteilungen
haben ihre Bedeutung insbesondere als Verteilungen von Teststatistiken bei bekannten

Tests in der Statistik.

9.3.1 Die x?>Verteilung

Bei der x?-Verteilung handelt es sich um einen Spezialfall der Gammaverteilung. Wir

definieren also zunichst die Gammaverteilung und beweisen einige Eigenschaften:

Definition 9.5 (Gammaverteilung)
Seip >0 und A > 0. Eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichte

fa) F)E;xp_le_)‘x z>0
) =

0 sonst
heifst gammaverteilt. Schreibweise: X ~ G(p, \)

Damit dies wohldefiniert ist, mufl gezeigt werden, dal das Integral {iber die Dichte eins

ergibt.

Beweis:

Unter Verwendung der Gammafunktion erhalten wir:

/—aﬁpfle*k”dx = —/xpfle*)‘xdx = /
/ I'(p) I'(p) / /

Satz 9.9 (Eigenschaften der Gammaverteilung)
Sei X ~ G(p,\). Dann gilt:

L= (7))
2. B(X) :%
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D
T2

4. SeiY ~ G(p',\) und seien X und Y unabhingig. Dann gilt:

3. Var(X)

X+Y ~Gp+p.A)

Beweis:

zu 1) : Unter Verwendung der Gammafunktion gilt:

(t) i p—1,-Az tz g AP 77w\ d
mx(t) = /x_e_ edr = /( > e “du
X () | LA -1 ) \A—1

subst. : u=z(A—t)
AP yi A NP
_ p—1 Uy =
Hmu—wp!“ © (A—J

zu 2) : Es gilt m/y (t) = APp(A — 1)~ P+D) und damit nach Satz 9.2 2) fiir den Erwartungs-

wert:

zu 3) : Es gilt m/% (t) = AWPp(p+1)(A—1)~ P2 und damit nach Satz 9.2 2) fiir die Varianz:

2 2
Var(X) = B(X?) - B(X)? = ml(0) - Ly = PEED 7

zu 4) : Anwendung von Satz 9.2 5).

Mit Hilfe der Gammaverteilung definieren wir jetzt die y?-Verteilung:

Definition 9.6 (y*—Verteilung)
Eine gammaverteilte Zufallsvariable X mitp =5, n € N und A\ = % heifit x?—verteilt mit

n Freiheitsgraden. Eine x?-verteilte Zufallsvariable hat also die Dichte

Schreibweise: X ~ x2

Aus den Eigenschaftender Gammaverteilung ergeben sich folgende Eigenschaften der y2—

Verteilung:
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Satz 9.10 (Eigenschaften der x>—Verteilung)
Sei X eine x?-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt:

- (5)’

1-2¢
2. E(X)=n

3. Var(X)=2n

4. Sei Y ~ x2 und seien X und Y unabhingig, dann gilt: X +Y ~ X’?H—m

In den folgenden Sétzen stellen wir den Zusammenhang zur Normalverteilung her:

Satz 9.11 (Zusammenhang zur Normalverteilung)
Sei X = (X1,...,X,) ~ N(0,I). Dann ist

n
V=Y X7=X'X
=1

X2 —verteilt.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dal Z := X? x? verteilt ist, da dann aus dem Additionssatz 9.10
4) die Behauptung folgt. Dies kann mit Hilfe des Transformationssatzes fiir Dichten (Satz
77) bewiesen werden:

Mit T(z) = 22 und der Zerlegung von R in G; = | — 00;0[ und Go = ]0, co[ sowie der
Nullmenge N = {0} gilt T/ # 0 fiir alle x € G;. Damit folgt fiir die Dichte von Z:

I 1
vV 27Te i ¢’
M) = == 7 Doeel + T Dol = 5=

V2w 1
Dies ist wegen I'(3) = \/m die Dichte der x} Verteilung.

Satz 9.12 (Zusammenhang mit der Normalverteilung)
Sei X ~ Np(u, X) mit X > 0. Dann gilt:

Y= (X =)/ S7HX = p) ~ x;

n

Beweis:
Sei Z := Z_%(X —p) = SrX - E_%,u. Z ist nach Satz 9.6 1) multivariat normalverteilt

mit
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und

Var(Z)= X 25X 2 =X 253535 3 =,

d.h. Z ~ N,(0,I) mit unabhéingigen Z;. Die Behauptung folgt nun unter Zuhilfenahme

von Satz 9.12 aus:

77 = (875X —p) THE — ) = (X — ) TTHX — p).

Satz 9.13

Sei X ~ Ny,(0,I), B eine m x n (m < n) Matriz und R eine symmetrische idempotente

n x n Matriz mit Rg(R) = r. Dann gilt:

1. X'RX ~ x?

2. Aus BR = 0 folgt die Unabhingigkeit der quadratischen Form X'RX wvon der Linear-
form BX.

Beweis:

zu 1) : Wegen Korrolar 6.3 existiert eine orthogonale Matrix P mit P'RP = A, wobei

I,
A= 0.
0 0

Sei Y := P’X, d.h. X = PY. Offensichtlich ist Y N, (0, I) verteilt. Mit der Partitionierung
Y' = (V7' Yy'), wobei Y] ein 7 x 1 und Y5 ein (n — r) x 1 Spaltenvektor ist, gilt:

I, 0 Y
Y'P'RPY = (V7' Vo)) '
0 0 Yy

- ('L 0) ( h

X'RX

=Y1'V1 ~ x?
n) "

Dabei wurde im letzten Schritt auf Satz 9.12 zuriickgegriffen.

zu 2) : Ziel ist es BX als Linearkombination des Vektors Ys darzustellen. Wegen X'RX =
Y1'Y1 und der Unabhiingigkeit von Y7 und Y5 sind dann auch BX und X’R.X unabhingig.
Es gilt:
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BR =0
BI,R =0
BPP'R =0
BPP'RP =0

I. 0
BP =0
0 0

Nun folgt mit Hilfe der Partitionierung von C := BP in eine m x r Matrix C; und eine

rree

m X (n —r) Matrix Ca:
L. 0 L. 0
0=0C = (C; Cy) =C;
0 0 0 0
Damit ist wegen C = (C; Cz) und C; = 0 gezeigt, daBl C die Gestalt

C=(00Cy)

besitzt. Die Behauptung folgt nun aus

Y,
BX = BPY = CY = (0 Cy) ( Y1 ) = CyYs.
2

Satz 9.14
Seien X1,..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit X; ~ N(u,0?) und sei S? gegeben
durch

Dann gilt:

n—1

1. 3

2 2
o 5%~ Xn—1

2. 8% und X sind unabhingig.

Beweis:
Der Beweis geschieht durch eine Ubertragung auf den allgemeineren Fall in Satz 9.13.
Dazu verwenden wir im Folgenden die idempotente Matrix
1
C=I--11
n

aus den Beispielen 1.12 und 6.5. Fiir B := 11/ gilt wegen 1.12 4) BC = 0.
X _
Sei nun Z; := iy Z; ist standardnormalverteilt und Z := (Z1,...,2Z,) ~ Ny(0,I).
o
Wegen 1.12 6) erhalten wir
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Z'CZ =Y (Z;— Z)%.
i=1
Weiter gilt
1 _
BZ=-17Z=1"7
n

n

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 9.13 erfiillt und wir erhalten: Z (Zi — Z)*
~ i=1
ist x2_; verteilt und ist unabhiingig von Z. Daraus folgt die Behauptung fiir X unter
2

n
Beachtung von X = ¢Z + p und S? = 071 Z (Z; — Z).

T =1

9.3.2 Die t—Verteilung

Definition 9.7 (t—Verteilung)
Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable und Y x2 wverteilt und seien X und Y
unabhdngig, dann heifst
X
T=—
Y

VE

t—verteilt mit n Freiheitsgraden. Schreibweise: T ~ t,,

Satz 9.15 (von Student)
Seien X1,. .., X, unabhdingige N(p,0?) verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt:

X —
TM\/ﬁNtnfl

Beweis:

X — n—1

Sei U := P/nund V= -—S2. Unter Verwendung von Satz 9.3 5) ist U N(0,1)
o o
verteilt , wihrend V nach Satz 9.14 1) x2_,-verteilt ist. Nach Definition der t—Verteilung

gilt:
U

V

n—1

~tn_1

Die Behauptung folgt nun aus der folgenden Umformung;:

vt Xy

\/ Vv \/712152 - S
n—1 a

n—1

N
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9.3.3 Die F—Verteilung

Definition 9.8 (F—Verteilung)
Seien X1 ~ x2 und Xo ~ x2, unabhingige Zufallsvariablen. Dann heifit

pooXim
XQTL

F-verteilt mit n und m Freiheitsgraden. Schreibweise: F' ~ Fy,

Satz 9.16
Sei X ~ N, (0,1) und seien die n x n Matrizen R und S symmetrisch und idempotent mit

rg(R) =r und rg(S) = s, und es gelte RS = 0. Dann gilt:

1. X'RX und X'SX sind unabhingig.

s X'RX

-  F
r X'SX e

Beweis :

zu 1) : Wegen Korrolar 6.3 existiert eine orthogonale Matrix P mit

P'RP = A,

IL. 0
A= .
0 0

Sei analog zum Beweis von Satz 9.13 Y := P’X und Y partitioniert mit Y = (Y] Y2). Wie

wobei

im Beweis von Satz 9.13 1) gezeigt, gilt:
X'RX =YV,

Ziel ist es nun wiederum X’SX in einen Ausdruck umzuformen, der nur von Y5 (und nicht
von Y7) abhéingt, da dann wegen der Unabhéngigkeit von Y] und Ys die Behauptung folgt.
Sei also G := P’SP. Offensichtlich ist G symmetrisch und es gilt:

GA=P'SPP'RP = P'SRP = P/(RS))P =0
In partitionierter Form 148t sich dies darstellen als
G11 Gi2 I. 0\ (00
Go1 G2z 0 0 00)’

woraus sofort G117 = 0 und G2 = Ga1 = 0 folgt. G besitzt also folgende Gestalt:
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0 0
G =
0 Ga2

Nun folgt die Behauptung aus folgender Umformung:

X'SX =Y'P'SPY =Y'GY = Yy'GaaYo

zu 2) : Wegen Satz 9.13 1) ist X’RX x2 verteilt und X’SX 2 verteilt. Aufgrund der in 1)
gezeigten Unabhéngigkeit folgt die Behauptung direkt aus der Definition der F—Verteilung.

O
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Das klassische lineare Regressionsmodell

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem linearen Regressionsmodell. Die lineare Regres-
sion spielt zweifellos eine Hauptrolle in der Statistik. Allgemein geht es bei Regressionsmo-
dellen um die Beschreibung des Zusammenhangs zwischen einer primér interessierenden
Variable Y und einer Reihe von beeinfluflenden Variablen X7,..., Xg. Wie iiblich in der
Statistik ist der Zusammenhang nicht exakt, sondern vielmehr {iberlagert von unbeob-
achteten zufalligen Storgrofien. Dieses Kapitel soll keine umfassende Abhandlung linearer
Regressionsmodelle bieten, sondern als (durchaus komplexe) Anwendung der Matrixalge-

bra dienen.

10.1 Modelldefinition

Gegeben sei eine primér interessierende Variable Y und eine Menge X = (X1,...,Xk)’
von sogenannten Kovariablen (auch unabhdngige Variablen). Y heifit Responsevariable
(kurz: Response) oder auch abhdngige Variable. Man nimmt an, daf} ein funktionaler Zu-

sammenhang zwischen Y und den Kovariablen besteht, d.h.
Y =f(X)=f(X1,...,XK).

Im Rahmen der linearen Modelle wird speziell von einem linearen Zusammenhang zwischen

Y und X ausgegangen, d.h.
Y=5X1+ -+ PrxXk. (10.1)

In der Regel gilt der Zusammenhang nicht exakt, sondern wird durch eine zufillige
Storgrofe e kontaminiert /iiberlagert/gestort wird. Wir gehen im Folgenden von einer ad-
ditiven Uberlagerung des Zusammenhangs zwischen Y und X aus, d.h. das Modell (10.1)
wird zu

Y:ﬂle—F"'—FﬁKXK-F&.

Aufgabe der Statistik ist es die Art und Weise des Zusammenhangs zu bestimmen. Dies

ist gleichbedeutend mit der geeigneten Schiitzung des Parametervektors 8 = (31, ..., Bk)’.
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Zu diesem Zweck werden Daten y; und x; = (241,...,2x), t = 1,...,T, erhoben, so da8

man fiir jeden Beobachtungspunkt die Gleichung

Yy = bz + ...+ BTk + & (10.2)
erhalt. Definiert man die T x 1 Vektoren

Y1 €1

yr €T

sowie die Designmatriz X der Dimension T' x K

11 0 1K

rr1 o ITK

so lassen sich die T' Gleichungen aus (10.2) kompakt in Matrixnotation schreiben:
y=Xp[+e.

Im Rahmen des klassischen linearen Modells werden iiber den Vektor € der Storgrofien

folgende Annahmen getroffen:

— E(e) =0, d.h. die Stérungen sind im Mittel Null;

— E(eg’) = Cov(e) = 0?1, d.h. die Varianz der Stérgréfien bleibt konstant und die Stérun-

gen sind von Beobachtung zu Beobachtung unkorreliert;
Fiir die Designmatrix X nehmen wir zusétzlich an, dass

— X nichtstochastisch ist und

—1g(X) = K, d.h. X hat vollen Spaltenrang bzw. ist spaltenregulir.
Insgesamt erhalten wir das klassische lineare Regressionsmodell:
l.y=X0B+¢
2. E(e)=0
3. E(ge’) = 0’1

4. X ist nichtstochastisch und besitzt vollen Spaltenrang.
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Als einfache Folgerungen erhilt man
Ely)=EXpf+e)=Xp+ E(e) =Xp
und

Cov(y) = Cov(XB + ¢) = Cov(e) = o°L.

Beispiel 10.1 (univariates Regressionsmodell)

Einen wichtigen Spezialfall des linearen Modells stellt das univariate Regressionsmodell

dar, das eine Konstante und nur eine unabhéngige Variable X enthilt:

Yyt = Bo + Bzt + & (tzl,...,T)
Die Designmatrix hat in diesem Fall die Gestalt

1.1‘1

Beispiel 10.2 (multiples Regressionsmodell mit Intercept)
Das multiple Regressionsmodell mit konstantem Glied (sogenannter Intercept) ist gegeben
durch

yr = Bo + Brxy + -+ + Br ik (t=1,....7)

Fiir die Designmatrix X gilt in diesem Fall

1 21w - mk

1 =z - 27K

Beispiel 10.3 (nichtlineare Beziehungen)

Im Rahmen der linearen Modelle kénnen durchaus auch nichtlineare Beziehungen zwischen
der abhéingigen Variable und den Kovariablen behandelt werden. Betrachte zum Beispiel
das folgende Modell

yr = f(2e) + et = Po+ Bz + 52%2 + 5323 + €ty

indem die Funktion f ein Polynom dritten Grades ist. Wir kénnen dieses Modell auf ein

einfaches lineares Modell zuriickfithren, indem wir die Variablen z1s := 2z, xor 1= zt2 und
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x3; := 2z definieren. Damit erhalten wir wieder ein lineares Modell. In Abhingigkeit der

Beobachtungen z; ergibt sich die Designmatrix zu

1 oz 22 23
X = :
2 .3

1 20 27 2y

Im Allgemeinen lassen sich alle nichtlinearen Beziehungen auf ein einfaches lineares Mo-
dell zuriickfithren, solange sie linear in den Parametern sind. Ein Beispiel fiir ein echtes

nichtlineares Modell ist gegeben durch

Y = f(2t) + ¢ = Po + Bisin(Bazt) + &

10.2 Die Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Abschnitt stellen wir die Methode der kleinsten Quadrate dar, mit deren Hilfe
aus den Daten vy, z1¢,...,2x¢, t = 1,..., T, die unbekannten Parameter 5 = (01, ..., fk)’

geschéitzt werden kénnen.

Wir bezeichnen im Folgenden den geschitzen Parametervektor mit B = (Bl, e ,BK)’ .
Diese Unterscheidung ist notwendig, da es wohl kaum je gelingen wird den ”wahren” Pa-
rametervektor 3 ohne Fehler zu schitzen, so dass stets 3 # B gilt. Mit Hilfe des geschétzten
Parametervektors konnen wir dann auch fiir jede der 7' Beobachtungen einen Schétzwert

7t fiir y; bestimmen. Es liegt nahe
i = broy+ -+ Braky

zu verwenden. Der Schatzfehler, d.h. die Abweichung des wahren Wertes y; vom Schétzwert

7 heifit Residuum und wird mit &; bezeichnet. Es gilt
Et =Yt — Ut =Yt — xéBt

Es ist wichtig zu verstehen, dass die Residuen &; nicht gleich den Storgréfien ; sind, die wie
der Parametervektor 5 unbekannt sind. Vielmehr kénnen die Residuen €; als Schéitzungen

fiir e; angesehen werden.

Unser Ziel ist es, den Vektor 3 der geschiitzten Regressionsparameter so zu bestimmen,

daB die Abweichungen
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yt_@t:yt_xéﬁzé
der Schitzwerte 4; von den wahren Werten y; in ihrer Gesamtheit moglichst klein werden.
Im folgenden bezeichne £ ein beliebige Wahl fiir den Vektor der Regressionskoeffizienten.

Unter anderem sind folgende Minimierungsanséitze denkbar:

T T
1. S1(8):==> |y — =Bl = |&] =l€llh — min
t=1 t=1 B
~ T ~ T
2. S2(B) =Y (yr—xP)’ =D & =& =|él3 — min
t=1 t=1
3. Sc(B) = max [y — )] = max [&] = [l — min

Der zweite Ansatz ist als Methode der kleinsten Quadrate (KQ-Methode) bekannt und
wird am h&ufigsten verwendet. Einer der Hauptgriinde dabei ist sicherlich, dass die Me-
thode der kleinsten Quadrate mathematisch am besten handhabbar ist. Dariiberhinaus
besitzt der nach der KQ-Methode gewonnene Schétzer eine Reihe wiinschenswerter stati-

stischer Eigenschaften, vergleiche Abschnitt 10.5.

Bei der Bestimmung des Minimums von S (B) wollen wir zunéchst noch nicht voraussetzen,

dass X vollen Spaltenrang besitzt. Wir formen zunéchst Sz (f) um:

Se(B) = ée (10.3)
= (y—XB)(y—Xp)
= yy—FX'y—y X+ XX
= y'y—2¢y'XB+ FX'XG.
Man iiberzeugt sich leicht, dafl alle vorkommenden Gréflen Skalare sind. Unter Verwendung
von Satz 8.2 7) und 8.2 10) erhalten wir

85’(/8) _ / IN R
8@ =2X"y+2X'Xg. (10.4)
sowie 5
782 SW) =2X'X
CYetide '

Da die Hesse Matrix nach Satz 7.4 nichtnegativ definit ist, erhalten wir die Losungen 5’

des Minimierungsproblems S((3) — min durch Nullsetzen von (10.4). Wir erhalten also
£ als Losungen der sogenannten Normalgleichungen
X'X3 =X'y.

Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Normalgleichungen immer l6sbar sind und bestim-

men die Losungsmenge:
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Satz 10.1 (Lésungen der Normalgleichungen)
Die Normalgleichungen X'X3 = X'y sind stets losbar mit der Lisungsmenge

B=(XX)"X'y+(I-(XX)"X'X)w, (10.5)
wobei w € R beliebig ist.

Beweis

Allgemein ist nach Satz 5.6 ein Gleichungssystem Ax = ¢ genau dann losbar,
wenn AA~¢ = c gilt. Das heiBt, daB X'X3 = X'y genau dann l5sbar ist, wenn
X'X(X'X)" X'y = X'y. Zuniichst gilt (aufgrund der Definition der verallgemeinerten In-
versen) X'X(X'X)"X'X = X’'X. Daraus folgt unter Zuhilfenahme der Kiirzungsregel
(vgl. Satz 1.4) die Beziehung X(X'X)~X'X = X. Durch transponieren auf beiden Sei-
ten erhalten wir X'X(X’X)~X’ = X’ und schlieflich durch Rechtsmultiplikation von y
die gewiinschte Beziehung X'X(X'X)~ X'y = X'y. Die Normalgleichungen sind also stets
16sbar. Die Losungsmenge erhilt man wieder durch Anwendung von Satz 5.6 auf den

vorliegenden Fall.
O

Bemerkung
Besitzt die Matrix X vollen Spaltenrang, d.h. rg(X) = K, so ist X'X regulir und damit

invertierbar. In diesem Fall sind die Normalgleichungen eindeutig 16sbar und es gilt
g =(X'X)"'X'y. (10.6)

Um den Loésungsvektor B zu berechnen, ist es natiirlich nicht notwendig die Inverse von
X'X zu berechnen, es geniigt die Normalgleichungen zu 16sen. Man beachte, dass zur Be-
rechnung der Inversen mehrere Gleichungssysteme gelost werden miissen, die Berechnung
von 3 iiber (10.6) ist also wenig effizient. Bei Gleichung (10.6) handelt es sich lediglich um
eine kompakte Darstellung des KQ-Schitzers. Zur Berechnung des KQ-Schitzers (10.6)
kann man beispielsweise das in Abschnitt 7.2 auf Seite 129 dargestellte Verfahren zur

Losung linearer Gleichungssysteme verwenden, das auf der Choleskyzerlegung beruht.

Satz 10.2

Fiir zwetr Losungen Bl und Bg der Normalgleichungen gilt die Beziehung

X3 = X

Beweis

Jede Losung der Normalgleichungen B hat die Gestalt (10.5) und wir erhalten
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X = X(X'X) X'y +X(I - (X'X)"X'X)w
= X(X'X) X'y + (X - X(X'X)"X'X)w.

Im Beweis von Satz 10.1 haben wir mit Hilfe der Kiirzungsregel 1.4 gesehen, dass X =
X(X'X)~X'X. Damit erhalten wir

X3 =X(X'X)"Xy,

d.h. X B ist unabhéngig von w woraus die Behauptung folgt.

Zur Interpretation des Satzes:

Selbst wenn die Normalgleichungen nicht eindeutig losbar sind, so sind zumindest die

geschéitzten Werte

j=Xp =Xp
fiir alle Losungen der Normalgleichungen gleich.
Beispiel 10.4 (univariate Regression)

Fiir das Modell
y=0+ iz +e t=1,....,T

haben wir in Beispiel 10.1 fiir die Designmatrix

erhalten. Eine einfache Rechnung ergibt

xx=| I =
>oa Y}

X/y:( Zyt )
> Tyt

Damit erhalten wir fiir die die Normalgleichungen

sowie

L THh+Y k=3
I Y zbBo+Y a?f =3 2y

bzw.
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L Bo+/T=7
I by + (122 = 7.

Durch Auflésen erhalten wir als Losungen

s S nm—)

o= - > (2 —2)?
B = >o(xe —7)(ye — 9)
Yowg—x)?

bzw. mit den Abkiirzungen

M=
P
3
|
B
I
™
L8
|
N
I
(Y]

Sxx =
=1 =1
T T
Syy = > (w—9*=> v —-Ty
t=1 t=1
T T
Sxyv = > (@w—2)y—9)=> vpa—Tyz

I
I
T
I

die beiden einprigsameren Formeln

> Sxy
Bo = ¥ Sy ©
- Sxy
fr = Sx

10.3 Die KQ-Methode unter linearen Nebenbedingungen

Gelegentlich kann der Vektor § der unbekannten Parameter nicht jeden beliebigen Wert des
R’ annehmen, sondern nur einen eingeschriinkten Wertebereich. Ziel dieses Abschnittes

ist die Bestimmung des KQ-Schéitzers im Modell

y=XpG+e,
wenn fiir § die lineare Restriktion
R 6 = r
(JXK) (Kx1) (Jx1)

mit rg(R) = J gilt (d.h. es miissen J linear unabhéngige Nebenbedingungen erfiillt sein).
Zusiétzlich sei in diesem Abschnitt vorausgesetzt, dafl die Designmatrix X vollen Spalten-
rang besitzt, d.h. rg(X) = K. Wir werden die KQ-Methode unter linearen Nebenbedin-
gungen insbesondere auch in Abschnitt 11.3 beim Testen von linearen Hypothesen iiber die

Regressionsparameter brauchen. Zunéchst folgen einige Beispiele fiir lineare Restriktionen.
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Beispiel 10.5 (lineare Restriktionen)

1. Kenntnis einer Komponente, z. B. 3; = ;. In diesem Fall erhdlt man

r = 3
(1x1)
sowie fiir die Matrix R
R = (0,...,0,1,0 ,0)
(I1XK) I

2. Kenntnis eines Subvektors, O.B.d.A seien die ersten J Komponenten von (3 bekannt,
dh. g =08 i=1,...,J. Wir setzen g := (8], ...,3%)". Dann erhalten wir

r = [
(Jx1)
und

1 0o 0 - 0 Zeile 1

1 0O 0 - 0

R —

(JXK) 0o - 0

0 0 1 0 - 0 Zeile J

sowie

R = (1,-1,0,...,0).

(I1xXK)

4. Gleichheit dreier Komponenten, z.B. sei 31 = 2 = (3. Diese Bedingung ist dquivalent

zum Gleichungssystem

i — Bo =0

Bo — B3 =

und wir erhalten
0

7" =

(2x1) O
und

1 -1 00 --- 0

R =
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Man beachte, dass die Darstellung linearer Restriktionen i.a. nicht eindeutig ist. Zur Ver-

deutlichung betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 10.6
Die Nebenbedingung

pr=1 r=1 R = (1,0,...,0)
ist offensichtlich dquivalent zu

26 =2 r=2 R = (2,0,...,0).

YA

Im Folgenden soll nun der KQ-Schétzer unter linearen Nebenbedingungen berechnet wer-

den. Ziel ist die Minimierung der Zielfunktion

S2(B) = (y — XB)'(y — XB) = y'y — 2y’ XB + FX'Xp
unter der Nebenbedingung
RG=r.

Wir beweisen folgenden Satz.

Satz 10.3 (KQ-Schiitzer unter linearen Restriktionen)

Der KQ-Schdtzer BR unter linearen Restriktionen ist gegeben durch
A=+ (X'X)T'R(R(X'X)"'R')(r —Rp),
wobei 3 der unrestringierte KQ-Schétzer ist.

Beweis:

Die Losung erfolgt mit dem sogenannten Lagrange-Ansatz (vergleiche z.B. Forster 1999):

S2(B;A) = S2(B) — 2N (RG — 1)
= 9yy—2 y’XB + AX'XB3—2NRE — 2\,

mit einem Spaltenvektor A von Lagrange-Multiplikatoren der Dimension (J x 1). Unter

Verwendung von Satz 8.2 7) und 8.2 10) erhalten wir:

9 S2(B; \)
BK;

0 S2(B; \)
o\

= 2X'y+2X'X3-2R/\

—2RG+2r
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Nullsetzen liefert die folgenden beiden Gleichungen:

. XXB-Xy=R\
II. RA=r

Wir 16sen beide Gleichungen zuerst nach A und anschlieBend nach 3 auf. Multiplikation

von I. mit (X'X)~! von links liefert
B—p3=(X'X)"'R/A
Multiplikation dieser Gleichung mit der Matrix R von links ergibt
RA-RAB=R(XX) 'R\
Durch Einsetzen von II erhalten wir
r—RA=R(X'X)"'R'\
und damit
A= RXX)"IR ) (r—RA).

Dabei haben wir ausgeniitzt, dass die Matrix R (X'X) 'R’ gem#8 Satz 7.3 2) positive

definit ist und damit invertierbar.

Einsetzen von A in I liefert

X'X3-Xy=RRXX)'R)'(r-Rj3)

und schliefilich

f=p3+XX)RRXX)R ) (r—RA).

Im folgenden Beispiel betrachten wir noch einen wichtigen Spezialfall:

Beispiel 10.7
Sei [ unterteilt in zwei Subvektoren 1 und (2, d.h. 5 = (3], 35)". Betrachte die Restrik-

tion #; = 0. Dann 148t sich zeigen, dafl die restriktive KQ-Schitzung von [ mit der
gewOhnlichen KQ-Schétzung im reduzierten Modell y = X2 + € iibereinstimmt, d.h.

~ R _
O = (X5X3) ' Xby,

wobei X5 aus den Spalten von X besteht, die (o betreffen.



166 10. Das klassische lineare Regressionsmodell

10.4 Geschitzte Werte, Residuen, Streuungszerlegung

10.4.1 Geschitzte Werte

Eine naheliegende (ex post-)Vorhersage ¢ von y ist
j=XB,

wobei wie bisher 3 = (X'X)"1X'y die gewdhnliche KQ-Schiitzung fiir § bezeichnet. Fiir
7 gilt

wobei die T' x T' Matrix

P=XX'X) X’

die sogenannte Prediction-Matriz oder auch Hat-Matriz ist. Es gilt:

Satz 10.4 (Eigenschaften der Hat-Matrix)
Die Hat-Matrix P besitzt folgende Eigenschaften:

1. P ist symmetrisch.
2. P st idempotent.

3. rg(P)=sp(P) =K.

Beweis:
Die Eigenschaften 1) und 2) sieht man durch einfaches nachrechnen. Die Eigenschaft 3)

folgt unter Zuhilfenahme von Korrolar 6.3 und Satz 4.7 4) aus

rg(P) = sp(P) = sp(X(X'X)7'X) = sp(X'X(X'X) ") = sp(Ix) = K.

10.4.2 Residuen

Eine naheliegende Schitzung des Fehlerterms ¢ sind die Residuen é = y — 4. Es gilt
e=y—y=y—Py=>I-Ply=Qy,
wobei die T' x T Matrix Q gegeben ist durch

Q=1-P=I-X(XX)'X"
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Fir Q gilt:

Satz 10.5 (Eigenschaften von Q)
Die Matriz Q besitzt folgende Eigenschaften:

1. Q ist symmetrisch.

2. Q ist idempotent.

5.19(Q) =sp(Q) =T - K.

Beweis:

Analog zu Satz 10.4.

10.4.3 Geometrische Eigenschaften der KQ-Schitzung
Im folgenden Satz zeigen wir wichtige geometrische Eigenschaften der KQ-Schétzung:

Satz 10.6 (Geometrische Eigenschaften der KQ-Schitzung)

Fiir den Zusammenhang zwischen Designmatric X und den Residuen € bzw. zwischen

Residuen und g gilt:

1. X'é =0, d.h. die Spalten von X sind orthogonal zu den Residuen.

2. 4'é¢ =0, d.h. die geschitzten Werte sind orthogonal zu den Residuen.

Beweis:

zu 1): Unter Zuhilfenahme von Eigenschaften der Hat-Matrix P (siehe Satz 10.4) gilt

X's = X' (I-Py

= X'y—-X'Py

= X'y - X'X(X'X) X'y
= X'y-Xly

= 0.

zu 2): Wiederum unter Zuhilfenahme von Eigenschaften der Hat-Matrix erhalten wir:

7 é

/'7\ —
yP (I -P)y
= y'Py—y'PPy

<
(L}
I
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= yPy—y'Py
- 0.

O

Im folgenden Satz zeigen wir noch Implikationen von X’é = 0 fiir ein Modell mit Intercept:
Satz 10.7
Im Modell

yt = Po+ bzt + -+ + Brrkt + & (t=1,...,7)

mat Intercept gilt:

T T
- 1
1. € =0 bzw. € = — €+ =0, d.h. die Residuen sind im Mittel Null.
_ 1 &
2. 9= T Z U = Y, d.h. der Mittelwert der Geschdtzten Werte ist gleich dem Mittelwert
=1

der beobachteten Werte.

3. Die Regressionshyperebene geht durch den Schwerpunkt der Daten d.h.
J=Bo+ a1+ + Brik.
Beweis:

zu 1) Da die erste Spalte x; der Designmatrix der 1-Vektor ist, folgt die Behauptung

unter Zuhilfenahme von Satz 10.6 1) aus

zu 2) Mit 1) gilt

zu 3) Es gilt

Neay
Il
el
M=
<

o~
Il
_

1
=l
M=

@t +yr — Qt)

i
I

I
N =
M=

(Bo + 2B+ -+ TreBr + €t)

“
I
—
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= % é:l (Bo + 21051 + -+ + T Bre).-
O
10.4.4 Streuungszerlegung
Im allgemeinen linearen Regressionsmodell gilt die Beziehung
y=79-+e, (10.7)

und damit natiirlich auch
y/ — g/ + é/.

Aus diesen beiden Aussagen folgt unmittelbar

vy = ' +&)g+9)
= J9+ §é+ gy +é¢
N =~
=0 =0
= Jg+éeé

Im Folgenden wollen wir eine Formel fiir die Streungszerlegung herleiten, wenn das Modell

einen Intercept enthélt. Hier gilt:

Satz 10.8 (Streuungszerlegung im Modell mit Intercept )

Im linearen Modell mit Intercept
Y = Bo+ frxu + - + Brak + & (t=1,...,7)

gilt die Strevungszerlequngsformel

T T T
SN —9)2=> -9+ & (10.8)
t=1

t=1 t=1

Mit den Abkiirzungen
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T
SST = Z (ye — 7)* Total Sum of Squares
t=1
T
SSR = Z (5: — 9)* Regression Sum of Squares
t=1
T
SSE = Z £2 Error Sum of Squares oder
t=1

Residual Sum of Squares
geht (10.8) iiber in

SST = SSR + SSE.
Gesamt- B erklirte n Rest-
variation Streuung Streuung

Bei der Herleitung der Streuungszerlegung benutzen wir wieder die spezielle idempotente

Matrix C aus Beispiel 1.12. Multiplikation von (10.7) mit C ergibt

Beweis:

Cy = Cj + Cé.

Aufgrund von Eigenschaft 1) in Beispiel 1.12 und Satz 10.7 1) gilt Cé = £ und es folgt

bzw.

Damit folgt

yCCy = (§'C + &)(Cj + &)
= J/CCy + §/Cé + £Cy + &¢
= §Cy + §é + &y + e

GemiB Eigenschaft 6) aus Beispiel 1.12 gilt y’CCy = 3'Cy = (% — %)? und unter
zusitzlicher Beachtung von § = ¢ folgt 9/Cy = >.(9; — 9)?. Nach Satz 10.6 2) folgt
7'é = €'y = 0 und wir erhalten

T T T
Dy —9)2=>_ -9+ &
t=1

t=1 t=1
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Man beachte, dafl bei der Herleitung dieser Streuungszerlegungsformel entscheidend mit

eingeht, dafl das Modell ein konstantes Glied enthélt!
O

Mit Hilfe der Streuungszerlegungsformel 148t sich ein Mafl definieren, welches die Giite

der Anpassung der Regression an die Daten mifit, das sogenannte Bestimmtheitsmafl B:

Definition 10.1 (Bestimmtheitsmaf)

Im linearen Modell mit Interecpt ist das Bestimmtheitsmafl definiert als

SSR SSE
— p2 _ 2
B =R = SST ! SST
Wegen SSI' = SSR + SSE gilt die Ungleichungskette
0<R*<1.

Je niher R? bei 1 liegt (oder 1 — R? bei 0), desto kleiner ist die Residuenquadratsumme
SSE, d.h. desto besser ist die Anpassung an die Daten. Ist umgekehrt R? nahe bei 0 (d.h.
1 — R? nahe bei 1), so ist die Residuenquadratsumme grof, und damit die Anpassung des

Modells an die Daten gering.

Bemerkung:

Im Spezialfall des univariaten Regressionsmodells mit konstantem Glied

y=pPo+br+e

kann man zeigen, dass
52
B=R2— 2 — Xy
P = BxxSvy’
wobei p? den quadrierten empirischen Korrelationskoeffizienten zwischen X und Y be-

zeichnet.
Allgemein gilt fiir das Bestimmtheitsmaf:
Satz 10.9

Seiy = X101 + Xof2 +ex = X3+ ex ein volles Modell, und y = X101 + €x, ein darin
enthaltenes Submodell. Dann gilt:

R% — R%, >0,

d.h. das multiple Bestimmtheitsmaf8 B steigt mit zunehmender Anzahl der Regressoren
(Kovariablen) automatisch an, ohne dass sich dabei die Gite der Anpassung signifikant

verbessern mu.
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Beweis:
Wegen
Evéx
R2 —1— X
X SST
und o
Ex,EX
R} =1- S~
X1 SST

ist die Aussage

RX —R%, >0
dquivalent zu

élxléxl > é/Xéx.

Nun kann aber die KQ-Schitzung im Submodell
y=X101+ex,
auch durch eine restringierte KQ-Schétzung im vollen Modell
y=XpPB+ex

unter der Nebenbedingung
B2 =0

gewonnen werden. Die Behauptung folgt dann aus den Ausfithrungen im Abschnitt 11.3.1,
wo gezeigt wird, dass die Differenz zwischen der Residuenquadratsumme im restringierten

Modell und der Residuenquadratsumme im vollen Modell stets grofler oder gleich Null ist.

O

Den oben gezeigten Nachteil des BestimmtheitsmaBes B = R? gleicht das sogenannte
adjustierte Bestimmtheitsmafs
T-1

R?=1-
T-—K

(1-R?)

aus. Dieser Term wird nicht automatisch gréofler, wenn eine oder mehrere zusétzliche Va-
riablen in das Modell aufgenommen werden. Mehr Details zum adjustierten Bestimmt-

heitsmaf3 findet man in 77.

10.5 Eigenschaften des KQ-Schétzers

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten statistischen Eigenschaften des KQ-Schétzers

behandelt werden. Ziel ist es insbesondere den gewohnliche KQ-Schétzer
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B =(X'X)"'X'y

im klassischen linearen Modell mit der Klasse der linearen Schdtzer hinsichtlich seiner

" Giite” zu vergleichen. Ein linearer Schétzer hat dabei die Gestalt

b = C y + d.

(Kx1) (KxT) (Tx1) (Kx1)

Offensichtlich handelt es sich beim KQ-Schétzer 3 um einen linearen Schitzer mit C =
(X'X)"1X" und d = 0.

Wir fithren zunéchst einige gebrauchliche Giitekriterien ein:

10.5.1 Giitekriterien

Definition 10.2 (Bias einer Schitzung)
Der Bias (die Verzerrung) einer Schitzung b fir B ist definiert als

Bias(b, §) = E(b) -
Eine Schitzung b heifst erwartungstreu fiir 3, falls
Bias(b, 5) =0,

d.h. E(b) = B gilt.

Definition 10.3 (MSE = Mean Squared Error)
Der Mean-Squared-Error (MSE) einer Schitzung b fiir 3 ist definiert als

MSE(b, 8) = E(b— B)(b—B)".

Im folgenden Satz zeigen wir, dass der MSE einer Schitzung zerlegt werden kann in eine

Varianzkomponente und eine Biaskomponente.

Satz 10.10 (Zerlegungsformel fiir den MSE)
Der MSE eines Schdtzers setzt sich wie folgt aus Varianz und Bias des Schitzers zusam-
men:

MSE(b, 3) = Cov(b) + Bias(b, 3) Bias (b, 3)".
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Beweis:
Sei E(b) = p. Dann gilt:

Eb=B0b-p) = E{b—pn)+ @@=~y {b—p+@-0)Y
= E(b—p)(b—p) +E@-p8)0b-pn
+Eb—p) (=08 +Eu—0)(u-p5)
= Cov(b)+ (u—B)E (D~ p)
+ Eb—p) (=8 "+p—08)(n-25)
= Cov (b) + 0+ 0 + Bias (b, 8) Bias (b, 3)’.

10.5.2 Statistische Eigenschaften linearer Schétzer

Wir betrachten im Folgenden zunéchst allgmein lineare Schétzer
b=Cy+d

als Schétzfunktionen fiir die unbekannten Regressionskoeffizienten im linearen Modell. Es

gilt:

Satz 10.11 (Eigenschaften linearer Schitzer)
Im linearen Regressionsmodell gelten fiir lineare Schidtzer b = Cy + d fiir die Regressions-

koeffizienten (8 die folgenden FEigenschaften:

1. E(b) =CX3+d

2. Bias (b,) = (CX —T)8+d

3. Cov(b) = 02 CC’

4. MSE (b,8) = 02CC' + {(CX — 1) 3+ d} {(CX —1) B+ d}/

5. Die folgenden Bedingungen sind motwendig fir die Erwartungstreue eines linearen

Schdtzers:
—d=0
- CX =1Ig

—rg(X) = K
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Beweis:

zu l) E(b) = E(Cy+d)=CE(y) +d=CXg3+d.

zu 2) Bias (b,0) =CXf+d—-p=(CX-I)3+d.

zu 3) Cov (b) = Cov (Cy + d) = C Cov (y) C' = 02 CIC' = 02 CC'.
zu 4) Folgt in Verbindung mit Satz 10.10 unmittelbar aus 2) und 3).

zu 5) Soll der Schéitzer b erwartungstreu sein, so mufl E(b) = CXf3 +d = (3 fiir alle
B € R¥ gelten. Setzt man speziell 3 = 0, so folgt d = 0 als notwendige Bedingung fiir die
Erwartungstreue von b. Umformen der Bedingung CXg = g liefert (CX — Ix)3 = 0, so
daf} als weitere Bedingung fiir die Erwartungstreue von b zwingend CX = Ix gelten mu#f.
Wegen rg(CX) = min (rg(X),rg(C)) = rg(Ix) = K muf auch rg(X) = K gelten, falls der

Schétzer b erwartungstreu sein soll.

Da der KQ-Schétzer ein Spezialfall linearer Schétzer ist, erhalten wir unmittelbar

Korollar 10.1 (Eigenschaften des KQ-Schétzers)
Im linearen Modell besitzt der KQ-Schdtzer ﬁ = (X'X)~'X"y folgende Eigenschaften:

A~

1. E(B) = B, d.h. der KQ-Schiitzer ist erwartungstreu.
2. Bias(f3,3) = 0.

3. Cou(f) = 0% (X'X)~L.

4. MSE(B, ) = o2(X'X)" 1.

Im folgenden Satz zeigen wir, dass der KQ-Schétzer unter allen linearen, erwartungstreuen

Schétzern eine herausragende Rolle spielt:

Satz 10.12 (Gauf3-Markov-Theorem)
Im klassischen linearen Regressionsmodell ist die KQ-Schdtzung B unter allen linearen,
erwartungstreuen und homogenen Schitzern b = Cy (also d = 0) die beste Schitzung, d.h.
es gilt

MSE(b,8) — MSE(3,53) > 0

bzw.

Cou(b) — Cov(B) > 0
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Beweis:
Sei 0.B.d.A. die Matrix C von der Form C = (X'X)~!X’ + D. Dann folgt zunichst aus

der Unverzerrtheitsbedingung CX = I (vergleiche Satz 10.11 5) ):
CX =1k <—
(X'X)IX'X + DX = I —
Ixr +DX =1k <~
DX =0 bzw. X'D' =0

Damit folgt fiir die Kovarianzmatrix von b:

Cov(b) = o?CC’
/
= 2 {XX)"'X'+ D} {(X'X)"'X' + D}
_ 2 / —1~s/ / —1 / -1~/ / —1 /
= 2 {XX)TXX(XX) ! + (X'X) X]OD +Q%§(XX) + DD’}
= Z2(X'X)"! + DD’

= Cov() + o?DD’

Nach Satz 7.4 gilt DD’ > 0, so dass wir schlieBlich durch Umstellen
Cov(b) — Cov(f3) = o?DD’ > 0,

erhalten.

Interpretation des Satzes

Da Cov(b) — Cov(3) > 0 gilt wegen Satz 7.2 2) (vergleiche dort auch die nachfolgende
Bemerkung) insbesondere

Var(b) > Var(8), i=1,...,K,
d.h. der KQ-Schétzer besitzt unter allen linearen erwartungstreuen homogenen Schéitzern

die kleinsten Varianzen.

Der folgende Satz beschiiftigt sich damit, eine moglichst gute Schitzung fiir eine Linear-
kombination

l=dp
der Komponenten des Parametervektors § zu finden. Dabei sei a ein K x 1 Vektor. Es wird
sich zeigen, dass der Schétzer | := o/, der auf dem KQ-Schitzer fiir 3 beruht, optimal

ist. Offensichtlich ist [ erwartungstreu.
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Satz 10.13
Im klassischen linearen Modell besitzt der Schitzer [ = a’ﬁ mit der Varianz

Var(l) = o?d (X'X)"a

unter allen linearen und (fir 1) erwartungstreuen Schétzern der Gestalt [ = 'y die klein-

ste Varianz.

Beweis:

Fiir den Erwartungswert von [ gilt

E(l) = E(y) = ¢X3.
Da wir annehmen, dass [ unverzerrt ist, muss ¢ X3 = a/3 gelten und es folgt als Bedingung

dX =d. (10.9)

Setze nun wieder 0.B.d.A.

d=dX'X)"IX' +¢.
Einsetzen in (10.9) liefert

d(X'X)IX'X+dX=d +¥X=4d

und folglich @X = 0 bzw. X’¢ = 0. Damit erhélt man fiir die Varianz von I:

Var(l) = Var{(a’(X/X)_lxl—&—E’)y}
= {0@X)X + &} Var(y) {o (XX) X+ 7
= A {d(XX) X+ @} o (XX) X+ )
_ 2 1/~ IN\—1~ N\ —1 1~IN—1 N s o I~y —1 ~f ~
= oH{d(XX)X'X(X'X) o+ d/(X'X) )\({j—c\%{/(xx) a+ e}
— UQCL/(X/X)_I(L—I—O‘QElé
= Var(l) + 0?7

Daraus folgt durch Umstellen die Behauptung.
O

Satz 10.13 findet seine Anwendung u.a. bei der Bestimmung von optimalen Prognosen
einer neuen Responsevariable y* mit (nichtstochastischem, bekanntem) Kovariablenvektor
x*. Es gilt

E(y*) = 2"p.
Damit ist die optimale Schétzung des Erwartungswertes von y* (im Sinne von Satz 10.13)

gegeben durch

7= a:*'B.
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10.5.3 Eine Schitzung fiir die Varianz o2

Bis jetzt haben wir uns ausschliefllich darum bemiiht einen méglichst optimalen Schétzer
fiir die unbekannten Regressionskoeffizienten (3 zu finden. In diesem Abschnitt beschéftigen

wir uns mit der Schitzung der Varianz o2, die im Allgemeinen auch unbekannt ist.

Zunichst jedoch folgender Hilfssatz iiber den Erwartungswert quadratischer Formen:

Satz 10.14 (Erwartungswert quadratischer Formen)
Sei Z ein K-dimensionaler Zufallsvektor mit E(Z) = p und Cov(Z) = Xz. Sei weiterhin

A eine symmetrische Matrixz der Dimension K x K. Dann gilt fir den Erwartungswert
der quadratischen Form Z'AZ

E(Z'AZ) = sp(AXz) + ' Ap.

Beweis:
Da Z'AZ und i/ Ap Skalare sind gilt sp(Z'AZ) = Z'AZ bzw. sp(i/ Ap) = (/ Ap. Unter

Verwendung von Eigenschaften der Spur (Satz 4.7) erhalten wir
E(Z'AZ) = E(sp(Z'AZ))
— B(sp(AZZ"))
= sp {A(Z7 + )}
= sp(AXz) +sp(Apy)
= sp(AYz)+sp(u'Ap)
= sp(AXy) + /Ap.

O

Wir widmen uns jetzt wieder der Bestimmung einer Schitzung fiir o2. Es ist naheliegend,

eine Schiitzung 62 fiir die Varianz o2 auf der Residuenquadratsumme

NN

Ee=(y—9)'ly—9) =y'Qy

aufzubauen. Fiir den Erwartungswert der Residuenquadratsumme £’¢ erhalten wir unter

Verwendung von Satz 10.14 und Eigenschaften der Matrix Q (Satz 10.5)

Eéé = EyQy
= o*spQ+AX'QXp
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= o*(T - K)+ X' (I -X(X'X)"'X"Xp
K)+ /X'Xp - AX'X(X'X)"'X'X3

(T - K)

= (T -K)

= oXT - K)+[X'Xp-3X'X3
(T - K).

= *(T-K (10.10)
Damit erhalten wir unmittelbar den folgenden Satz:
Satz 10.15 (Erwartungstreue Schitzung fiir o?)
Im klassischen linearen Modell ist der Schdtzer
PEN Y (10.11)
T-K ’

2 2

fiir die Varianz 0% erwartungstreu, d.h. E(6%) = o>.

Als Folgerung erhalten wir:

Korollar 10.2 (Schitzer fiir die Kovarianzmatrix)

Im klassischen linearen Modell ist

—
A~

Cou(f) = a2(X'X) 1.

ein unverzerrter Schitzer fir die Kovarianzmatriz Cov((3) von 3.

Beispiel 10.8 (Schitzung der Kovarianzmatrix im univariaten Modell)
Gegeben sei das Modell

Y = Bo + Pray + &4, t=1,...,T.

Fiir den Fall, dass die Varianz der Stérungen o2 bekannt ist, gilt mit 2 = % S22 und

unter Verwendung der in Beispiel 10.4 eingefiithrten Groflie Sx x

Cov <ﬂ:0> = oA(x'x)7!

B
-1
2 T Zl‘t
= 0o
(th ZIE% )



180 10. Das klassische lineare Regressionsmodell

Ersetzt man darin die im allgemeinen unbekannte Varianz o2 durch die Schiitzung

so erhilt man eine (erwartungstreue) Schitzung fiir Cov(g(l)). Die Residuenquadratsumme

kann berechnet werden als
T
ge = Y {ye— o)

t=1
T A A

= > {ye — (Bo+ fray)}?
t=1
T A

= > Ay —9) — iz — z)}?
t=1

T T T

= Sy -9 —26> {m— 2y — 7} + 57D {z — 3}
t=1 t=1 t=1

= Syy —231Sxy + B7Sxx

= Syy — 3Sxx

Sy

= Swe Sxx

Dabei haben wir in der 3. Zeile §j = Bo + Bli aus Satz 10.7 3) und in der vorletzten Zeile

ﬁl = g% bzw. Sxy = BlSXX gemif Beispiel 10.4 verwendet. Damit erhalten wir als

Schétzer fiir die Kovarianzmatrix des KQ-Schéitzers

—
A~

Cov(B) = &*(X'X)™!

1 (S S\ [ -
T —-2\Sxx S%y | '

10.5.4 Vergleich des unrestringierten mit dem KQ-Schitzer unter linearen

Nebenbedingungen

Im Folgenden soll der gewhnliche KQ-Schétzer
B =(X'X)"'Xy
mit dem restringierten KQ-Schétzer

3= 3+ (XX R {RXX) 'R} (0~ R)



10.5 Eigenschaften des KQ-Schétzers 181

aus Satz 10.3 verglichen werden, falls die lineare Restriktion
Ro=r

besteht.

Satz 10.16 (Eigenschaften des restringierten KQ-Schétzers)
Im klassischen linearen Regressionsmodell gelten fiir den restringierten KQ-Schdtzer fol-

gende Figenschaften:

1. Falls die Restriktion erfillt ist, gilt E([?R) = 0.
2. Unabhingig davon, ob die Restriktion erfillt ist, gilt
Cou(B%) = 0?8™' — 6?S7'R/(RS™'R/) 'RS™!
wobei S = X'X

Beweis:

zu 1)

E(B% = E {B + (X'X)"'R/ {R(X’X)*lR’}*1 (r —Rp)
= BB+ (XX R {RX'X) R} (r - RE(D))

= B+ (XX) R {RXX) R} (- - RB))
= B

—

zu 2)
Cov(3%) = Cov{f+S'R(RST'R)!(r — Rf)}

= Cov{3-ST'R/(RS™'R))"'Rj}

= Cov{(I-S"'R/(RS™'R))'R) j}

= {1-s'R'RS™'R))"'R} Covp {I - ST'R'(RS'R) 'R}

= {I-s'RRS'R)R}o> {1~ s—lR’(Rs—lR’)—lR}'

= {0’87 —o?ST'R(RST'R) RS {7 - RI(RST'R)T'RS T}

— o281 _
o?S7'R/(RS™'R/)~
?ST'R/(RST'R/)"'RS™! +
o?S7'R/(RST'R/)"'RS™!'R/(RS™'R/)"'RS !

= 02871 —¢?S7IR/(RST'R/)"'RS L.

lRS 1
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Damit folgt unmittelbar das folgende Korollar:

Korollar 10.3
Im klassischen lineraren Regressionsmodell gilt fiir die Differenz der Kovarianzmatrizen

des KQ-Schitzers und des restringierten KQ-Schditzers

Cov(B) — Cov(3T) = o?ST'R/(RS™'R/)'RS™! > 0

Beweis:
Die Matrix RS™!R’ und damit auch (RS™!R’)~! ist positiv definit (vergleiche hierzu
auch den Beweis von Satz 10.3). Die Aussage folgt dann aus Satz 7.3 2).

O

Damit ist gezeigt, dafl durch die Beachtung einer linearen Restriktion, die Schiatzung von
[ mittels einer restringierten KQ-Methode zu einem Effizienzgewinn fithren kann, d.h. der
Schétzer besitzt eine kleinere Varianz als die gewohnliche KQ-Schétzung. Voraussetzung
hierzu ist aber ein Vorwissen iiber den wahren Parameter (in Form der Restriktion RS =
r). Man beachte, dass der restringierte KQ-Schétzer nur besser ist, falls die Restriktion
erfiillt ist, andernfalls ist 4% nicht erwartungstreu und eine Aussage tiber die MSE’s beider

Schétzer ist nicht so leicht moglich.
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Klassische Normalregression

Die bisher dargestellten Eigenschaften des KQ-Schitzers wurden ohne spezielle Annah-
men iiber die Verteilung der Storungen € gewonnen. Im Folgenden wollen wir zusétzlich

annehmen, dass

e~ N(0,0°T)

gilt, d.h.
y ~ N(XB,0°1)

Unter der Normalverteilungsannahme lassen sich weitere Eigenschaften der KQ-Schéitzung
herleiten. Insbesondere werden damit Tests von linearen Hypothesen iiber die unbekannten

Parameter und die Bestimmung von Konfidenzbereichen moglich.

Im folgenden Abschnitt bestimmen wir zunéchst den Maximum-Likelihood (ML) Schétzer
fiir 4 und 2. Dabei stellt sich heraus, dass der ML-Schiitzer fiir 3 gleich dem KQ-Schéitzer
B = (X'X)"1X'y ist.

11.1 Maximum Likelihood-Schétzung
Es gilt:

Satz 11.1 (ML-Schétzer im klassischen linearen Model)
Im Elassischen linearen Regressionsmodell unter Normalverteilungsannahme sind die ML-

Schitzer fir 8 und o2 gegeben durch
Bur = = (X'X)7'Xy

und

Beweis:
Wegen der Unabhéngigkeit der Storgrofien ist die Likelihood das Produkt der individuellen

Likelihoods und wir erhalten
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K| 1 .
L(Bo%y) = EWGXP (—202(%—%5)2)
1

p{—5m-X8)w-X0)}. (L

(2r02) /2 eX
Durch logarithmieren erhalten wir die log-Likelihood
(y —XP)'(y — XB). (11.2)

T T 1
.22, _ 2
f(ﬁva ay) - —§log(27r) — 510g(0’ ) — ﬁ

Partielle Differentiation nach (G liefert

.42,
oU(B;0%;y) iasé(ﬂ) _ _% (QX/Xﬁ . 2X/y) ’

op 202 00
wobei S2(3) der in (10.3) definierte Ausdruck ist, den wir bereits bei der Berechnung des
KQ-Schiitzers abgeleitet haben. Partielle Differentiation nach o? liefert

o0(3; o2 T 1 /
ot o~ XB) (v~ X5).

Nullsetzen ergibt die beiden Gleichungssysteme
L X'X3 - X'y =
L (y—XB)(y—Xp) =

Aus I. folgt sofort, dass der ML-Schétzer ﬁ v fir 8 mit dem KQ-Schétzer B iibereinstimmt,
d.h. es ist

qw‘ S (@]

Bz = (X'X) 71Xy

FEinsetzen von BML in das System II. liefert

1 o . T
a9 -9) =
und damit
=55
ML = 7
O
Bemerkung

Die Schiitzung fiir o stimmt nicht mit der Schitzung fiir die Varianz in Abschnitt 10.5.3
iiberein. Insbesondere ist also 63,; auch nicht erwartungstreu. Allerdings gilt wegen

T-K
= T2

fiir den Grenziibergang T' — oo:

lim E(6%;) = o>
T—o0

Die ML-Schétzung fiir die Varianz ist also zumindest asymptotisch erwartungstreu.
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11.2 Verteilungstheorie im klassischen linearen Modell

Im folgenden Satz bestimmen wir die Verteilungen einiger wichtiger Gréflen im linearen
Modell unter Normalverteilungsannahme. Unter Anderem berechnen wir die Verteilung
des KQ-Schétzers B Beim Beweis des Satzes werden einige in Kapitel 9 behandelte Ver-

teilungseigenschaften der multivariaten Normalverteilung von Bedeutung sein.

Satz 11.2

Im klassischen linearen Modell gelten unter Normalverteilungsannahme folgende Aussagen:

1. y ~ N(XB,0%1)

2. B~ N(B3,0%(X'X)" 1)

5. 10" (3 — BY(X'K) (3 — B) ~ Xk
4. Yo €~ X

5. &'¢ und B sind unabhdngig.
Beweis:

zu 1) Da y = X3 + ¢ und & ~ N(0,02I) kénnen wir Satz 9.6 1) anwenden und erhalten

y ~ N(XB+0,0°T) = N(XB,%I).

zu 2) Da § = (X’X) "X’y eine lineare Transformation von y ist, kénnen wir wieder Satz

9.6 1) anwenden. Unter Zuhilfenahme von 1) erhalten wir

B~ NX'X)"IX'X6, (X'X) ' X2 IX(X'X) ™) = N(3,02(X'X)71).

zu 3) Die Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 9.12.

zu 4) Zum Beweis verwenden wir die idempotente Matrix Q = I — X(X'X)™'X’ aus
Abschnitt 10.4.2. Dafiir gilt

QX = X - X(X'X)"'X'X = 0.

Unter Verwendung von /0 ~ Nr(0,I) und unter Zuhilfenahme von Eigenschaften von Q

folgt

1 /
—H&e = ﬁyQy

- Lxprerqxste)
g
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= (X +)QQX +o)

- L x'Q+£Q)QX 5+ Qs
AT

L,
= ;EQ&‘

Die Behauptung folgt nun durch Anwendung von Satz 9.13 1).

1

zu 5) Es ist zu zeigen, dass & (6 — ) und =z€'¢ unabhingig sind. Ziel ist es dabei Satz

9.13 2) anzuwenden. Es gilt

L3-8 = H{xx)"'Xy-35}
= L{xx)7'X'(Xp+e) - 8}
= Lxx)'xe
_ 1y’ E
= (X'X)7'X'E.
Weiter gilt (vgl. den Beweis zu 1) )
1., e e
—¢¢ = 5Q5

Dariiberhinaus gilt
(X'X)"'X'Q=0.
=0
Damit kénnen wir Satz 9.13 2) verwenden, indem wir dort R := Q und B := (X'X) !X/

setzen.
Od

11.3 Tests fiir allgemeine lineare Hypothesen

Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion eines statistischen Tests, mit dem allgemeine

lineare Hypothesen der Form

H: R 6 = r

(JXK) (Kx1) (Ix1)

getestet werden kénnen.
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Zur Losung dieses Problems werden wir in etwa wie folgt vorgehen:

1. Berechne mit SSE = &’¢ die Residuenquadratsumme im vollen Modell.

2. Berechne mit SSEy = éyép die Residuenquadratsumme im Modell unter der Null-
hypothese, d.h. wenn die Restriktion R3 = r gilt. Dabei wird die retringierte KQ-

Schitzung aus Abschnitt 10.3 eine zentrale Rolle spielen.

3. Verwende als Teststatistik einen Ausdruck der Form

ASSE ~ SSEy — SSE
SSE SSE ’

d.h. die relative Differenz zwischen den Residuenquadratsummen im restringierten
Modell und vollen im Modell. Die Differenz SSE — SSE ist dabei stets grofier oder
gleich Null. Intuitiv ist das einleuchtend, denn die KQ-Schéitzung unter Beachtung
einer Restriktion fiir 8 kann niemals so "gut” sein wie eine Schétzung, bei der keiner-
lei Restriktionen zu beachten sind. Ist aber die KQ-Schéitzung unter der Restriktion
”schlechter”, dann muss auch die Residuenquadratsumme SSFEpg grofler sein als die
Residuenquadratsumme SSFE fiir die unrestringierte Schétzung. Fiir diese intuitive

Erkenntnis werden wir im Folgenden auch noch einen formalen Beweis erhalten.
Informell fiihrt obiges Vorgehen dann zu folgender Entscheidungsregel:

Ist ASSE hinreichend klein, d.h. nahe bei 0, so ist die Vergréflerung der Residuen-
quadratsumme gegeniiber dem vollen Modell vernachléssigbar und wir kénnen die

Nullhypothese H beibehalten bzw. nicht ablehnen.

Ist umgekehrt ASSE ”grof”, so ist die Verschlechterung gegeniiber dem vollen
Modell nicht mehr vernachléssigbar und die Nullhypothese H wird abgelehnt.

Das Ziel der beiden folgenden Abschnitte ist die Bestimmung der Teststatistik und insbe-
sondere die Herleitung der Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese. Schliellich
ist die Verteilung der Teststatistik die Voraussetzung fiir die Bestimmung von Annahme-
und Ablehnbereichen der Nullhypothese.

11.3.1 Bestimmung von SSEgy und ASSE

Unter der Hypothese H gilt geméf Satz 10.3 fiir den restringierten KQ-Schétzer ﬂAH:

A~

By = B-(X'X)'R/ (R(X’X)”R’)il (RS — 1)
= - Au,
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wobei ﬁ der gewohnliche KQ-Schétzer ist und Ay definiert ist als
-1 .
Ay = (X'X) 'R (RX'X)T'R') (RA— 7).

Damit erhalten wir fiir die geschitzen Werte gy unter Beachtung der Restriktion (d.h.

unter der Nullhypothese)
Jg =Xy = X(6— Ap) = X3 - XAy = — XAy
und fiir die Residuen éy unter H
Eu=y—9Jg=y— 9§+ XAy =&+ XAy.
Fiir die Residuenquadratsumme SSE g unter H erhalten wir
SSEy = éyén

= (6+XAp) (¢+XAp)

= e+ XAy + Ay X +AX' XAy
=0 =0
= e+ AyX'XAp.

Da X'X positiv definit ist und damit A% XX Apy > 0 haben wir auch den formalen Beweis
erbracht, dass die Residuenquadratsumme unter H stets gréfer ist als die unrestringierte

KQ-Schitzung. Diese Aussage vervollstandigt den Beweis von Satz 10.9.
Schliefflich erhalten wir fiir die Differenz ASSE der Residuenquadratsummen:
ASSE = SSEp — SSE
= fé+ Ay X'XAy —€'¢
= ALX'XAy
-1 R !
= {(X’X)—IR/ (RX'X)'R) (Rﬂ—r)} X'X -
-1 .
: {(X’X)—lR’ (R(X’X)—lR’) (Rj3 — 1")}
. -1 -1
= RA-r) (RXX)'R) RXX)"'R (RX'X)'R)  (RF-7)

= R+ (RXX)R) (RI-1)
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Wir fassen das wesentliche Resultat dieses Abschnitts nochmal im folgenden Satz zusam-

men:

Satz 11.3
Im Klassischen linearen Modell gilt fiir die Differenz der Residuenquadratsummen ASSE

1m restringierten und tm unrestringierten Modell
A / R A
ASSE = (RB — 1) (R(X X) R) (RB — 1),

wobei die lineare Nebenbedingung gegeben ist durch RS = r.

11.3.2 Stochastische Eigenschaften der Differenz ASSE

Satz 11.4 (Stochastische Eigenschaften von ASSE)

Im klassischen linearen Modell gelten fiir die Differenz der Residuenquadratsummen ASSE

im restringierten und im unrestringierten Modell folgende stochastische Eigenschaften:
1. E(ASSE) = Jo? + (RB —r) (R(X’X)"'R/) " (RB — 1)
2. Unter H : RB =1 gilt: }/o* - ASSE ~ x3

8. ASSE und SSE sind stochastisch unabhingig.

Beweis:

zu 1) Zum Beweis dieser Aussage verwenden wir Satz 10.14 iiber den Erwartungswert

quadratischer Formen. Es gilt
ERB—r)=RB—7r

und

Cov(RfG — ) = ’R(X'X)"'R/.

Wir verwenden Satz 10.14, indem wir dort Z := R3—r und A := (R(X'’X)"'R/) " setzen

und erhalten
E(ASSE) = FE {(RB — ) (R(X’X)—lR’)_1 (RB — r)}
= sp {02 (R(X’X)—lR’)_1 R(X’X)—lR’} +
(R5 - (REX'X)'R) " (R 1)
= sp(o®I;) + (RB —r) (R(X’X)”R’)_l (RB )

= Jo*+ (RG—r) (ROXX)'RY) " (RG—7).
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zu 2) Die Behauptung ist eine Folgerung aus Satz 9.12. Wir definieren den Zufallsvektor
Z := Rf. Unter der Nullhypothese H gilt

E(Z)=Rp=r
und
Cov(Z) = o*R(X'X)"'R/.

Da (3 normalverteilt ist, folgt weiterhin
Z ~ N(r,c’R(X'X)"'R/).

Die Behauptung folgt nun unmittelbar durch Anwendung von Satz 9.12 auf den Zufalls-
vektor Z.

zu 3) ASSE ist eine Funktion von B Damit folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz

11.2 5).
O

Mit den Aussagen von Satzes 11.4 konnen wir jetzt die Verteilung der Teststatistik unter

der Nullhypothese bestimmen:

Satz 11.5 (Verteilung der Teststatistik unter H)

Im klassischen linearen Modell unter Normalverteilungsannahme ist die Teststatistik

 JASSE T — K ASSE
© AeSSE J SSE

F verteilt mit J und T — K Freiheitsgraden, d.h.

F~Fyjrok.

Beweis:
Nach Satz 11.4 2) gilt
1 2
ﬁASSE ~ X5
und nach Satz 11.2 3) gilt
1

Dariiberhinaus sind ASSE und SSE nach Satz 11.4 3) stochastisch unabhéngig. Damit
folgt die Behauptung aus der Definition der F-Verteilung (vgl Definition 9.8).
O
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Damit kommen wir zu folgendem Test: Die Nullhypothese wird abgelehnt, falls die Teststa-
tistik groBler als das (1 — «)-Quantil der entsprechenden F-Verteilung ist. Im vorliegenden
Fall also, falls

F>Frr_g(l—a).

Dabei ist a das Signifikanzniveau des Tests.

Bemerkungen:
Der soeben hergeleitete F-Test kann auch als Likelihood-Quotienten-Test aufgefasst wer-
den. Die Parameter des Modells seien zum Vektor § = (8,02)" zusammengefasst. Sei

weiterhin

0= {9 e REH g e RF o2 > o}

der Parameterraum des vollen Modells, und
Oy = {.9 e REYRB =102 > o}

der Parameterraum des restringierten Modells.

Allgemein wird beim Likelihood-Quotienten-Test (LQ-Test) die maximale Log-likelihood
des restringierten Modells mit der maximalen Log-Likelihood des vollen Modells vergli-

chen, d.h. es wird die Teststatistik

maxgpeo,, [(0)

maxgpeo [(0)

verwendet. Im vorliegenden Fall ist die Log-likelihood 1(6) durch (11.2) gegeben. Fiir A
gilt

\ (SSEH>—T/2
~\ SSE

und wir erhalten den Zusammenhang

F= (327 1) %.

Die Teststatistik F' ist also lediglich eine monotone Transformation der Teststatistik im
Likelihood-Quotienten-Test, so dafl der vorliegende F-Test auch als LQ-Test angesehen

werden kann.
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11.3.3 Einige spezielle Testprobleme

In diesem Abschnitt behandeln wir einige spezielle fiir die Praxis bedeutende Testprobleme
etwas genauer.

Test einzelner Parameter auf Signifikanz (t-Test)

Im einfachsten Fall will man testen, ob eine bestimmte Einflufigréfe, z.B. X, einen signi-
fikanten Einfluf besitzt. Besitzt die Kovariable X; keinen Einfluf}, ist dies gleichbedeutend
damit, dass der i-te Regressionskoeflizient (3; gleich Null ist. Die Nullhypothese lautet also:

H: [3,=0
Wir behandeln hier gleich den allgemeineren Fall
H: =05

mit 3 beliebig. Fiir R und r gilt in diesem Fall:

R = (0,...,0,1,0,...,0)
(IxXK) I
r = b7
(1x1)
Damit folgt zunéchst
R(X'X)"'R/)~! ST 9,5\ "1
RXX) R — RO = (6%()

wobei 62(f;) die geschiitzte Varianz von f3; ist (vergleiche auch Korollar 10.2). Damit

erhalten wir

(B — Br)*
=y ~ -k
&2(6:)
Aquivalent dazu kann man den Test auch auf der Wurzel von F aufbauen, die ¢ verteilt
ist:
bi — Bf
t= Lo~y 11.3
obi) K (11.3)

Den kritischen Wert fiir den Ablehnbereich der Nullhypothese erhélt man bei dieser Vor-
gehensweise als @/9-Fraktil einer ¢-Verteilung mit 7' — K Freiheitsgraden. Wenn dieses
Fraktil abkiirzend mit 7., . (%/9) bezeichnet wird, so lautet die Entscheidungsregel beim
t-Test:

H ablehnen falls [t| > 7, . (Y/3).
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Test eines Subvektors

Der Parametervektor § sei partitioniert in

_ (B
o= ()

wobei (1 ein (J x 1)-Vektor, und 33 ein (K — J x 1)-Vektor sei. Man beabsichtigt nun den
Test von Hypothesen der Form

H: p=p.

Die beiden Gréflen R und r fiir die Restriktionsbedingung ergeben sich dann als:

1 O o0 ------ 0
R =
(JXK)

0 1 0 ------ 0
ro= 0
(Jx1)

Damit besteht die Matrix R(X'X) 'R’ aus der (J x J)-Submatrix von (X'X)~!, welche
den Vektor (3 betrifft. Folglich handelt es sich bei der Matrix

(RX'X)R)

6—2

—

um die Inverse der geschitzten Kovarianzmatrix Cov(Bl) des Schétzers (3 fiir 3;. Damit

gilt fiir die Teststatistik in dieser Testsituation:

— 1

F= %(31 — B85 Cov(B1) (b1 —B5) ~ Frr_k. (11.4)

Testen der Hypothese ,,kein funktionaler Zusammenhang* im

Regressionsmodell mit Intercept

Ausgangspunkt sei das multiple Regressionsmodell mit Intercept:
Yy = Bo + Brx1e + -+ BrTie + & (t=1,...,7)
Getestet werden soll die Hypothese
Ho: pr=p2=--=pPr =0,

d.h. keine der Kovariablen besitzt einen Einfluf8. (Vorsicht: Die Ablehnung der Hypothese
bedeutet nicht automatisch, dass alle Variablen einen Einfluf§ besitzen.) In diesem Fall

besteht die restringierte KQ-Schitzung nur aus einer Schitzung By fiir By und es gilt
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Bo=17.
Folglich erhalten wir fiir die Residuenquadratsumme SSE i unter der Nullhypothese
T
SSEw = (g —)* = SST.
t=1

Fiir die Differenz zwischen der Residuenquadratsumme unter H und derjenigen im vollen

Modell gilt unter Verwendung von Satz 10.8
ASSE = SSE i — SSE = SSR.

Damit folgt fiir die Verteilung der Teststatistik F":

T-K-1 SSR

K SSE
_ T-K-1  SSR

B K 89— SSR
 T-K-1 SSR/SST

- K 1-SSR/SST
_T-K-1 B

= e T_p " fKT-K-1

Interpretation:

Fiir ein kleines multiples Bestimmtheitsmafl wird die Hypothese ,kein funktionaler Zu-
sammenhang® eher beibehalten (da F' dann klein ist), als bei einem Bestimmtheitsmafl

nahe bei 1 (in diesem Fall ist F' vergleichsweise grof}).

11.3.4 Konfidenzintervalle und Konfidenzellipsoide

Aufgrund der Dualitét zwischen Tests und Konfidenzbereichen kann man sofort Konfiden-
zintervalle fiir einen einzelnen Parameter 3; bzw. Konfidenzellipsoide fiir einen Subvektor

(B1 von (3 konstruieren.

Als Konfidenzintervall fiir 5; zum Vertrauensgrad v = 1—« erhélt man unter Zuhilfenahme

der Formel (11.3) folgendes Resultat:
{@ —Tr_g (a/2) 5(@); 5z T Tk (04/2) 5’(@‘)}

Dabei ist 7., (%/2) wieder das entsprechende Fraktil einer ¢-Verteilung mit 7' — K Frei-

heitsgraden.
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Sei nun (3 partitioniert in 3 = (8], 35)’. Dann erhélt man unter Benutzung der Aussage
(11.4) das folgende Konfidenzellipsoid fiir den Subvektor (;:

— 1

Y361 — 1) Cov(Br) (B — B1) < Frr-x(1—a).
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Korper

Definition (Koérper):
Ein Korper ist ein Tripel (K, +, -), bestehend aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen
+ und - auf K (Addition und Multiplikation) d.h. einer Abbildung

+: KxK — K
(a,b) +—a+b

und einer Abbildung

KxK — K
(a,b) +— a-b

mit den folgenden Eigenschaften (Kérperaxiomen):

I. Axiome der Addition

1. Assoziativgesetz: a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ fiir alle a,b,c € K.
2. Kommutativgesetz: a + b =b + a fiir alle a,b € K
3. Existenz der Null: Es existiert eine Zahl 0 € K mit a +0 = a fiir alle o € K

4. Existenz des Negativen: Zu jedem a € K existiert eine Zahl —a € K mit a+ (—a) = 0.
II. Axiome der Multiplikation

1. Assoziativgesetz: (ab)c = a(be) fiir alle a,b,c € K.
2. Kommutativgesetz: ab = ba fiir alle a,b € K
3. Existenz der Eins: Es gibt eine Zahl 1 € K,1 # 0, so dass a-1 = a fiir alle a € K.

4. Existenz der Inversen: Zu jedem von Null verschiedenen a € K gibt es ein ™! € K

mit a-a" 1 = 1.
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ITI. Distributivgesetz

a(b+ c¢) = ab+ ac fiir alle a,b,c € K.

Aus den Korperaxiomen lassen sich einige wichtige Rechenregeln ableiten, die im folgen-

den Satz zusammengefasst sind:

Satz Al:
Sei K ein Korper. Dann gilt fiir alle a,b,c € K :

10.

11.

. Die Zahlen Null und Eins sind eindeutig bestimmt.

. Das Negative und das Inverse einer Zahl ist eindeutig bestimmt.

. Die Gleichung a + = = b hat eine eindeutige Losung, ndmlich x = b — a.
. —(—a)=ua

. —(a+b)=—-a-0

. Die Gleichung ax = b ist fiir @ # 0 eindeutig durch x = ba~! 16sbar.
.a-0=0

.ab=0<a=0o0derb=0

. (—a)(—=b) = ab

(aHl=a

(ab)™' =a~1p!

Beispiele fiir Koérper:

1.

2.

3.

Die Menge R der reellen Zahlen, versehen mit der iiblichen Addition und Multiplika-

tion.

Die Menge @ der rationalen Zahlen, definiert durch

Q:={z/neR:zneN},

versehen mit der {iblichen Addition und Multiplikation.

Die Menge C aller geordneten Paare reeller Zahlen, versehen mit den beiden wie folgt

definierten Verkniipfungen:
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(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+c) (Addition)
) = (ac—bd,ad+ bc) (Multiplikation)

C heifit Korper der komplexen Zahlen.
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