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1 Einleitung

Eines der vielleicht meiststrapazierten padagogischen Beispiele fiir Markow-Ketten ist
wahrscheinlich das Beispiel eines Ubergang vom einen Wetterzustand in einen anderen.
Die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Wetterzustands héngt in diesem Beispiel nur
vom Wetter des vorhergehenden Tages ab (allgemein ist eine Markow-Kette ein stochas-
tischer Prozess, deren Wert im jetzigen Zeitpunkt nur von ihrem vorhergehenden Wert
abhéngt). Bei HMMs ist aber das Wetter gar nicht beobachtbar, aber trotzdem die
interessierende Grofle. Bestimmte Auswirkungen des Wetters sind aber natiirlich beob-
achtbar, mit denen man eventuell auf das Wetter schlieen konnte. Beispielsweise las-
sen nasse, schlammige Schuhe auf schlechtes Wetter schlieflen oder trockene Schuhe auf
gutes. Kennt man die Wahrscheinlichkeiten des Wetteriibergangs und die Wahrschein-
lichkeit des Schuhaussehens in einem Wetterzustand, kénnte man also tatséchlich mit
Hilfe eines HMMs auf das Wetter schlieBen. Oder aber man schiitzt diese Uberginge.
Beide Probleme sind Gegenstand der folgenden Seiten.

Ein HMM ist eine doppelt-stochastische Markow-Kette, bei der eine (unbeobachtba-
re) Zustandssequenz entsprechend einer Markow-Kette auf einem diskreten Zustands-
raum gezogen wird. Die Beobachtungssequenz wird bedingt auf die Zustandssequenz ge-
zogen. Die unbeobachtbare, latente Sequenz wird als Markow-Kette modelliert, hauptséchlich
um vorteilhafte Berechnungseigenschaften zu erhalten, wihrend keine weiteren Annah-
men an die Beobachtungssequenz gestellt werden (auBer die Bedingung auf den unbe-
obachtbaren Zustand).

Diese Modellklasse ist auf der einen Seite einfach genug, um sie mit gerechtfertigtem
Aufwand anzuwenden und auf der anderen Seite auch flexibel genug, um auch komple-
xere Fragestellungen angehen zu kénnen. Populdar wurde die Methode seit den Arbeiten
um Baum et al. (1970) insbesondere in der Spracherkennung von Jelinek (1969) und
weiteren Kollegen bei IBM. Eine der ersten und scheinbar jetzt auch am bekanntesten
Zusammenfassungen zur HMM-Theorie von Rabiner (1989) mit einem Schwerpunkt auf
Anwendungen in der Spracherkennung. Modelle zur Wortsegmentierung wie in Gold-
water et al. (2006, TehJor) oder das Zuordnen von Sprachsequenzen zu bestimmten
Personen wie in Huang et al. (2001) oder in verschiedenen Open-Source Paketen wie
Audioseg demonstrieren die Anwendbarkeit von HMMs in diesen Bereichen. Diese An-
wendungen von HMMs waren kiirzlich sicher unter vielen Weihnachtsbdumen zu finden:
Etwa wenn man Speech-to-Text Transcription in Smartphones gerne nutzt oder auf der
Autobahn lieber das Reiseziel per Spracherkennung in das Navigationssystem eingibt
als mehr oder weniger zielsicher das Ziel einzutippen.

HMMs sind auch sehr populér in genetischen Anwendungen, beispielsweise zum

Auffinden von Cytosin-phosphatidyl-Guanin-Inseln (oder einfach CpG-Inseln) im Ge-



nom. CpG-Inseln sind bestimmte Abschnitte im Genom, die einen erhéhten CG-Gehalt
aufweisen und fiir die Genregulation bzw. Genexpression eine wichtige Rolle spielen.
Hier haben sich HMMs und verschiedene Erweiterungen bis hin zu nichtparametrischen
bayesianischen Methoden als sehr hilfreich erwiesen (s. Durbin et al., 1998 und fiir
Erweiterungen bspw. Teh et al., 2006 oder Yau et al., 2011).

In diesem Text liegt der Fokus aber eher auf eine Vorbereitung auf den Vortrag.
Ausgeklammert werden in diesem Text vor allem die etwas komplizierteren Anwen-
dungen in der Spracherkennung und die Anwendungen in der Genetik. Trotzdem soll
ein wenig der Mund wisserig fiir mogliche Erweiterungen gemacht werden und ein paar
Grundlagen diskutiert werden, um etwas in Richtung bayesianischer Erweiterungen sto-
Ben zu konnen. Zunéchst geht es aber erstmal um das Grundmodell und Methoden zur

Schétzung verschiedener Fragestellungen.



2 Grundmodell

2.1 Markow-Ketten

Da Markow-Ketten zentral bei HMMs sind, sollten zumindest kurz die beiden zentralen
Eigenschaften einer Markow-Kette beschrieben werden. In der Einleitung wurde kurz
angesprochen, dass die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Zustand zu erreichen,
nicht davon abhéngt, wie der ganze vorhergehende Pfad realisiert wurde, sondern nur

vom letzten Zustand. Formal also
P(Xt = xi|Xt—1 = Z;, ...,Xl = ZL’Z> = P(Xt = xilXt—l = Iz)

Zusétzlich sollen auch noch die Wahrscheinlichkeiten, dass ein bestimmter Zustand er-
reicht wird, immer gleich sein. Diese Annahmen wirken natiirlich sehr restriktiv, in
kaum einer Anwendung kénnte man so eine Annahme inhaltlich vertreten. Denkt man
beispielsweise an Spracherkennung, wiirde die Modellierung iiber eine Markow-Kette
bedeuten, dass das jetzt gesprochene Wort nur vom Wort davor abhéngen wiirde. Trotz-
dem kann ein Totschlagargument gelten: Es funktioniert im HMM-Kontext sehr gut und

erleichtert den rechnerischen Aufwand enorm.

2.2 Beispiel: Das unehrliche Kasino

Eines der einfachsten Illustrationen fiir ein HMM ist ein Wiirfelspiel, bei dem die meiste
Zeit mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt wird, aber hin und wieder der faire Wiirfel durch
einen unfairen Wiirfel ersetzt wird. Dieser unfaire Wiirfel féallt mit Wahrscheinlichkeit
1/2 auf eine 6 und mit jeweils der Wahrscheinlichkeit von 1/10 auf die Zahlen 1 bis
5. Das Kasino wechselt vor jedem Wurf von einem fairen zu einem unfairen Wiirfel
mit der Wahrscheinlichkeit 1/20 und von einem unfairen zu einem fairen Wiirfel mit
Wabhrscheinlichkeit 1/10.

Welcher Wiirfel aber nun verwendet wird, kann nicht beobachtet werden. Die Wiirfel
sind hier also die beiden unbeobachteten Zustinde des Modells. Die maximale An-
zahl an Zustédnden bezeichnen wir hier mit K, also ist in diesem Beispiel K = 2. Die

Ubergangsmatrix der unbeobachteten Zustinde, bezeichnet mit ), wire hier

0.95 0.05
@ = <o.1 0.9)

Die Wahrscheinlichkeit, der Emission ”im ersten Wurf eine 6” ist bei einem fairen
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Abbildung 1: Struktur eines hidden Markov Modells. Beobachtbare Komponenten sind
grau schattiert.

Wiirfel gegeben als gr.i,(6) = P(y; = 6|x; = fair) = 1/6, wihrend klarerweise bei einem
unfairen Wiirfel dann gungi(6) = P(y = 6|z = unfair) = 1/2 gilt. Die Struktur eines
solchen Modells wird in Abbildung 1 gezeigt.

Will man nun eine Beobachtungssequenz simulieren, wahlt man zunéchst den ersten
(unbeobachteten) Zustand z1, also den Wiirfel, entsprechend der Ausgangswahrschein-
lichkeiten 7. Hier spielen wir einfach mit einer Ausgangswahrscheinlichkeit von 1/2 fiir
jeden Wiirfel. Anschlieflend wird y; entsprechend g,, () gezogen, also mit dem Wiirfel
gewiirfelt. Mit den Wahrscheinlichkeiten aus () wird dann der né&chste Zustand be-
stimmt und entsprechend diesem Zustand wieder eine Beobachtung gezogen. Diesen
Algorithmus setzt man nun bis zur gewiinschten Sequenzléinge fort. Setzen wir uns

beispielsweise zehn Wiirfelwiirfen aus, konnte die Sequenz so aussehen:

Zustand HFFFFFFFFUU
Beobachtung [ 1 6 5 2 6 6 3 1 6 3

Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten in @ so gewihlt sind, dass selten gewechselt
wird, ist die Anzahl der Wiirfe mit einem fairen Wiirfel nicht iiberraschend. Die Frage,
wann und ob gewechselt wurde, ist natiirlich besonders interessant, selbstverstandlich
aber auch die Frage nach der unbeobachteten Zustandssequenz.

Verbringt man nun einige Zeit im Kasino und abstrahiert das Wiirfelspiel in eine
HM-Struktur, kommen drei Fragen auf (Rabiner, 1989):

1. Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeit einer Beobachtungssequenz bei gege-
benem HMM?

2. Wie bestimmt man die wahrscheinlichste Sequenz der verborgenen Zustinde X*
bei gegebenem HMM?



3. Wie schétzt man die Parameter eines HMMs bei gegebener Beobachtungssequenz?

Wo es notig wird gehen wir diese drei Probleme am Beispiel des unfairen Kasi-
nos durch. Das zweite Problem ist durch einen Viterbi-Algorithmus l6sbar, der vor
allem im Vortrag etwas genauer diskutiert werden soll, auch hinsichtlich seiner statisti-
schen Eigenschaften (bspw. Konsistenz). Die Losung zum dritten Problem ist deutlich
aufwéandiger und wird in klassischen Féllen durch den Baum-Welch Algorithmus er-
reicht, ein spezieller EM-Algorithmus. Um Probleme zwei und drei angehen zu konnen,
miissen wir allerdings zuerst an die Wahrscheinlichkeit einer Beobachtungssequenz bei

gegebenem Modell kommen, also das erste Problem sinnvoll ausdriicken.

2.3 Elemente und Notation eines HMM

Da die Notation bei HMMs eine recht groflie Hiirde darstellen kann, werden wir hier
zunéchst die ”Zutaten” eines HMMs darstellen. Spétestens nach der dritten unter-
schiedlichen Darstellung von HMMs in der Literatur merkt man, dass die Notation zu
jede Menge Verwirrung fithren kann, gerade wenn man versucht, die Algorithmen in den
néchsten Abschnitten nachzuvollziehen. Sollte irgendwo in diesem Handout irgendwas

verwechselt werden, wiirde ein Hin

e K: (Diskrete) Anzahl an unbeobachteten Zustédnden des Modells.

e M: Anzahl an moglichen Beobachtungen.

T Anzahl an Beobachtungen einer Sequenz bzw. Lénge einer Sequenz.

X = (21,9, ...,x7): Sequenz der unbeobachteten Zustiande.

Y = (y1, 2, ..., yr): Sequenz der beobachteten Realisationen (”Emissionen”).

o7 = (m = P(z; = 1i),...,mx): Ausgangswahrscheinlichkeit fiir unbeobachteten
Zustand, Y5 m = 1.

Q=1{q; :i=1,.,K;j=1,.,K} Ubergangsverteilung der unbeobachteten

Zustande, hier meist eine stochastische Matrix mit ¢;; = P(z441 = jlay = @), also
gilt auch ZjK:l gj = 1.

G=A{g(y;) : k=1,...,K;t =1,...,T}: Bedingte Likelihood der Beobachtungen
mit gx(y) = Py|xy = k).

0 = {m, Q,G}: Parametervektor eines vollstindig spezifizierten HMMs.



Die Anzahl K der unbeobachtbaren Zusténde kann in vielen praktischen Anwendun-
gen aus dem Kontext abgeleitet werden. Die Zustédnde sind in einer Weise so verbunden,
dass ein Zustand vom anderen erreicht werden kann. Die Anzahl an moglichen unter-
schiedlichen Beobachtungen M kann beispielsweise die Anzahl an Buchstaben eines
Alphabets oder die Anzahl der Seiten eines Wiirfels sein. Natiirlich sind @ und G be-
sonders interessant. Die Matrix @ := {¢;;;9 = 1,..., K;j =1, ..., K'} ist befiillt mit den
Eintrigen der Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von Zustand 4 in Zustand j, also
¢ij = P(xi11 = jlzy = i), natiirlich mit der Bedingung, dass Zj; ¢;; = 1. Die Wahr-
scheinlichkeit einer Beobachtung ist dagegen gegeben als G = {gx(y;);k = 1,..., K;t =
1,...,T} und gilt, analog zu @, als ”Emissionsmatrix”. Hier ist gx(y:) = P(y:|ze = k).
Gemeint ist also die Wahrscheinlichkeit, y zum Zeitpunkt ¢ zu ziehen, wenn man sich
im Zeitpunkt ¢ in Zustand xz; = k befindet.

3 Problem 1: Wahrscheinlichkeit einer Beobachtungs-

sequenz

Um die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungssequenz Y = y,...,yr bei gegebenem
Modell zu bestimmen, also P(Y'|0), ist der natiirlichste Ansatz wahrscheinlich das Auf-
summieren jeder moglichen Zustandssequenz X = xq, ...,z der gleichen Lange T'. Die-
se Moglichkeit soll nun zuerst vorgestellt werden. Fiir eine gegebene Zustandssequenz
X wire die Wahrscheinlichkeit fiir eine Beobachtungssequenz Y, bei unterstellter Un-

abhéangigkeit der Beobachtungen voneinander, einfach

T

P(Y|X,0) = []Pwlz.0) ngt (ve).
t=1

Die Wahrscheinlichkeit, die Zustandssequenz Y bei gegebenem Modell 6 ergibt sich
logischerweise aus dem Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten und der Ausgangs-

wahrscheinlichkeit 7, also als

P(X|0) =

l’t‘It 1

zﬂ

t=2

Die Wahrscheinlichkeit, dass X und Y gemeinsam bzw. " gleichzeitig” auftreten, also die
gemeinsame Wahrscheinlichkeit von X und Y, kann unter diesen Voraussetzungen also

einfach als das Produkt der beiden eben erwéhnten Wahrscheinlichkeiten geschrieben



werden, also als
PY,X0) = P(Y|X,0)P(X]0).

Die Wahrscheinlihckeit einer Beobachtungssequenz bei gegebenem Modell ergibt sich
entsprechend unseres Ansatzes dann daraus, P(Y, X|0) also iiber alle moglichen Zu-

standssequenzen zu summieren, also als

Ple) = S PO OPCe) = Y a ] Pladoc) [Toatw: 0

Mit KT méglichen Zustandssequenzen wire es natiirlich keine gute Idee, Gleichung (1)
direkt zu verwenden (bei einer Sequenz von zehn Wiirfeliirfen wéren es immerhin 1024
mogliche Zustandssequenzen).
Eine Losung mit geringerem Komplexititsgrad bietet der Forward /Backward-Algorithmus.

Teilt man die Beobachtungs- und Zustandssequenzen in einen Teil bis zum Zeitpunkt ¢

und einen Teil von ¢ + 1 und 7" auf, ergibt sich die gemeinsame Wahrscheinlichkeit fiir

die Beobachtungssequenz bis zum Zeitpunkt ¢ (Forward-Ansatz) abhédngig vom Zustand

k als

a(k) = Py, ..., ylre = k[0) = Zatq(j)ajkgk(yt), (2)

mit oy (i) = mgx(y:). Die Wahrscheinlichkeit der verbleibenden Beobachtungen bei x; =
k ergibt sich dann (Backward-Teil) als

Pu(k) = PYe1, o yrlee = k[0) (3)

und fr(i) = 1. Da die bedingte Wahrscheinlichkeit von 4,1, ..., yr bei gegebenem x; = k

unabhéngig ist von den vorangegangenen Werten 1, ..., y;, gilt auch, dass
P(Y, Tt = kﬁ|9) = Olt(k') . ﬁt(kf),

aber insbesondere auch

Mx

K
PY0) = Y P,z =kl0)=> ay(k)-Bi(k) = ar(k),
k=1

I

k=1



was schlieBllich auch die Losung zu Problem 1 darstellt. Wéahrend die direkte Losung
noch K7 Schritte zur Berechnung benétigen wiirde, benétigt dieser Algorithmus nur
K? - T Schritte. Natiirlich muss man nicht den Forward- und den Backwardansatz
durchfiihren, es reicht der eine oder der andere Ansatz.

Um das Ganze jetzt aber in eine etwas "handlichere” Form zu bekommen, geben

die folgenden Schritte eine kompakte Zusammenfassung des Forward-Algorithmus:

Forward:
1. Initialisierung: a4 (i) = mgi(v1), 1 <i < K

2. Induktion: ay41(j) = (Zfil ozt(z')al-j> Gi(Y1), 1 <t <T—-1,1<j<K.

3. Terminierung: P(Y]0) = 3., ap(i)

Oder bereits
Der Backward-Algorithmus wird hauptséchlich in in der Lésung zu Problem 3 ver-
wendet und wird eignetlich nicht zur Losung von Problem 1 gebraucht. Der Vollstandigkeit

halber hier aber auch die andere Richtung.

Backward:
1. Initialisierung: fr(i) = 1,1 <i < K
2. Induktion: B,(i) = 320 aijg;(Wer1) B (4), t =T = 1,7 —2,..,1, 1 <i < K.

Beide Algorithmen findet man als R-Code auch im Anhang und ist auch fiir den Algo-

rithmus zur Losung des dritten Problems als Input notwendig.

4 Problem 2: Bestimmen der optimalen Zustiande

Es gibt mehrere Wege, Problem 2 zu 16sen. Insbesondere aber ist die Losung des zwei-
ten Problems davon abhéngig, was man unter einer optimalen Sequenz versteht. Das
intuitiv vielleicht eingdngigste Qualitatskriterium wére die erwartete Anzahl korrekter
individueller Zustdnde. Der géingige Algorithmus zur Losung des zweiten Problems ist
der Viterbi-Algorithmus.

Fiir diesen Ansatz beginnt man mit einer Variable fiir die Wahrscheinlichkeit, in
Zustand x; zum Zeitpunkt ¢ zu sein, bei gebener Beobachtungssequenz Y und Modell

0, formal

n(i) = Pz, =k[Y,0),

8



bzw. ausgedriickt in Forward- und Backward-Variablen

at(i)ﬁt(i) _ at(i)ﬁt(i)
PY10)  SE ou(i)B(i)

Pz, = K|Y,0)

Die Normalisierung ist notwendig, sodass 7;(i) tatsichlich ein Wahrscheinlichkeits-
maf ist. Mit y;(7) kann nun der jeweils wahrscheinlichste Zustand x; = arg max;<<x (7:(7)),
1 <t < T. Das wire zumindest eine Idee. Allerdings kann die so geschétzte Zu-
standssequenz letztendlich unzulissig sein, beispielsweise wenn die Ubergangsmatrix
der Zustdnde () Nulleintrage aufweist. Eine Losung fiir dieses Problem kann einfach
ein anderes Optimalitatskriterium sein. Anstatt nur das wahrscheinlichste x; zu be-
stimmen, kann man beispielsweise die erwartete Anzahl an korrekten Zustandspaaren
(@t,x441) (oder mehr) optimieren. Wenn man diese Idee konsequenz anwendet, wird
man versuchen, die beste Zustandssequenz finden wollen, also einfach P(X|Y,0) bzw.
P(X,Y]f) zu maximieren. Eine Moglichkeit, diesen Ansatzin der Praxis anzuwenden,
ist der Viterbi-Algorithmus.

Anfangs sei

6(1) = max P(xy,..,x =1y, ..., Y|0)

T1,.-%t—1

die grofite Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit einer Zustandssequenz bis ¢, die in

Zustand x; stoppt. Das kann iiber die Rekursion

0¢(i) = max (0,—1(j)ai;)gi(ye) (4)

I<j<K

auch berechnet werden. Um nun (4) umzusetzen, fithren wir zunéchst einen Array
Y(j) ein, der die jeweils &;(7) maximierenden Argumente enthélt. Dann fithren wir die

folgenden vier Schritte aus:

1. Initialisierung, fiir alle 4:

61(1) = mgi(y1)



1

(=] o - w M

2. Rekursion, fiir alle j:

0n(7) = max(0,-1(7)ai;)gi(ye), 2<t < T
() = argmax(d;-1(j)ai;)gi(p), 2<t<T

3. Terminierung:

xry = argmaxor(i)

4. Sequenz:
v, = Ypp(ry,), t=T-1T-2,..1

Hier verwendet man in der ersten Gleichung des Rekursionsschrittes im Viterbi-
Algorithmus iiber die Maximierung der vorhergehenden Zustidnde, anstatt wie im In-

duktionsschritt der Forward-Prozedur die Summe der oy (7)a;;.

5 Fortsetzung: Das unehrliche Kasino

Um den Formelpaketen in den letzten Absétzen jetzt aber etwas mehr Leben einzu-
hauchen, wollen wir das Schéatzen der Zustandssequenzen hier etwas detaillierter am
Beispiel der (un)fairen Wiirfel durchgehen. Wenn wir mit einem Wiirfel spielen, kennt
man sowohl die Elemente des Vektors "mogliche Auspragungen” als auch die Lénge
dieses Vektors, also einen Vektor mit Eintrdgen von 1 bis 6 und einer Lénge von 6.
Zusétzlich wissen wir auch, dass jedes Ereignis gleichwahrscheinlich ist, wenn ein fairer
Wiirfel verwendet wird. Bei einem unfairen Wiirfel gehen wir davon aus, dass die Ereig-
nisse 1 bis 5 gleichwahrscheinlich sind, das Ereignis 6 aber genauso wahrscheinlich ist
wie die Zahlen 1 bis 5. Wir kennen also die Emissionsmatrix. Entsprechend Abschnitt
2.2 wurde eine Sequenz von Ereignissen beobachtet, deren unbeobachtete Zustédnde nun
gefunden werden sollen. Die folgende Funktion fithrt einen Viterbi-Algorithmus fiir das

Wiirfelproblem aus:

viterbimatrix <— function(sequence, transitionmatrix , emissionmatrix){

sequence <— sequence
numstates <— dim(transitionmatrix )[1]

v <— matrix (NA, nrow=length (sequence), ncol=dim(transitionmatrix)[1])

v[l,] <~ 0
vil,1] <- 1

10



s for(i in 2:length(sequence)){

9 for(j in l:numstates){

10 statejprobobservationi <— emissionmatrix[j, sequence]i ]

1 v[i,j] <— statejprobobservationi * max(v[(i—1),|*transitionmatrix[,j])
12 }

13 }

14 return(v)

15}

Ubergeben werden muss also eine Beobachtungssequenz ”sequence” , die Ubergangsmatrix
der Zusténde und die Emissionsmatrix. Der eigentliche Algorithmus beginnt in Zeile 8.
Zeile 10 gibt die Wahrscheinlichkeit eines Wiirfelwurfereignisses, gegeben dass wir fiir
Wurf 7 in Zustand j sind. Diese Wahrscheinlichkeit kann direkt aus der Emissionsmatrix
abgelesen werden, entspricht also dem gesuchten g;(y;) aus dem letzten Abschnitt.

Zeile 11 ist der Hauptteil des Rekursionsschrittes: Das erste Argument der Maxi-
mumsfunktion entspricht hier 6,_1(j), das zweite Argument wiederum Element a;; der
Ubergangsmatrix. Beide Argumente werden an jedem Beobachtungszeitpunkt zunichst
fiir alle Zustande berechnet und schliellich fiir jeden Beobachtungspunkt (innere und
duBere Schleife). Ein Ergebnis des Algorithmus fiir eine Sequenz von 100 Wiirfelwiirfen

ist hier dargestellt:

Position | Zustand
1-36 fair
37 - 51 unfair

geschitzte Zustdnde | 52 — 53 | unfair

54 — 54 fair
55 — 100 | unfair
1-8 fair
wahre Zustédnde 9-10 unfair

11 -11 fair
12 -19 | unfair
20 - 24 fair
25 — 47 | unfair
48 — 100 fair

Da die wahre Sequenz kurze Phasen enthélt und die Ubergangsmatrix @ zwar richtig
im Viterbi-Algorithmus spezifiziert wurde, diese Matrix aber kurze Phasen eher nicht
unterstiitzt, schafft es der Algorithmus nicht, diese kurzen Phasen zu beschreiben (unter

anderem auch wegen der rekursiven Natur des Algorithmus). Allerdings ist die Sequenz

11



mit 100 Beobachtungen zum einen nicht besonders lang, insofern konnte man sich fra-
gen, ob der Viterbi-Algorithmus nicht mit zunehmender Beobachtungsgrofie praziser
wird. Im Vortrag also auch die Frage beantwortet werden, ob der Viterbi-Algorithmus
ein paar wiinschenswerte statistische Eigenschaften wie Konsistenz besitzt und unter
welchen Bedingungen der Algorithmus besonders gut oder besonders schlecht funktio-

niert.

6 Problem 3: Schitzen der Modellparameter

Um das Modell mit der groBiten Wahrscheinlichkeit fiir eine gegebene Beobachtungsse-
quenz zu finden, kann man versuchen, einen Maximum Likelihood Ansatz zum Laufen
zu bringen. Die Idee ist dann fir § = {r, Q, G} die durch

T T
L(O|X,Y) ZP Y|X,0)P(X]0) = ZWHP i|zi) [ ] g ()
t=2 t=1

(vgl. Gleichung 1) gegebene (log)-Likelihood zu maximieren, also
6" = arg max log (L(0|X,Y)).
0

Zu beachten ist, dass zur Losung von Problem 1 und 2 bereits die Kenntnis (oder
Schitzung) des Modells vorausgegangen ist. Die Losung von Problem 3 ist also nicht
ganz unwichtig.

Analytisch ist das Problem natiirlich nicht zu 16sen, uns fehlen ja die unbeobachteten
Zustandswerte. Bei den Schlagworten ” Maximum Likelihood” in Kombination mit ” feh-
lende Werte” springt auch schnell "EM-Algorithmus” in den Kopf (Dempster, 1977),
der zur Losung von Problem 3 auch tatséchlich verwendet wird. Der urspriingliche Al-
gorithmus von Baum und Welch (1970) ist allerdings nicht sehr ”statistikerfreundlich”,
da er nicht in typischer EM-Form geschrieben ist (man kannte den EM-Algorithmus
damals quasi noch nicht ”offiziell”), sondern auf Forward-Backward-Formulierungen
aufbaut. Bilmes (1998) leitet die Parameter etwas typischer her (und auch etwas néher
an Computerintensive Methoden I).

Mit Hilfe des EM-Algorithmus mochte man eine Likelihood L(#, z) beziiglich § ma-
ximieren, beobachtet aber nur L(f, x), wobei x ein Teil des Vektors z ist (also z unbe-
obachtete Daten enthiihlt). Man fiihrt, nach Wihlen eines Startwerts 6 fiir i = 0, den

E- und M-Schritt bis zur Konvergenz aus:
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e E-Schuitt: Q(9) = Q(8]9") = E (log(L(9, )|, 0)))
e M-Schritt: Maximiere Q(f) und erhalte die neue Schitzung §(+1).

Die (Q-Funktion ist in diesem Fall also

Q(0,6") Zlog (Y, X10)) P(Y, X]0“"V),
bzw. mit (vgl. Gleichung (1))

T
P(Y,X10) = 7 ]]Plalei1)ge (v
t=1
kann die @)-Funktion auch nach Auflésen des Logarithmus geschrieben werden als
T
Q(0,001) = Zlog ) [[ Py, x[6%)
t=1
+ 2 (Z 10g(P(Xt—1|xt))> P(Y, X[6%Y)
X \t=2
T
+ D (Z log (9., (w))) P(Y, X|60Y)
X \j=1
Der erste Summand dagegen kann vereinfacht werden zu
Zlog PY,X[0% ) = ) log(m)P(Y, Xo = ;0"
X

Leitet man nun nach 7; ab und bestimmt die Extremstellen unter der Einschriankung,
dass 325 m; = 1 ergibt sich

P(Y, Xy = 2;/007Y)
P(Y10)

T, =

Der zweite Summand kann auch geschrieben werden als

=1 j=1 t=

10g(aij)P(Y, Xi1=2;, Xy = xj|g(i—1))'
2
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Leitet man diesen Ausdruck nun partiell nach a;; ab und beriicksichtigt wieder die
Einschréankung Zle a;; = 1, erhélt man

ZtT:l PY, X, =2, Xy = :ij(i—l))
Zf:l P(Y7 Xy = x,-|0(i—1))

~

aij

Analog erhélt man auch einen Ausdruck fiir die Emissionsmatrix, g; mit Zf\n/lzl gi(m):

S P(Y, Xy = 3]0,
S P(Y, Xy = 2;|06-D)

gi(m) =

Um aber etwas den Bogen zu den vorhergehenden Abschnitten zu schlagen, kénnen diese

Variablen auch iiber die Forward- und Backward-Variablen (i) und §;(i) geschrieben

werden:
7 = 7(0)
Y Zthl pt—l(imj)
i y
Z?:l Yi(t — 1)
mit
pt(i, j) at(@)az‘jgi(ytJrl)ﬁtJrl(J)

S ou(k)Bi(k)

ST pi(i, §) kann als die erwartete Anzahl von Ubergéingen von z; nach z; bei der Rea-
lisierung von Y interpretiert werden. Natiirlich kann auch der Schétzer fiir die Emissi-

onsmatrix mit diesen Variablen geschrieben werden:

Zthl Vi () Ly, =k
ZtT:1 Vi (t)

gi(m) =

Nach diesem Block ist es natiirlich eher interessant, ob das ganze iiberhaupt funk-
tioniert. Ein (zumindest funktionierender) R-Code ist im Anhang zu finden. Bezogen
auf das unfaire Kasino moéchte man also herausfinden, nach welchem System die Wiirfel
getauscht werden und auch welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung man bei welchem
Wiirfel ausgesetzt ist. Nach etwa 100 dokumentierten Wiirfelwiirfen kommt es einer Be-
sucherin etwas merkwiirdig vor und sie geht richtigerweise davon aus, dass ein zweiter,

unfairer Wiirfel zum Einsatz kommt. Spontan rechnet sie einen Baum-Welch Algorith-
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mus und erhélt Schéitzungen fiir ¢ und g.

) 0.02 0.08
@ = (0.12 0.88>
(014 007 0.00 002 0.03 047
97 012 019 0.00 002 00 038

Ganz von ihrem Verdacht moéchte sie nicht ablassen und wartet, bis sie eine Sequenz
von 1000 Wiirfelwiirfen beobachtet hat, da sie vermutet, dass dadurch ihre Schitzung

verbessert wird. Sie erhalt hier

o — 0.68 0.32

022 0.78
(018 0.20 0.10 0.25 0.20 0.07
97 1008 008 0.10 0.04 0.09 0.60

und fiihlt sich in ihrem Misstrauen bestétigt. Aus statistischer Sicht wére die Frage
natiirlich offen, inwiefern diese ldngere Sequenz tatséchlich die Schéitzung verbessert
oder inwiefern man sagen kann, dass sich die Zeilen der Emissionsmatrix unterscheiden.

Das wird in diesem Handout aber nicht mehr diskutiert, sondern im Vortrag.

7 Erweiterungen

Da seit dem ersten Aufkommen von HMMs in den 60ern schon einiges an Zeit ver-
gangen ist und in diesem halben Jahrhundert zum einen die Rechenkapazitéten un-
vernachlassigbar stark gestiegen sind und zum anderen die Menge an verfiigharen Da-
ten(sétzen) jede Vorstellungskraft sprengt, kann man vermuten, dass diese Entwicklung
auch einen Einfluss auf HMMs hatte. Insbesondere kénnen jetzt natiirlich Algorithmen
implementiert werden, die einen deutlich gréfleren Rechenaufwand voraussetzen. Eine
Moglichkeit, an die man denken konnte, ist ein bayesianischer Ansatz. Hier scheint ins-
besondere die Arbeit von Teh et al. (2006) ziemlich eingeschlagen zu sein. Mit Hilfe
eines nichtparametrisch bayesianischen! Ansatzes kommt man hier tatsichlich zu ei-
nem HMM mit einer unendlichen Anzahl moglicher Zusténde. Das bedeutet also nichts

anderes als mehr Datenndhe. Die Anzahl der Zustéinde muss nicht im Vorfeld festgelegt

!Die Formulierung wirkt eher wie ein Oxymoron wie beispielsweise ”herrenloses Damenfahrrad”
oder ”Brennholzverleih”. Letztendlich ist damit nur gemeint, dass der mogliche Parameterraum un-
endlichdimensional ist, das Modell aber nur eine begrenzte Anzahl an Parametern besitzt.
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werden, sondern wird anhand der Daten geschéatzt. Der wichtigste Baustein im hier
vorgestellten Ansatz ist der hierarchische Dirichletprozess (HDP).

Der "normale” Dirichletprozess kann sinnvoll in Modellen angewendet werden, in
denen eine Modellkomponente eine Zufallsvariable mit unbekannter Kardinalitit ist,
beispielsweise ein Clusterindikator in einer Mischverteilung. Der hierarchische Dirich-
letprozess wird bei mehreren Gruppen an Daten sinnvoll, wenn jedes Modell fiir eine
Datengruppe selbst eine diskrete Zufallsvariable unbekannter Kardinalitdt besitzt und
man diese Variablen iiber die Gruppen binden mochte. Hier kann man sich wieder eine
Mischverteilung vorstellen, bei der man versucht, Cluster iiber mehrere Clusterprobleme
zu verwenden. Teh et al. (2006) verwenden hier folgendes Beispiel: Versucht man Artikel
eines wissenschaftlichen Magazins in Themen zu gruppieren, beispielsweise in ” Lebens-
daueranalyse” oder ”Maschinelles Lernen”, dann kénnte es von Interesse sein, welche
eventuell nicht explizit gemachten (latenten), aber gemeinsam behandelten Themen in
diesen Gruppierungen zu finden wéren.

Der Dirchletprozess DP(ag, Qo) ist im Grunde ein Maf iiber Mafle mit dem Kon-
zentrationsparameter g € RT und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Qq. Qo wird
selbst dann diskret sein, wie iiber verschiedene Représentationen gezeigt werden kann,
nachzulesen beispielsweise im Skript zu Schétzen und Testen II, S. 82. )y kann aber
selbst als Qg ~ DP(v, H) angesehen werden, insofern ergibt sich recht natiirlich eine
hierarchische Struktur.

Zwei Fragen sind jetzt natiirlich: Was hat das mit HMMs zu tun und falls es damit
was zu tun hat, warum verwendet man den hierarchischen Dirichlet-Prozess und nicht
den normalen? Zum einen kann ein HMM als eine Menge endlicher Mischverteilungen
gesehen werden, quasi eine fiir jeden Wert eines Zustandes ;. Die Ubergangswahrscheinlichkeit
P(z4|x;—1) kann damit als Mischverhéltnis interpretiert werden, g als Mischkomponen-
te. Wenn man nun jeweils ein DP-Mischmodell verwenden mochte, muss man aber
beachten, dass man das HMM dann aber als Menge von DP-Mischmodellen betrachten
muss, also ein DP-Mischmodell fiir jeden Wert des momentanen Zustands. Werden die-
se Mischmodelle nicht in irgendeiner Weise verbunden, wére die Menge an Zustédnden
in einem Wert eines bestimmten Zustands disjunkt von der Menge, die verfiighar wire,
wére man in einem anderen Zustand zum gleichen Zeitpunkt. Das Resultat wére eine
Baum- und keine Kettenstruktur. Eine hierarchische Struktur verhindert das Problem.

Um es formal zusammenzufassen: Wir betrachten hier eine Menge an Ubergangsmatrizen

(bzw. eher Ubergangsverteilungen) gezogen aus einem HDP, also

QOh/’H ~ D‘P(’%H)
Qylo, Qo ~ DP(a,Qp) firze X
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Abbildung 2: Struktur eines HDP-HMMs.

mit H als Basisverteilung. Qo erlaubt, dass bei jedem Ubergang auch alle Zustinde
wieder erreicht werden konnen. Die bedingten Verteilungen der Sequenz der latenten

Variablen x1, ..., x7 und die der beobachteten Variablen vy, ..., yr sind

xt|xt—17 Qyt,1 ~ Qyt71 t - ]., ceey T
yt|£17t ~ gwt(yt)

In graphischer Form kann das Modell wie in Abbildung 2 dargestellt werden.

Dieses Modell ist letztendlich ein Modell mit einer nichtzéhlbaren Anzahl an Dirichlet-
Prozessen, was letztendlich aber nur ein theoretisches Problem ist, da die Pfade eines
HDP-HMMs letztlich auch endlich sind. Allerdings erhoht sich durch diesen HMM-
Ansatz der Rechenaufwand enorm (und auch die Programmierschwierigkeit...), inso-
fern sollte sich der Aufwand auch in besseren Schétzungen niederschlagen. Das tut er.
Je grofer die wahre Anzahl der versteckten Zustédnde, desto stéarker sind parametrische
HMMs "verwirrt”, schiatzen also schlechter. Der ” Verwirrungsgrad” der HDP-HMMs ist
unabhéngig von der wahren Anzahl der Zusténde, demonstriert bei Teh et al. (2006),

also wird Problem 2 besser gelost.
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8 Diskussion

Im Vortrag
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Anhang

Um die Algorithmen etwas besser nachvollziehen zu kénnen, sind hier die (nicht not-
wendigerweise gut programmierten) R-Codes zur Forward-/Backward-Methode, zum
Viterbi- und Baum-Welch Algorithmus angegeben. Die Codes kann ich gern auch per
Email senden (david.bauder@gmx.de).

8.1 Viterbi-Algorithmus
## Bastle Zutaten:
Observations <_ C(”l“ , ||2"’ "3"7 ll4"7 ||5ll7 "6")

states <— c("Fair", "unfair")

Fairprobs <— ¢(0.8, 0.2)

Unfairprobs <— ¢(0.1, 0.9)

transitionmatrix <— matrix(c(Fairprobs, Unfairprobs), 2,2,byrow=T)
rownames (transitionmatrix) <— states

colnames(transitionmatrix) <— states

transitionmatrix

Fairstate <— c(1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6)

Unfairstate <— ¢(0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.5)

emissionmatrix <— matrix(c(Fairstate, Unfairstate), 2,6,byrow=T)
rownames (emissionmatrix) <— states

colnames(emissionmatrix) <— observations

emissionmatrix

hmmseq <— function(states , # Vektor der mglichen Zustnde

transitionmatrix , # bergangsmatrixz der Zustnde
emissionmatrix , # Emissionsmatriz
inprobs, # Ausgangswahrscheinlichkeiten
seqlength # Lnge der generierten Sequenz(en)
)4

observations <— observations

states <— states

myseq <— character ()

mystates <— character ()

# Auswhlen des ersten Zustandes:

firststate <— sample(states, 1, rep=T, prob=inprobs)
probs <— emissionmatrix [ firststate ,]
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63
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69

70
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73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

# Auswhlen des ersten observations gegeben dem ersten State
firstnuc <— sample(observations, 1, rep=T, prob=probs)
myseq[1l] <— firstnuc

mystates [1] <— firststate

for (i in 2:seqlength){
laststate <— mystates[i—1]
stateprobs <— transitionmatrix [laststate ,]
state <— sample(states, 1, rep=T, prob=stateprobs)
probs <— emissionmatrix [state ,]
nuc <— sample(observations, 1, rep=I, prob=probs)
myseq[i] <— nuc
mystates[i] <— state

}

return (data.frame(myseq, mystates))

}

initialprobs <— ¢ (0.5, 0.5)

T <— 100

set .seed (42)

seq <— hmmseq(states , transitionmatrix , emissionmatrix, initialprobs , T)
seq

nucsequence <— as.vector(seq],1])

statesequence <— as.vector(seq],2])

## Viterbi
#(cran.r—project.org/doc/contrib/ Krijnen—IntroBiolnfStatistics.pdf, S.209)

viterbi <— function (sequence, transitionmatrix , emissionmatrix){
# Zustandsnamen :
states <— rownames(emissionmatrix)

#Viterbimatriz:
v <— viterbimatrix (sequence, transitionmatrix , emissionmatrix)

probablestatepath <— apply(v, 1, function(x) which.max(x))

# Ausgabe:
lastnuc <— sequence [1]
lastprobablestate <— probablestatepath [[1]]
lastprobablestatename <— states|[lastprobablestate]
startpos <— 1
for(i in 2:length(sequence)){
nuc <— sequence|1i]
probablestate <— probablestatepath [[i]]
probablestatename <— states|[probablestate |
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85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

if (probablestatename != lastprobablestatename){
print (paste("Position", startpos,"-", (i—1),
"Wahrscheinlichster Zustand:_ ", lastprobablestatename))

startpos <— i

}

lastnuc <— nuc

lastprobablestatename <— probablestatename

}

print (paste("Position", startpo

S,

lastprobablestatename))

)

i

)

"Wahrscheinlichster Zustand: ",

viterbimatrix <— function(sequence, transitionmatrix , emissionmatrix){

sequence <— sequence

numstates <— dim(transitionmatrix )[1]
v <— matrix(NA, nrow=length (sequence), ncol=dim(transitionmatrix )[1])

v[l,] <=0
v[l,1] < 1

for(i in 2:length(sequence)){
for(j in l:numstates){

statejprobobservationi <— emissionmatrix[j,
v[i,j] <— statejprobobservationi * max(v[(i

}
}

return (v)

}

sequence [ i |]
—1),]*transitionmatrix[,j])

14 viterbi(nucsequence, transitionmatrix , emissionmatrix)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

8.2 Baum-Welch-Algorithmus

## Forward—Variable
# Inputs:

# — y: Beobachtungsvektor

#— pi: 7inittial distribution”
#— @Q: bergangsmatriz

# — g: Emisstonsmatrix

#

# Output:

# phi = P(X_t = |y_{1:t})
# c(t) := P(Y_t = y_t |

Forward <— function(y, pi, Q, g){
N <— length(y)
dims <— dim(Q)

22
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15 result <— list ()

16 result$phi <— matrix (nrow=dims[1], ncol=N)

17 result$c <— array(0,N)

18

19 alpha <— pixg[,y[1]]

20 result$c[l] <— sum(alpha)

21 result$phi[,1] <— alpha/result$c[1]

22

23 for (t in 2:N){

24 H <~ (result$phi[,t—1)%%Q)*g[,y[t]]
25 result$c[t] <— sum(H)
26 result$phi[,t] <— H/result$c[t]

27 }

28 result

29 }

30

31

32 ## Backward—Variable

33 # Inputs:

sa # — y: Beobachtungsvektor
35 # — Q: bergangsmatrix

36 # — ¢g: Emissionsmatriz

s # — c: bedingte Likelihoods
38 #

39 # Outputs:

w0 # beta = P(y_{t+1:n} | X_t

41

z) [ Ply-{t+1m} |

12 Backward <— function(y, Q, g, c){

13 N <= length(y)
1 dims <~ dim(Q)

15 beta <— matrix (1, nrow=dims[1], ncol=N)

w6 for(t in seq(N—1,1,—1)){

a7 beta|,t]=Q/+%(g[,y[t+1]]*beta[,t+1])/c[t+1]

48 }

49 beta

50 }

51

52

53 ## Baum—Welch Algorithmus
sa # Inputs:

55 # — y: Beobachtungsvektor

s6 # — pi: Ausgangswahrscheinlichkeiten

st # — tol: Stoppkriterium

s8 # — maxiter: Erlaubte Anzahl an Iterationen

59 #
60 # Outputs:

o1 # Q: Schtzung fr die bergangsmatriz
62 # g: Schtzung fr die Emissionsmatrix

23
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63 # ll: log—likelihood wvon y fr @Q und g

64

65 Baumwelch <— function(y, pi, tol=0.00001, maxiter = 1000){

66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105

106 }

107

N <— length(y)
k <— length(pi)
M <— max(y)

Y <— matrix (0, nrow=N, ncol=M)
for(t in 1:N){

Y[t, y[t]]=1
}

Q <— matrix(runif(kxk), nrow=k)
Q <~ Q/apply(Q,1 ,sum)

g <— matrix(runif(k+M), nrow=k)
g <— g/apply(g,1l ,sum)

iter <— 0
Q. alt <— Q-tol
g.alt <— g—tol

while ((sum(abs((Q.alt—Q))) + sum(abs(g.alt—g)) > tol) & (iter < maxiter)){
iter <— iter+1
forward <— Forward(y, pi, Q, g)
backward <— Backward(y,Q,g,forward$c)
posteriori <— forward$phixbackward

L <~ Qx(forward$phi[,1:(N—1)]%+%t (backward|[,2:N]=xg[,y[2:N]]/
(matrix (1 ,nrow=k , ncol=1)%+%forward$c[2:N])))
R <~ posteriori% %y

Q. alt <— Q

g.alt <— g

Q <- L/aPPIY(Lal 7SUIH)

g <— R/apply (R,1 ,sum)
¥

result <— list ()

result$Q <— Q

result$g <— g

result$1l <— sum(log(forward$c))
result$iter <— iter

result

s # Testen, nachdem Sequenz ber HMMseq generiert wurde
w9 pi <— ¢ (.5, .5)
110 Baumwelch (as.numeric(nucsequence ), pi, tol=0.000001, maxiter=10000)
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