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1 MaBtheorie — Wahrscheinlichkeitstheorie

Was sind Wahrscheinlichkeiten iiberhaupt? Wir wissen es nicht!

Aber: Wir konnen Wahrscheinlichkeiten mathematisch modellieren — und zwar
mit Hilfe der Maftheorie.

Die Mafitheorie beschéftigt sich eigentlich mit , messen®; und zwar zuallererst
mit dem Messen von Flachen.

d.h.: Teilfliiche B besitzt den Flicheninhalt 52 bzgl. dem Maf p (also in m?).
Wir hétten aber vielleicht auch ein anderes Mafl v wahlen konnen:

v(B) = 1,668089 (sdchsische Quadratellen)
Anderes Beispiel:

R

Wir messen die Wassermenge in Litern — das entsprechende Mafl nennen wir pu:

(Klar: u(AU B) = 23)

Moglicherweise interessieren wir uns gar nicht fiir die Wassermengen, sondern
fiir die darin enthaltenen Algenmengen.

—  Wir brauchen ein anderes Maf§ v, das die Algenmenge in kg angibt:

(Klar: v(AU B) =4)

Was hat das jetzt mit Wahrscheinlichkeitstheorie zu tun? Zunéchst mal nichts.



Um 1930 waren die mathematischen Grundlagen der Mafitheorie weitgehend
entwickelt (insb. durch Arbeiten von Cauchy, Riemann, Borel, Lebesgue). Im
Gegensatz dazu war die Stochastik kein richtiges Teilgebiet der Mathematik.
Es fehlte eine exakte mathematische Formalisierung von Wahrscheinlichkeiten.

,Probability is the most important concept in modern science, especially
as nobody has the slightest notion what it means.

(Bertrand Russell in einer Vorlesung 1929)
1933 wendet Kolmogorov die MaBtheorie auf Wahrscheinlichkeiten an (Kolmogorov 1933,

siehe auch http://www.mathematik.com/Kolmogorov/): Wahrscheinlichkeiten
werden mit Hilfe der Mafitheorie mathematisch formalisiert:

MafBtheorie Wabhrscheinlichkeitstheorie
A Menge Ereignis
0 leere Menge unmogliches Ereignis

p(A) = 5 | Menge A hat Masse Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis
A eintritt, ist :

— Die Objekte werden nur uminterpretiert. Vom mathematischen Standpunkt
aus betrachtet spielt die Interpretation natiirlich keine Rolle; d.h. seit Kolmo-
gorov gilt: ,Wahrscheinlichkeitstheorie ist Mafitheorie! “

Wir wissen immer noch nicht, was Wahrscheinlichkeiten eigentlich sind, aber
wir kénnen sie nun mathematisch modellieren. Dazu heifit es in (author?)
(Hoffmann-Jgrgensen 1994, ,Introduction®):

,The history demonstrates that the notions of randomness and probabili-
ties are difficult — very difficult — to apprehend, and that the notions are
fairly new and alien to humans. (I don’t think that mankind ever was
meant to apprehend randomness and probabilities.) Second, the histo-
ry and a wealth of examples (...) demonstrate that our intuition about
probability is poor and often takes the wrong track. Thus, when you
evaluate probabilities trust your computations and doubt your intuition.
For this reason the interpretation of probabilities presents a difficult and
fundamental problem, and the past — from the emerge of probabilities in
1550 until today — contains numerous examples of misinterpretations and
miscalculations. ¢

Tipp: Wer in dieser Vorlesung Probleme damit hat, sich etwas unter den Be-
griffen vorzustellen, soll sich keine Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten
vorstellen, sondern stattdessen an das Messen von Fléchen denken — das
ist viel einfacher!



2 o-Algebren

Sei ) eine Menge.
PQ) = {A] AcCQ}

ist die Menge aller moglichen Teilmengen von 2.
D.h.: Die Elemente der Menge P(f2) sind selbst wieder Mengen — und zwar
Teilmengen von ).

Beispiel 2.1 Q = R
{1;2;5} c R = {1;2;5} € P(R)
[-2;7 C R = [—2;7] € P(R)

Definition 2.2
P(Q) = {A‘ ACQ}

heifit Potenzmenge von Q. Statt P(Q) wird hiufig auch 2 geschrieben.
Bemerkung 2.3
a) ) € P(Q)
b) Fir A e P(Q) ist
AY = {weQ| wg A} € P(Q)
das Komplement von A. Es wird auch mit A oder —A notiert.

c) Sei I eine Indexmenge (z.B. I = {1,...,n}, I = N, I = R oder sonst
irgendeine Menge) und sei A C P(2). Dann ist der Ausdruck

JSei (4),, C A<
gleichbedeutend mit

, Fir jedes i € I sei A; eine Teilmenge von €) so dass A; € A. ©

d) Sei I eine Indezxmenge und (A;) C P(Q). Dann ist

el
UAZ- = {wEQ‘ dig € I, so dass wEAZ-O}
iel

und
ﬂAZ = {WEQ’ w € A; V’LGI}

i€l



Satz 2.4 (Morgan’sche Regeln)

Sei I eine Indexmenge und (A;) C P(2). Dann ist

iel

(U/g)c = NAY  und (ﬂAZ)C = J4af

el el el iel

P(Q) enthilt die Objekte, die wir messen wollen (vgl. Beispiele in Kapitel 1).

Aber: Wir verlangen nicht, dass wir alle Teilmengen A C {2 messen konnen.
Statt ganz P(Q2) betrachten wir oft nur bestimmte Teilmengen von (2, also ein

ACP()
Definition 2.5 Eine o-Algebra auf einer Menge Q ist ein A C P(2) mit:
(i) Qe A
(i) Ac A = A€ A
(iii) Fir (A,)

neN © A ist auch

UAneA

neN

Bemerkung 2.6
a) Als Beispiel dient wieder das Messen von Fldichen:

— Wenn wir die Teilfldche A C §2 messen kénnen, dann ist es plausibel,
dass wir auch die Teilfliche A® C Q messen kénnen.
— (ii) in Def. 2.5

— Wenn wir die Teilflichen Ay, Ay € P(Q) messen kénnen, dann
kénnen wir auch A1 U Ay messen.
— (i4i) in Def. 2.5 ist noch ein kleines bisschen mehr.

— Natirlich konnen wir auch Q selbst messen.
— (i) in Def. 2.5

b) Warum verlangen wir eigentlich nicht, dass wir alle A € P(£2) messen
konnen?

Das geht nicht immer gut (v.a. in Fallen, die fir die Statistik extrem
wichtig sind); vgl. Abschnitt 4.3.4 tiber das Lebesgue-Maf.



c) Es gibt in der Mafitheorie noch weitere Objekte, die der o-Algebra dhnlich
sind: Algebra, Ring, Dynkin-System.

Beispiel 2.7

e Die Menge F = {0,{a},{b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d},Q} ist keine o-Alge-
bra auf Q = {a,b,c,d}, da {a,b} ¢ F

o P(Q) ist o-Algebra auf Q
o {Q,0} ist die triviale und kleinste o-Algebra auf

o {ACN: A oder A® abzihlbar} ist o-Algebra auf @ = N
Notation 2.8 Statt
,» Sei  eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. ¢
sagen wir auch
,, Sei  eine Menge mit o-Algebra A. “

oder
, Sei (£2,.A) ein Messraum. “

Und falls A € A sagen wir auch
, A ist A-messbar. ¢

Satz 2.9 (Eigenschaften einer o-Algebra)
Sei (Q,A) ein Messraum. Dann gilt:

a) e A
b)A1€A,...,An€.A = AU---UA, € A

c) Fir (Ay) C A ist auch

neN

ﬂAneA

neN

d)AleA,...,ARE.A = AiNn---NA, € A
e)A1€.A,A2€.A = Al\AQEA

Satz 2.10 (Durchschnitt von o-Algebren) Sei Q2 eine Menge, sei I eine
Indexmenge und fir jedes i € I sei A; eine o-Algebra auf Q). Dann ist auch

ﬂAZ- ={AcCcQ| AcAViel}

i€l
eine o-Algebra auf 2.

Beweis: ~» Ubung U



Satz 2.11 (Kleinste o-Algebra) Sei Q eine Menge und € C P(2). Dann
existiert eine kleinste o-Algebra o(€) auf Q, die € enthdlt; d.h.:

Es ezistiert ein 0(£) C P(), so dass gilt:

e £ C (€

o o(&) ist eine o-Algebra auf Q.

e Fulls C eine weitere o-Algebra auf Q ist mit £ C C, so ist o(€) C C
Definition 2.12

e 0(&) aus Satz 2.11 heifit von & erzeugte o-Algebra.

o & heifit Erzeuger der o-Algebra o(E).
Beweis von Satz 2.11: Sei
v ={ACP)| EcC.A, Aisteine o-Algebra}

Wegen P(Q2) € U ist ¥ nicht leer. Also existiert

D = ﬂ A
Aev

und es gilt:

e £ CDC P
e D ist eine o-Algebra auf Q2 (folgt aus Satz 2.10).

e Falls C eine weitere o-Algebra auf Q mit £ C C ist, so ist C € ¥ und
daher
D= ()AcCC
Aev

Also D = o(€). O

Der Beweis liefert eine Anschauung fiir ,kleinste o-Algebra“: o(&) ist der
Durchschnitt aller o-Algebren, die £ enthalten.

Beispiel 2.13
o Sei U ={1;2;...;7} und & = {{1;2}; {6}}. Dann ist
o(€) = {@; {1;2}; {3;4;5:6; 7} {6}; {152:3;4:5; 7} {1526}
{3:4;5: 7} {1;2;3;4;5;6;7}}
o Sei Q) eine Menge und A C Q; sei € = {A}. Dann ist

(&) = {0; 4 AC: Q}



o Sei Q=Nund & = {{n}| n € N}. Dann ist

BEWEIS
e SeiQ=Nund F = {{1,...,n}| n € N}. Dann ist

o(F) = P(N)

o Sei () eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. Dann ist natirlich

o(A) = A

10



3 Male

3.1 Definitionen

Nachdem im vorherigen Kapitel die Objekte betrachtet wurden, die wir messen
wollen, kommen wir nun zu den Objekten, mit denen wir messen.

Definition 3.1 Sei Q) eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. FEin Mafl u
auf der o-Algebra A ist eine Abbildung

p: A — [0;00]
so dass gilt:

(i) p(®) =0

(ii) Fir (A,) C Amit Ay,N Ay, =0 (falls n #m) ist

K (U An) = ZN(An)
n=1 n=1

neN

Notation 3.2 Statt
,» Sei  eine Menge, A eine o-Algebra auf 2 und p ein Maf3 auf A.

“

sagen wir auch
,» Sei p ein Maf auf dem Messraum (€2, .A4). “
oder

» Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. “

Bemerkung 3.3
a) Als Beispiel dient wieder das Messen von Fldchen:

— Es ist unmittelbar einleuchtend, dass der Flacheninhalt jeder Fldche
A nicht negativ ist: p(A) > 0.

— Natiirlich ist der Flicheninhalt der leeren Menge null: u(@) = 0.
— (i) in Def. 3.1

— Plausibel ist auch, dass der Gesamtfldcheninhalt einer Fldiche die
Summe der Flicheninhalte ihrer (disjunkten) Teilfldchen ist:

11




AiNAy = 1] = M(Al U Ag) = [L(Al) + ,LL(AQ)

— (i) in Def. 3.1 ist noch ein kleines bisschen mehr (o-Additivi-
tit).

b) Gemdf der Definition 3.1 ist es auch moglich, dass u(A) = oo fir manche
A € A (2.B. Lebesgue-Maj; vgl. Abschnitt 4.3).

c) Es gibt in der Maftheorie noch weitere Objekte, die dem Begriff Mafs
ahnlich sind: Inhalt, Pramaf, signiertes Mayfs.

Definition 3.4 Sei (Q, A, 1) ein Mafraum.
a) p heifst endliches Mafs, falls

w(2) < oo
(In diesem Fall gilt dann automatisch: p(A) < oo YA€ A)
b) p heifst Wahrscheinlichkeitsma$8, falls
n(@) =1

c) p heifst o-endliches Mafs, falls (Ap)nen C A existiert, so dass

UA” = Q und p(Ay) < oo VneN
n=1

Bemerkung 3.5 o-endliche Maf$e verhalten sich im wesentlichen wie endli-
che Mafle. Im Zusammenhang mit ,Dichten“ spielen sie eine wichte Rolle in
der Statistik (vgl. Lebesgue-Maf in Abschnitt 4.3, Satz von Radon-Nikodym in
Abschnitt 7.1).

Achtung: o-endliche Mafle miissen aber nicht endlich sein; d.h. u(Q) = oo ist
maglich.

Und speziell fiir Wahrscheinlichkeitsmafie 4 = P definieren wir:

Definition 3.6 Sei (2, A, P) ein Mafiraum, wobei P ein Wahrscheinlichkeits-
maj$ sei. Dann heifit (2, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

3.2 Der Begriff ,Wahrscheinlichkeitstheorie

Falls das Mafl p auf dem Messraum (£2,.4) die Bedingung

erfiillt, konnen wir z.B.

w(A) == (3.1)

interpretieren als

12



, Die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt ist % S
Nach wie vor konnen wir aber (3.1) genausogut auch interpretieren als
,, Die Flache A hat Fliacheninhalt %.“

Fiir die eigene Vorstellung sind Flacheninhalte einfacher als Wahrscheinlichkei-
ten; mathematisch gesehen spielt die Interpretation keine Rolle.

FEine etwas neutralere Bezeichnung fir Wahrscheinlichkeitsmafl ware normiertes
Mayj$ (wegen p(€2) = 1). Das mathematische Gebiet Wahrscheinlichkeitstheorie
kénnte genauso gut auch Theorie normierter Mafle heiflen.

3.3 Eigenschaften von Mal3en

Satz 3.7 (Elementare Eigenschaften von Maflen) Sei (2, A, u) ein Mafs-
raum.

(1) Endliche Additivitat:

Fir einm € N seien Ay € A, ..., A, € A so dass A;NA; = 0 (fir
i # 7). Dann ist

p(Ar U UA,) = p(A)+ -+ p(4y)

(2) Isotonie:

Ac A, Be A, ACB = w(A) < p(B)

(3) Subtraktivitat:

Aec A, Be A, ACB, plA)<oo = pu(B\A) = u(B)—ulA)

(4) Sub-Additivitat:

(An),ey €A = (U An) <D Ay

n=1

(5) Stetigkeit von unten:
Sei

(An),en € A; AycAcAsc...cl|JAa =4cA

n=1
eine isotone Folge messbarer Mengen mit messbarem Grenzwert. Dann
gilt
lim pu(An) = p(A)

n—oo

13



(6) Stetigkeit von oben:
Sei

(An), ey € A5 A1 DAy DA3D ... D[4y =AcA
n=1

eine antitone Folge messbarer Mengen mit messbarem Grenzwert, wobei
(A1) < oo. Dann gilt

lim pu(A,) = p(A)

Beweis: (1) - (4) und (6) ~» Ubungen

Beweis von (5):
Setze By := Ay und B,, := A, \ A,—1 Vn >2. Dann ist

n=1 n=1 n=1 n=1
und
B,NB, =10 VYn#m (3.3)
und somit
> (3.2) > (33) —
n(A) = M( An) = u(U Bn) = > uBn) =
n=1 n=1 n=1
= lim ZM(Bn> = lim p (U Bn> 32 fim w(Ap)
n=1 n=1
O
Beobachtung:

Sei (2,.A) ein Messraum und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2,.4). Spéte-
stens aus Satz 3.7 wird folgendes deutlich:

Durch die Angabe des Wertes pu(A) = 0,7 fiir ein A € A, weil man schon viel
mehr iiber p als nur diesen einen Wert pu(A) = 0,7. Zum Beispiel folgt daraus

schon
wB) < 0,7 VBCA

und
w(C) < 0,3 VCeA mit ANC =1

und auch
u(A%) = 0,3

14



Aus jedem weiteren angegebenen Wert von pi, kénnten wir eine noch viel gréfiere
Anzahl von zusétzlichen Werten ableiten. Somit leuchtet auch sofort ein, dass
Folgendes moglich ist:

Seien p und v zwei Mafe auf (Q,.4) und F C A. Unter Umsténden kann dann
aus

w(F) = v(F) VFeF

schon folgen, dass
w(A) = v(A) VAe A

Der folgende sog. FEindeutigkeitssatz beschreibt Situationen, in denen dies tat-
sachlich der Fall ist. Es sollte auch nicht weiter iiberraschen, dass die Rolle
von F ein Erzeuger von A einnimmt. Allerdings sind nicht alle Erzeuger von
A hierzu ausreichend — aber sog. N-stabile Erzeuger sind es.

Definition 3.8 Sei (2, A) ein Messraum. Ein & C A heifst N-stabiler (durch-
schnittsstabiler) Erzeuger von A, falls gilt

o & ist ein Erzeuger von A; d.h. 0(€) = A (vgl. Def. 2.12).

o & ist N-stabil, d.h.

Eie&, Eyeé& = EiNEy € &€

Satz 3.9 (Eindeutigkeitssatz) Sei (2, .A) ein Messraum und £ ein N-stabiler
Erzeuger von A.

a) Seien p und v endliche Mafe auf (Q,.A), so dass
w(Q) = v(Q) und wE) =v(E) VEe&

Dann ist y =v.

b) Seien p und v Mafle auf (2, A) und sei
(En),ey €€ mit | JE, =0
n=1
Falls aufSerdem
w(Ey) =v(E,) < oo VneN und wE) = v(E) VYEe€€&

dann ist p = v.

15



4 Wichtige Malle

4.1 Das Dirac-Mal3

Sei (92,.A) ein Messraum und sei z € Q. Setze

0:(A) =1 fiir jedes A€ A mit z € A

und
dz(A) =0 fir jedes A€ A mit z ¢ A

Dann ist
0z A — [0;00], A — 0(A)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf$l auf (€2, A).
Beweis: ~~ Ubung U

Das Wahrscheinlichkeitsmafl d, heifit Dirac-Maf} an der Stelle z.
Das Dirac-Maf} ¢, mifit also, ob x jeweils in A liegt.

4.2 Das ZahlmaB

4.2.1 Endlicher Fall

Sei Q={1;2;3;...;n} und A = P(Q).
Fir A C {1; 2; 3; ... ; n} bezeichne §(A) die Anzahl der Elemente in A. Zum
Beispiel

{2713 =45 4(Q) =

Einfache Rechnungen zeigen, dass
t: A — #(A)
ein MaB auf ({1; ... ;n}, P({1;...; n})) ist. § heiBt Z&hlmaB.

4.2.2 Abzahlbar unendlicher Fall

Sei 2 = Nund A = P(N).
Fiir A C N bezeichne §(A) wieder die Anzahl der Elemente in A. Zum Beispiel

({12 713}) =43 4(Q) = #(N) = oo
Sei C' die Menge der Primzahlen in N. Dann ist

81(C) = o0 (Euklid; ca. 300 v.Chr.)

16



§ ist ein o-endliches Maf§ auf (N, P(N)).

BEWEIS

4.2.3 Uberabzihlbar unendlicher Fall

Sei (2, 4) = (R,P(R)) und #(A) bezeichne wieder die Anzahl der Elemente
von A C R. §(A) ist ein MaB auf (R, P(R)). Ist { hier ein o-endliches Maf?

4.3 Das Lebesgue-Mal3
4.3.1 Ziel

Wir wollen jetzt ein Mafl definieren, dass uns wie gewohnt

e im R3 Volumen misst: Der Quader soll den Messwert bl h haben.

e im R2 Flicheninhalte misst: Das Rechteck soll den Messwert b h haben.

e im R! Streckenlingen misst: Die Strecke soll den Messwert [ haben.
l/

Zunéchst betrachten wir den eindimensionalen Fall, also 2 = R.

17



4.3.2 Das eindimensionale Lebesgue-MaB )\ auf (R, 5)

Betrachte ein Intervall [a;b] C R = Q

! r
J C

0 a

o

Das gesuchte Maf§ A soll dann erfiillen
AM[a;b]) = b—a

Natirlich konnen wir das Mafl A nicht nur auf Intervallen definieren — wir
brauchen jetzt eine geeignete o-Algebra auf 2 = R.

Einfachste Idee: Wir nehmen die kleinste o-Algebra auf R, die alle Intervalle
enthilt. Der Erzeuger unserer o-Algebra ist also

& = {[a;b]‘ ac€R, beR, a<b}
(vgl. Def. 2.12). Die daraus resultierende o-Algebra
B = o(€)

heiflt Borel-o-Algebra.

Satz 4.1 (Eigenschaften von B)
elcB ReB
o {c}e®B VceR
o FiralleaeR,beR mita<bist

[a,b] € B [a,b) € B (a,b] € B (a,b) € B

e NeB Qe®B

Natiirlich sind auch jeweils die Komplemente, die (abzdihlbaren) Vereinigungen
und die (abzdhlbaren) Durchschnitte all dieser Mengen in B enthalten.

Beweis: ~ Ubung g

Bemerkung 4.2 Andere Erzeuger der Borelschen o-Algebra sind zum Beispiel
die Menge aller offenen Intervalle (a;b), die Menge aller halboffenen Intervalle
(a;b] (bzw. [a;b)) sowie die Menge aller einseitig unbeschrdankten Intervalle
(a;00) (bzw. [a;00), (—o0;b), (—00;b]).

Definition 4.3 FEine Menge B C R heifit Borel-Menge, falls
B c ‘B

Bemerkung 4.4 Nicht jede Teilmenge von R ist eine Borel-Menge, das heifst
B C PR)!
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Aber: Jede Teilmenge von R, die Ihr bisher in Furem Leben gesehen habt, ist
eine Borel-Menge.

Es ist aufwendig und mathematisch anspruchsvoll, Mengen zu konstruie-

ren, die nicht in B liegen.

Dennoch muss man schon immer erst zeigen, dass die gerade betrachtete Menge
tatsachlich eine Borel-Menge ist. (Das gilt natirlich nicht fir die prakti-
sche Arbeit als Statistiker.)

Satz 4.5 (Das Lebesgue-Maf3) FEs gibt genau ein Mafi A auf dem Messraum
(R,*B), so dass

)\([a;b]) =b—a VaceR, beER, a<bd (4.1)
Dieses A\ heifit (eindimensionales) Lebesgue-MaS.

Zum Beweis: Der Beweis, dass A tatsdchlich existiert ist sehr aufwendig. Da-
bei verwendete Begriffe sind: Ring, Pramaf, Fortsetzungssatz (Carathéodory),
aufleres MasB.

Wir zeigen jetzt aber noch die Eindeutigkeit. Das heiflt, wir zeigen, dass es
auf (R, B) kein weiteres Mafl geben kann, das (4.1) erfiillt.

Nehmen wir dazu an, dass neben A auch p ein Maf auf (R, B) sei, dass (4.1)
erfiillt. Dann gilt

AMla;0]) = b—a = p([a;b]) VaeR, beR, a<b
Sei

g = {[a;b]( a€R, beR, a<b}u{®}u{{c}

c€E R}
Fir
ME) = u(E) VEe€é& (4.2)

ist nur noch zu zeigen, dass A({c}) = p({c}) VceR:
Fiir ein ¢ € Rsei A({c}) = p > 0. Dann ist

1
p = A{c}) < A({C; ¢+ %p]) = 5P
und daraus folgt p < 0; ein WIDERSPRUCH.

Somit folgt A({c}) = 0. Analog folgt auch p({c}) = 0.

Insbesondere gilt fir E, := [-n;n] ne€N
U E, =R und ANER) = u(Ey) =2n <oco VneN (4.3)
n=1

GemiB der Definition von 9B ist £ ein Erzeuger von B. Weil der Durchschnitt
zweier Intervalle wieder ein Intervall, ein Punkt oder die leere Menge ist, ist
& sogar ein N-stabiler Erzeuger von B (vgl. Def. 3.8).

Aus (4.2), (4.3) und dem Eindeutigkeitssatz 3.9 folgt schliefllich A = p. O
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Bemerkung 4.6 Aus (4.3) folgt: Das Lebesguemafi A auf (R,B) ist o-endlich
(und nicht endlich).

Satz 4.7 (Translationsinvarianz) Sei B € B, c € R und
B. == c+B = {c+b]| be B}

Dann st

AB:) = XB)
D.h.: Durch Verschieben veréndert sich nicht die Streckenlange.

B _— *¢ B,

Beweis: ~ Ubung g

4.3.3 Das n-dimensionale Lebesgue-MaB \" auf (R", B%")
Sei n € N fest. Sei

En = {[al;bﬂ X oo X fan;bp] | @i €R, b €R, a; <b;y Yie{l;...; n}}
Dabei ist
[ag;01] X -+ X [an;bn] = {(c1,...,cn) | ¢ € as;b] Vie{l;...;n}}
Sei
BE = 5(&,)

die von &, erzeugte o-Algebra (vgl. Def. 2.12). B®" heifit (n-dimensionale)
Borel-o-Algebra.

Satz 4.8 Alle abgeschlossenen Teilmengen von R™ und auch alle offenen Teil-
mengen von R™ sind in B,

Definition 4.9 FEine Menge B C R"™ heifst Borel-Menge, falls
B € B%"

Die Aussagen aus Bemerkung 4.4 gelten auch fiir (R", B%").
Beispiele fiir Borel-Mengen in 8%? sind:

Satz 4.10 (Das n-dimensionale Lebesgue-Maf3) Es gibt genau ein Maf
A" auf dem Messraum (R™,B%™), so dass fir alle

a; ER, b; R, a; <b;, i€{1;...;n}
gilt
A"([al;bl] X - X [an;bn]) = (by—ay) -(bg—az) ... (b —ap) (4.4)

Dieses \™ heifst (n-dimensionales) Lebesgue-Maf.
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-[az;bﬂ /
[asbi] l

Bemerkung 4.11 Das Lebesquemafi A" auf (R™,B®™) ist o-endlich (und nicht
endlich).

Satz 4.12 (Translationsinvarianz) Sei B € B®", ¢ € R" und
B, :=c+B = {c+b| be B}

Dann st
AMB:) = A(B)

D.h.: Durch Verschieben verandert sich nicht der Rauminhalt.

Beweis: Geht genau wie im eindimensionalen Fall. U

Bemerkung 4.13 Fir das Lebesgue-Maf$ \ aus Abschnitt 4.3.2 und firn =1
gilt natiirlich
M =X und (RLB®) = (R,B)

4.3.4 ) kann nicht auf ganz P(R) sinnvoll definiert werden!

Dieser Abschnitt soll die Frage aus Kapitel 2 ( Bemerkung 2.6 (b) ) beantworten.
Wieso brauchen wir eigentlich o-Algebren und betrachten nicht immer gleich
die ganze Potenzmenge P(2)?

Das Lebesgue-Ma$ soll (vgl. Abschnitt 4.3.1) fiir eine Teilmenge B C R die
Lange angeben. Zum Beispiel

)\([2;5] Ul720) = 5—-2)+(20—7) = 16
Durch Verschieben einer Menge B sollte sich natiirlich nicht die Lange von B
verdndern (Translationsinvarianz, vgl. Satz 4.7).

Bisher haben wir A nicht fiir alle Teilmengen A C R von R definiert, sondern
nur fiir Borel-Mengen — d.h. wir haben A nur auf der o-Algebra B definiert. Im
Folgenden wird gezeigt: Egal wie wir A\(A) fiir Mengen A C R, A ¢ B definie-
ren wirden, A wire dann nicht mehr translationsinvariant. Das heifit: Durch
Verschieben von manchen Mengen A wiirde sich deren ,Lange“ verdndern!

Wir konnen also A nicht sinnvoll fiir alle A C R definieren! Daher brauchen wir
eine geeignete o-Algebra (ndmlich 9B).

Satz 4.14 Es gibt kein Maff X auf (R,P(R)), so dass
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o Mlasb]) =b-a VaeR beR, a<b
e MA.) = MA) VACR, VceR
wobei jeweils A, = c+A = {c+a| ac A}
Beweis: Angenommen es gibe so ein Ma$ .
Sei A C [0;1], so dass gilt:
Vexe0,1] !l ye A, sodass z—y € Q
(So eine Menge A existiert nach dem Auswahlaxiom.)

B = U A,

re[-1;1]nQ

Setze

wobei 4, = r+A = {r+a| a€ A}. Dann gilt:
(i) B ist die Vereinigung abzahlbar vieler Mengen A,, wobei
ANA =10 fir r #r’
(ii) [0;1] € B C [-1;2] also

1= X[0;1]) < AB) < M[-1;2]) = 3

Auflerdem gilt
~ ) ~ ~
AB) = Y MA) = Y A4
re[-1;1]NQ re[—1;1]NQ
Aus (4.6) folgt

e \M(B) = oo falls A(A) >0
e \(B) = 0 falls \(A)=0

Die ist jedoch ein Widerspruch zu (4.5).
Also: Es kann kein solches A geben!

Bemerkung 4.15 Die Situation ist in der Tat sogar noch viel schlimmer:

sDer erste Godelsche Unvollstandigkeitssatz] besagt, dass in einem wi-
derspruchsfreien Axiomensystem, das geniigend reichhaltig ist, um den
iiblichen Aufbau der Arithmetik (natiirliche Zahlen) sicherzustellen und
iiberdies "hinreichend einfach’ ist, es immer Aussagen gibt, die aus diesem

weder bewiesen noch widerlegt werden kénnen. ¢

(Aus dem Wikipedia-Artikel zu Kurt Gédel)

Man weifs, dass folgende Aussage weder bewiesen noch widerlegt werden kann

(vgl. Hoffmann-Jorgensen 1994, S. 513):

Man kann das Lebesgue-Mafl A zu einem (nicht notwendigerweise transla-

tionsinvarianten) Maf auf (R, P(R)) fortsetzen.
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5 Messbare Abbildungen und BildmaBe

5.1 Einfiihrende Beispiele

Ein Beispiel aus der Stochastik:

Zweifacher Wiirfelwurf:
Q={L...;6} x {1;...;6}
Schreibe (w1,w2) = w € Q, wobei
wi: 1. Wurf
wo: 2. Wurf

Die Angabe der Wahrscheinlichkeiten modellieren wir mit folgendem (Wahr-
scheinlichkeits-) Mafl P:

P({(wl,wg)}> =

(D.h.: P = 45 -, vgl. Abschnitt 4.2.1.)

| =
S| =
w
(@)}

Uns interessiert aber nicht (wy,ws), sondern nur die Summe aus beiden Wiirfen:
S((wr,w2)) = w1+ ws
Das modellieren wir durch die Abbildung
S: Q= Q) (wi,w) — wi+w
wobei Q' = {2; ... ; 12}.
Wir haben also neben (€2, P(€2)) nun noch einen zweiten Messraum (', P(Q)).

Die Angabe der Wahrscheinlichkeiten fiir Elemente w’ aus Q' modellieren wir
mit dem (Wahrscheinlichkeits-) Mafl P’ das gegeben ist durch

P'({w'}) = P({w€Q| S(w):w/})

Zum Beispiel

P'({4}) = P({(1;3); (3:1); (2:2)}) = % H({(153); (3;1); (2;2)}) = 3%

Allgemein ist fir A’ C Q' dann
P'(A") = P{we Q| Sw)e A'}) = P(S7H(A")

wobei STHA') ={w € Q| S(w) € A’} das Urbild von A’ unter S bezeichnet.

23



Auf diese Weise erzeugt S aus dem Mafl P ein neues Maf
P': PQ) — [0;00], A’ — P(S1(A")
Man schreibt auch
P = S(P) bzw. P'(A") = [S(P)](A")
und nennt P’ = S(P) auch Bildmaf von P unter S.

Ein weiteres Beispiel:

Sei jetzt @ = R, Q' = {0;1} und T': R — {0; 1} irgendeine Abbil-
dung. Betrachten wir nun das Lebesgue-Maf3 A auf (R,®). Wie vorher soll
auf (Q',P(")) das BildmaB von A unter T definiert werden — und zwar durch

P(Q) — [0;00], A — )\(T_I(A’))
Problem: Es kann passieren, dass
THAY) & B
In diesem Fall ist A(T~!(A’)) aber gar nicht definiert.

Daher kénnen nur Abbildungen T verwendet werden, bei denen dieses Pro-

blem nicht auftritt. Dies fiihrt uns zur Definition der sog. messbaren
Abbildungen.

5.2 Definitionen und Eigenschaften

Definition 5.1 Seien (2, A) und (', A") Messraume. Eine Abbildung
T: Q — Q
heifit A/ A’-messbar, falls
T'(AYe A VA cA
Notation 5.2 Die Kurzschreibweise
T: (4 — (2,4
bedeutet:

T ist eine Abbildung
T: Q— Q,

die A/A’-messbar ist.
Definition 5.3 Sei (Q, A, u) ein Mafraum, (', A’) ein Messraum und
T: (4 — (Q,A)
Das durch
WA = p(T1AY) VA e A 6.1)
definierte Maf p' auf (Q', A’) heifit Bildmafl von p unter 7.
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Notation 5.4 Fiir das Bildmaf$ i’ von p unter T schreiben wir auch

Das heift: [T(u)](A") = p(T~1(A"))

Satz 5.5 Durch Gleichung (5.1) wird tatsdchlich ein Maff p' auf (Q', A") de-
finiert. Auferdem gilt:

o 1 ist endliches Mafi = T(p) ist endliches Mafs

o 1 ist Wahrscheinlichkeitsmafs = T(u) ist Wahrscheinlichkeitsmafs
Beweis: ~» Ubung! O
Bemerkung 5.6 Die Aussage

w ist o-endliches Mafs = T(u) ist o-endliches Maf

ist im Allgemeinen falsch.

Gegenbeispiel zu dieser Aussage:

Sei (Q,A) = (R,B) und (2", A") = (R,B). Betrachte T : R — R mit
T(x) =1 VrxeR

T ist B/B - messbar! Das Lebesque-Maff A auf (2, A) = (R,B) ist o-endlich,
aber das Bildmaf$ T(\) ist nicht o-endlich:
Fir alle B" € A" = B ist

0 falls1¢ B’

[T(N](B") = {oo falls 1 € B’

und so ein Mafl kann nicht o-endlich sein, wie man leicht sieht.

Satz 5.7 (Kriterium fiir Messbarkeit) Seien (Q,A), (Q', A’) Messraume
und
T: Q — Q

eine Abbildung. Sei &' ein Erzeuger von A', also 0(£') = A'. Es gilt:

T ist genau dann A/ A’ -messbar, wenn
T-YEYe A VE €&

d.h. wenn T A/E' - messbar ist.
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Satz 5.8 (Verkettung von messbaren Abbildungen)
Seien (21,A41), (Q2,A2) und (Qs3,.As) drei Messrdume. Fir

Ty: (1, A1) — (2, Az)

und
Ty : (2, A2) — (03, A3)

ist auch

TroTy: (21,A1) — (923,A3)
Ist auflerdem py ein MafS auf (Q1,.A1), so gilt

(TaoTh) (1) = To(Ti(mm))

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Definitionen! O

Satz 5.9 Sei (Q,A) ein Messraum und (', A’) = (R¥, BEF).

a) Seien f: Q — RF und g: Q — R*¥ A/B%F _messbare Funktionen. Sei
c € R. Dann sind auch

f+g9, f—-9, f-9, cf
A/BEF _messbare Funktionen. Ist auflerdem g > 0, so ist auch

f

g
eine A/BF _messbare Punktion.
b) Sei nun (Q, A) = (R7,B%7). Es gilt: Jede stetige Funktion
f: Rl — RF

ist BT /BOF _messbar

5.3 Reellwertige Funktionen

In diesem Abschnitt ist (£2,.4) ein Messraum und (', A’) = (R,B). Wir
betrachten Funktionen
f:Q —=R

Notation 5.10 Anstelle von
[ ist A/B - messbar
schreiben wir auch einfach nur

f ist A-messbar
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Diese Funktionen spielen eine besondere Rolle; im néchsten Kapitel werden wir
ein Integral auf solchen Funktionen definieren. (Als Anwendung werden wir
schliefllich den Erwartungswert von Zufallsvariablen in der Stochastik erhalten.)

Zunachst notieren wir noch ein paar Aussagen zur Messbarkeit:
Satz 5.11 Sei (2, A) ein Messraum und (', A’) = (R, B).
a) Sei f:Q — R, so dass
f(a,0)) € A VaeR

Dann ist f A -messbar.

Die analoge Aussage gilt auch fiir [a; 00) anstelle von (a;00).

b) Sei (fn)nen eine Folge A -messbarer Funktionen

fn: @ - R
so dass
—oo < inf fp(w) < sup fp(w) < oo Vw € Q
neN neN
Dann sind die Funktionen
w +— inf f(w) und w +— sup fp(w)
neN neN

A - messbar.

Falls (fn)nen auferdem punktweise gegen ein
f: Q—-=1~R

konvergiert (d.h. lim, . fn(w) = f(w) Yw € Q), so ist auch f eine
A - messbare Funktion.

c) Seien f:Q — Rundg:Q — R A-messbare Funktionen. Dann sind
auch

0 minff(); gw)})  und  w - max{f(w); g(w)}

A - messbare Funktionen.

Beweisskizze:

a) Folgt aus Satz 5.7, weil
F' = {(a;oo) ’ CLER}

ein Erzeuger von ‘B ist.

Beweis fiir [a; 00) anstelle von (a; 00) geht analog.
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b) Die Messbarkeit von inf,cy f,, folgt aus

(inf fu) ' (a00)) = {we | inf fu(w) € [a:00)}
= {weQ|VneN: fo(w)>a}

= (N fi'(lax) € A

neN

und aus Teil a).
Die Messbarkeit von sup,,cy fn folgt analog.

Die Messbarkeit von f = lim, .o fn folgt aus der Messbarkeit von
lim inf,, f,,, wobei die Messbarkeit von lim inf,, &hnlich bewiesen wird wie

die Messbarkeit von inf.

c) Folgt aus Teil b), z.B. mit f1:=f, fa:=g, f3:=f, fa:=

Definition 5.12 Sei (2, A) ein Messraum.

o Iir A C Q sei
Iy: Q - R, wr— Iyw)

die Funktion mait

o Ip(w) =1 falls we A
o Ia(w) =0 falls wg A

14 heif$t Indikatorfunktion von A.

e SeineN, Ay A, ..., A, € A und oy €R, ...

Funktion s : Q — R der Gestalt
s(w) = ZaiIAi(w) VweQ
i=1

heifit (A-) einfache Funktion.

gy -

, an € R. FEine

Beispiel 5.13 Das Bild zeigt die einfache Funktion mit Q =R, A =B sowie

also
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Satz 5.14 Sei (2, A) ein Messraum. Dann gilt
a) Die Indikatorfunktion 14 von A ist A-messbar genau dann, wenn A € A.

b) Jede A - einfache Funktion ist A -messbar.

Beweis:
a) Sei B € 8.
A fallsle BANO0¢B
A falls1¢ B A0€B
A (B) = {w | 1a(w) € B} Q falsleB A 0€B
) falls1¢ B A0O¢B

Demnach gilt fiir alle B€ B: I,;'(B)e A < Ac A
b) Folgt aus a) und Satz 5.9a).

O

Der nachfolgende Satz ist das entscheidende Hilfsmittel, um im néchsten Kapitel

Integrale tiber Funktionen
f: Q2 —=R

zu definieren.

Satz 5.15 Sei f: Q@ — R eine A-messbare Funktion mit f(w) >0 Vw € Q.
Dann gilt:
Es existiert eine Folge (sp)nen von Funktionen

$Sn: 2 — R
mit folgenden Eigenschaften:
o s, ist eine A - einfache Funktion, n € N.
e sp(w) >0 Vwe, neN.
e s, / f, dh.:

o s51(w) < s3(w) < s3(w) < sy(w) < .. < fw) Yw € Q
o limy 00 Sp(w) = f(w) Vwe Q
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6 Integration

6.1 Idee
I A I A I As /\
a a ag a
X
3
s(z) = ZO&@'LL(QU)
i=1
Integration:
a2 as aq
/s(az) dx = / s(x)dx + / s(x)dx + / s(x)dx =
R al a2 as
ai-(az —ay) + ag- (a3 —a2) + az- (a4 —az) =
(6.1)

g - )\(Al) + Qg - )\(AQ) + asg- )\(Ag)

~ Auf diese Weise konnen wir die einfache Funktion s bzgl. des Lebesguemafles

A integrieren.
Statt
/s(ac) dx
R

schreiben wir ab jetzt aber

/s(x) A(dx) oder /de)\

Mit Hilfe von Gleichung (6.1) kénnen wir die einfache Funktionen s aber auch

ganz analog bzgl. jedem anderen Maf} i integrieren:
/Sdu = o1 p(A1) + a2 p(A2) + as - p(As)
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Mit Hilfe von Satz 5.15 werden wir dann (im néchsten Abschnitt) das Integral
iiber messbare Funktionen f definieren — und zwar als

/fd,u = lim /snd,u wobei s, ' f

6.2 Definition des allgemeinen Integrals
Vorgehen:

[ 1.] Integration einfacher Funktionen

[ 2.] Integration nichtnegativer messbarer Funktionen

[ 3.] Integration messbarer Funktionen
Sei im Folgenden (2,.A4) ein Messraum und p ein Maf auf (€2,.4). Wir wollen
Funktionen

f : (QuA) - (R’%)

bzgl. dem Mafl p integrieren.

[1.] Integration einfacher Funktionen

Sei s: Q2 — R eine einfache Funktion. D.h.
s(w) = ZailAi(w) Vwe Q
i=1

wobeineN, AjeA, ..., A, €A und a1 €R, ..., a, €ER.
Wir definieren

/sd,u = Zaiu(Ai) (6.2)

Bemerkung 6.1 Die einfache Funktion s =Y ;" a;1a, konnte auch eine an-
dere Darstellung haben:

s(w) = ZBjIBj(w) Vwe
j=1

mitméeN, BieA, ..., Bn,€A und /1 €R, ..., Bn €R. Also:
Y aila, = > Bils,
i=1 j=1

obwohl m #mn, By # A1, ..., 1 # ag, ...

Eine leichte Rechnung zeigt, dass in diesem Full aber auch

D aip(A) =) BBy
i=1 Jj=1

Die Definition in (6.2) hingt also nicht von der Darstellung von s ab. Das
Integral fiir einfache Funktionen ist daher ,wohldefiniert“.
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[2.] Integration nichtnegativer messbarer Funktionen

Sei f: Q — R eine A-messbare Funktion, so dass
flw) >0 VweQ
Nach Satz 5.15 existiert eine Folge (sy,)nen von Funktionen
Sp: 0 —- R
mit folgenden Eigenschaften:
e s, ist eine A -einfache Funktion, n € N.
o sp(w) >0 YVwe,neN.

s, / f
Wir definieren das Integral von f bzgl. p (wie bereits angekiindigt) durch

/ fdu = lim / s dyi (6.3)

Bemerkung 6.2
a) Der Limes der Folge

([,

existiert immer. Es kann aber durchaus sein, dass

lim [ spdy = oo
n—oo

b) Es kann sein, dass es noch weitere Folgen (tp)nen gibt, so dass gilt
— t, ist eine A - einfache Funktion, n € N.
—th(w) >0 Ywe, neN.
- tn / f

In diesem Full gilt aber

n—oo

lim [ t,dpy = lim /sndu
n—oo

Die Definition in (6.3) hingt also nicht von der gewdhlten Folge (Sp)nen
ab. Das Integral fir positive messbare Funktionen ist daher ,wohldefi-

niert “.

[3.] Integration messbarer Funktionen

Sei f: 2 — R eine A-messbare Funktion.

Setze
ff: Q—=R, w +— max{f(w); 0}

als Positivteil von f und
7 Q — R, w — —min{f(w); 0}
als Negativteil von f.
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()

o

o ffw) >0 VweQ und f(w) >0 Vwe
e fTund f~ sind A-messbar (Satz 5.11c))
Durch Gleichung (6.3) sind damit

/ ffdp  und / Fdu

/f+du < o0 und /fd,u < o0

konnen wir daher fiir das Integral von f definieren

[ran = [rraun- [ au (6.4)

Probleme ergeben sich, falls

/f+du:oo oder /f_du:oo

Daher folgende Definition:

schon definiert.
Falls

Definition 6.3 Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum. Eine Funktion
f: Q9 —-=R
heif$t integrierbar bzgl. u, falls gilt:

o f ist A-messbar.

o/f+du<oo und /fd,u<oo
Die Menge der bzgl. p integrierbaren Funktionen wird mit
L1(QA 1) = {f Q- R ’ f ist integrierbar bzgl. u}

bezeichnet.
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’ Also: Nicht jede messbare Funktion ist integrierbar!

Der Integrationsbereich

Sei (€2, A, ) ein Mafiraum und f : © — R eine bzgl. u integrierbare Funktion.

[ tan

bedeutet: Es wird iber den ganzen Definitionsbereich integriert.
[ fdp ist also eine abkiirzende Schreibweise fiir

/Qfdu

Falls f nur iiber eine Teilmenge A € A von (2 integriert werden soll, so ist

[ gau= [ raan = [ 10
~

Falls f bzgl. p integrierbar ist, so ist auch f’ = f - I, fiir jedes A € A bzgl. u
integrierbar.

Schreibweisen

[ran = [ @) = [ ) due)
" Jraw = [ st = [ fe) e
Fazit

Wir haben jetzt in grofler Allgemeinheit ein Integral bzgl. beliebiger Mafle iiber
eine grofie Klasse von Funktionen definiert.
Zusammenhang mit dem Riemann-Integral aus der Schule/Uni:

Sei f : R¥ — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist f auch
integrierbar bzgl. des LebesguemaBes A\* im Sinne von Definition 6.3 und es
gilt:

_ k
. f(z)dx = /fd)\

Die Umkehrung gilt aber nicht! Sei @ = R und f : R — R gleich der
Indikatorfunktion von Q auf R (,Dirichletsche Sprungfunktion )

[ =1Ig
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Dann ist f nicht Riemann-integrierbar. Aber wegen Q € 9 ist f messbar (vgl.
Satz 5.14a)) und wegen

/Rfcu = ANQ) = A(U{q}> =Y AM{g}) =0

q€Q q€Q
(Q ist abzdhlbar!) ist f integrierbar im Sinne von Definition 6.3.

D.h.: Es kénnen jetzt viel mehr Funktionen f : R¥ — R integriert werden!

Wihrend das Riemann-Integral auBierdem nur fiir (bestimmte) © C R* definiert
ist, kénnen wir nun auch auf beliebigen Messraumen (€2, A) und bzgl. beliebiger
Mafle integrieren.

Zum Unterschied zwischen der Definition des Riemann-Integrals und der De-
finition des Lebesgue-Integrals noch ein Auszug aus dem Wikipedia-Artikel
,Lebesgue-Integral “:

Der wesentliche Unterschied im Vorgehen bei der Integration nach Rie-
mann bzw. Lebesgue besteht darin, dass beim Riemann-Integral der De-
finitionsbereich (Abzisse), beim Lebesgue-Integral jedoch die Bildmenge
(Ordinate) der Funktion unterteilt wird. An obigen Beispielen lésst sich
bereits erkennen, dass sich dieser Unterschied durchaus als entscheidend
herausstellen kann.

Henri Lebesgue iiber den Vergleich zwischen Riemann- und Le-
besgue-Integral:

»2Man kann sagen, dass man sich bei dem Vorgehen von Riemann verhalt
wie ein Kaufmann ohne System, der Geldstiicke und Banknoten z&hlt in
der Reihenfolge, wie er sie in die Hand bekommt; wahrend wir vorgehen
wie ein umsichtiger Kaufmann, der sagt:

Ich habe m(FE;) Miinzen zu einer Krone, macht 1-m(FE;)
ich habe m(F3) Miinzen zu zwei Kronen, macht 2 - m(FE>)

ich habe m(FE3) Minzen zu finf Kronen, macht 5 - m(Es).

usw., ich habe also insgesamt
S=1-m(E1)+2-m(E2)+5-m(Es)+--- [Kronen]

Die beiden Verfahren fiihren sicher den Kaufmann zum gleichen Resultat,
weil er - wie reich er auch sei - nur eine endliche Zahl von Banknoten zu
zahlen hat; aber fiir uns, die wir unendlich viele Indivisiblen zu addieren
haben, ist der Unterschied zwischen beiden Vorgehensweisen wesentlich. “

(H. Lebesgue, 1926; zitiert nach J. Elstrodt)

Und wie rechnet man jetzt ein Integral bzgl. einem Mafl y aus? Spater!
Zunéchst miissen noch einige sehr wichtige Eigenschaften des Integrals festge-
halten werden.

35



6.3 Eigenschaften des Integrals

Satz 6.4 Sei (2, A, ) ein Mafraum.

[1] Falls f1 € L1(Q, A u) und fo € L1(Q,A, ), so ist auch f1 + fo €
L1(Q, A, 1) und es gilt

/f1+f2dM = /fld,u+/f2dﬂ

[2] Falls f € £1(2, A, p) und ¢ € R, so ist auch cf € L1(2, A, 1) und es gilt

/cfd,u:c/fd,u

[3] Sei ¢ € R eine Konstante und sei p ein endliches MafS. Dann ist ¢ €
L1(2, A, p) und

[edn = cu@)

[4] Fir Ae A ist
/uw:mm

und mit B € A ist
/IAdu — W(ANB)
B

[5] Fir fi € £1(2, A, p) und fa € L1(2, A, ) gilt
i) € ) vee? = [paus [

Insbesondere folgt aus f >0 auch [ fdp > 0.

[6] Fir A-messbare Funktionen f: Q — R gilt

|f| € El(Q>Aa/~L) g f € Ll(Q’Aaﬂ)

’/fdu‘ < [islau

[7] Sei f: Q — R eine beschrinkte A-messbare Funktion und sei p ein
endliches MafS. Dann ist f € L1(Q, A, p).

In diesem Fall ist

Bemerkung 6.5 Die Aussagen gelten in analoger Weise auch, falls der In-
tegrationsbereich nicht ganz Q sondern ein A € A ist, d.h. [, anstelle von

/.
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Satz 6.6 (Monotone Konvergenz) Sei (2, A, 1) ein MafSraum. Sei (f”)neN
eine Folge von A -messbaren Funktionen f, : Q0 — R, so dass

0 < filw) < folw) < fi(w) < ... < lim fr(w) < o Vw e N

- n—o0
Dann st

i [ fudn = [l £ )

Und als einfache Folgerung erhélt man:

Korollar 6.7 (0-Additivitat des Integrals) Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum so-
wie (fk)keN eine Folge von A - messbaren Funktionen fr: Q — R, so dass

fk(w) >0 Yw e

fir jedes k € N. Sei auflerdem
ka(w) < 00 VweQ
k=1

Dann ist - -
[ n@rnts) = 3 [ fiw)ue)
k=1 k=1
(und die beiden Integrale existieren gemdfs (6.3).)
Beweis: ~ Ubung! g

Lemma 6.8 (Lemma von Fatou) Sei (€2, A, n) ein Mafraum. Sei (fy)
eine Folge von A - messbaren Funktionen f, : Q — R mit

neN

falw) >0 Vwe N

Sei auflerdem
liminf f,(w) < oo VYw € Q

n—oo

Dann st
Q — R, w +— liminf f,(w)

n—oo

eimne A-messbare Funktion und

0 < /liminffn(w)u(dw) < liminf/fn(w) p(dw)

n—oo n—oo

Fast tiberall bestehende Eigenschaften:

Definition 6.9 Sei (2, A, 1) ein Mafraum. Fine Menge N € A heifit - Null-
menge, falls
p(N) =0
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Beispiel 6.10

(0 ist p-Nullmenge fiir jedes Mafl p

Alle abzdhlbaren Teilmengen von R™ sind \"-Nullmengen, z.B. auch Q

Alle Hyperebenen im R™ sind A" -Nullmengen.

Fualls A eine p-Nullmenge ist und B C A, dann ist auch B eine p-
Nullmenge

Fast iiberall bestehende Eigenschaften sind Eigenschaften, die auf ganz ) mit
Ausnahme einer p-Nullmenge bestehen. Etwas formaler: Eine Eigenschaft
E(w) mit {w € Q| E(w) gilt} € A und p({w € Q | E(w) gilt nicht}) = 0 be-
steht p - fast iiberall. Man sagt auch: Solche Eigenschaften bestehen i - fast sicher
bzw. in abgekiirzter Schreibweise p-f.s.

Sei (2, A, i) ein Mafiraum; die wichtigsten Beispiele fiir fast iiberall bestehende
Eigenschaften sind:

e Seien f: © — Rund g: ©Q — R zwei A-messbare Funktionen, so dass
p{w] flw) # gw)}) =0 (6.5)
Hierfiir schreiben wir auch
f =9 pfs.
e Seien f: Q — Rund g: ©Q — R zwei A-messbare Funktionen, so dass

p{w] fw) > gw)}) =0 (6.6)

Hierfiir schreiben wir auch
f <g wts

e Sei (fn)nen eine Folge A-messbarer Funktionen f, : @ — R und f :
Q) — R eine A-messbare Funktion, so dass

,u({ w ‘ (fn(w))neN konvergiert nicht gegen f(w)}) =0 (6.7)
Hierfiir schreiben wir auch
fn — f pts.
oder
nh_{rgo fn=1Ff uis.

ﬂ'bung 6.11 Man zeige, dass die Teilmengen von ), die in den Gleichungen
(6.5) und (6.6) auftreten, tatsdchlich in A liegen.

Satz 6.12 Sei (Q, A, u) ein Mafsraum und seien f: Q@ — Rundg: Q@ — R
zwei A - messbare Funktionen. FEs gilt:

a) f>0 und /fdMIO = f =0 pufs.

b) f =9 pfs. & /fdu:/gdu VAe A
A A
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Beweis:

a) Setze
A, = {weQ] flw)>1} VneN

Dannist I4, < n-f Vn &N und somit

W) = [ Lo < e [ pdn =0

Also
W] 7 £0) = ulfel £6) > 0}) = N(UAQ -
< > Ay =0

b) ~ Ubung!
Hinweis: Zeige zundchst die Behauptung fiir g = 0 und fiihre dann den
allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zuriick!

g

Satz 6.13 (Majorisierte Konvergenz; Satz von Lebesgue)
Sei (Q, A, 1) ein Mafraum und sei (fn)nen eine Folge A - messbarer Funktionen
fn: Q@ — R, so dass

fo — -t

n—oo

fiir eine Funktion f: Q — R. Sei auferdem g € L1(2, A, 1), so dass

|fn| <y N'f’s'
Dann st
fn€L1(Q,A ) VneN und feLi(Q A

Auferdem gilt

n—oo n—oo

i [ fu@n(de) = [ lim fu(0) p(de)
—_———
f(w)
und

i 14, - fldu = 0

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch ein Satz aus der reellen Analysis, der in
der Statistik niitzlich sein kann, um Regularitdtsvoraussetzungen zu iiberprii-
fen:

39



Satz 6.14 (Vertauschen von Integration und Differentiation) FEs seien
a €R und b e R mita <b. Sei aufferdem

f:(a;b) xR* - R
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
o f(t,-) € L1(R™, BE" \") fiir alle t € (a;b).
o f(-,x) ist differenzierbar fir alle z € R™.

e FEs gibt ein g € L1(R™, B \"), so dass

9 bt,2)

oy < g(x) Vte (a;b), VzeR"

Dann ist %f(t, ) € L1(R™, B2 \") fiir alle t € (a;b) und

o d

. 8tf(t,m) A(dx) = % . f(t,z) A" (dx)

6.4 Die Transformationsformel — Integration bzgl. dem
BildmaB
Seien (€,.A) und (2',.A") zwei Messraume und p ein Maf} auf (§2,.4). Sei
T (Q,4) — QA4

d.h. T ist eine A/A-messbare Abbildung T': Q — Q' (vgl. Notation 5.2).
Das Bildmafl von p unter T ist definiert durch

T(p): A" — p(T7H(A)
(vgl. Definition 5.3).

Der nachfolgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen den Integralen
bzgl. p und T'(u).

Satz 6.15 (Transformationsformel) Seien (2, A) und (', A") zwei Mess-
raume, p ein Maf$ auf (2, A) und

T:o(@QA) — (@A)
Fiir A’ - messbare Abbildungen f': Q' — R gilt dann:
f/ € El(Q/,A/,T(,u)) =4 f/OT € ,Cl(Q,.A,,U) (68)

In diesem Fall ist auflerdem

[ame] = [1or au (6.9

bzw.

frd[T(w)] = / f'oTdu VAe A (6.10)
Al T-1(A")
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Beweis:

[0.]

[1.]

2]

[3.]

Angenommen f’ = I4/ fiir ein A’ € A’. Dann ist

/IAfd[T(u)] = [TW](A) = p(T71(4") = /ITl(A’) dp =

= /IA/on,u

d.h. (6.9) fiir diesen Spezialfall.

Angenommen f' = s’ = 7', o/l ist eine A’-einfache Funktion.
Dann ist

/f’d[T(u)] 0] Zai//IA{OTdN = /(Zai'IAi/)on,u =
i=1

=1
= /f,OTd/L

d.h. (6.9) fiir diesen Spezialfall.

Angenommen f’ > 0. Dann existiert nach Satz 5.15 eine Folge (s, )nen
von Funktionen
sp Q= R

mit folgenden Eigenschaften:

e s/ ist eine A’-einfache Funktion, n € N.

e s/(w) >0 Vw e, neN.

s,/ f
Dann ist aber auch (s} o T'),en eine Folge von Funktionen

spoT: Q — R

mit folgenden Eigenschaften:

e s/ oT ist eine A-einfache Funktion, n € N.
oT(w) >0 YweQ,neNlN.
ol / f'oT

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (Satz 6.6) folgt schlielich

/
.Sn
/

.Sn

/f’d[T(,u)] 586 iy sy d[T(w)] M lim sy oTdu =

n—odo n—od
6 /fIOTd,u

d.h. (6.9) fiir diesen Spezialfall.
Sei nun f’: Q' — R eine beliebige A-messbare Funktion. Es gilt

S.

llo

== vgl. Abschnitt 6.2 [3.]

Um (6.8) zu zeigen, wird nun die Aquivalenz folgender drei Aussagen
gezeigt:
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(i) f'e Li(Q, A, T(n)

(i) (f)*" € Li(Q, A T(w) und (f)” € L:1(Q, A", T(n))
(iii) (f'oT)t € L1(Q, A, ) und (f'oT)” € L1(Q,A,p)
(iv) f'oT € L1(% A, p)

Die Aquivalenzen (i) < (ii) und (iii) < (iv) folgen unmittelbar aus der
Definition 6.3.

Es bleibt noch zu zeigen (ii) < (iii):
Wegen (f)ToT = (f'oT)  und (f')" 0T = (f"oT)" gilt

/ ([T ()] 2 / (F) 0T du = / (floT)du  (6.11)

_ 2. _ _
Jonamen & [y eran = [grenyan (1)
Dies zeigt (ii) < (iii) .

Somit folgt schlieBlich (i) < (iv), d.h. (6.8).
Aus (6.11), (6.12) und der Integraldefinition (6.4) folgt aulerdem (6.9).

Sei nun A’ € A’. Dann folgt aus
[ patr) =[5 tvalre) = [ 1) oTde -
= [ (o) oDy du = [ (#701) Irsiary du

= / froTdu
T-1(A")

auch (6.10).
O

Bemerkung 6.16 Der Beweis von Satz 6.15 wurde in die Schritte [0.], [1.],
[2.] und [3.] zerlegt, wobei diese Schritte denen bei der Definition des Integrals
(vgl. Abschnitt 6.2) entsprachen. Dies ist eine Beweistechnik, die in Zusam-
menhang mit Integralen hdufig verwendet wird.

Aus der reellen Analysis kennen wir folgende Transformationsformel:

Satz 6.17 (Transformationsformel aus der reellen Analysis)

Fiir zwei offene Teilmengen G C R™ und G' C R" sei ¢ : G — G’ Ci-
invertierbar. Sei f': R™ — R B®"/B - messbar.

Falls f' iber G' integrierbar bzgl. \" ist, so ist

1

et Ty )

/f/o¢(x)/\n(d$) = [ fl@)-
G G
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Notation 6.18 Jy bezeichnet die Jacobi-Matriz von ¢, d.h.

991 g1 foles)
o1 0z Tt Ozp
¢ 8gjj i=1,...,n
e On
ox1 Oxo Oz

Bemerkung 6.19 In der Situation von Satz 6.17 folgt aus der Transformati-
onsformel (Satz 6.15) sofort

/ flos @A (dz) = [ f'(x") [6(N)] (dx”)
G G’

Um die Transformationsformel aus der reellen Analysis (Satz 6.17) zu beweisen,
mifSte nun nur noch gezeigt werden, dass
1
o(ANM](B’ :/ ——— \"(dz’ VB e 3" B'cq’
XNED = [ f@eae )

Das heifst, es mifste nur noch das Bildmaf$ von A" unter ¢ bestimmt werden.
Der Beweis hiervon ist allerdings sehr lang!
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7 Dichtefunktionen

7.1 Der Satz von Radon—Nikodym
In diesem Abschnitt ist (€2,.4) ein Messraum und p ein Maf auf (Q,.4) .
Satz 7.1 (Dichtefunktion eines Mafles) Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Sei
f: Q—->R
eine A - messbare Funktion mit
flw)y >0 VweQ

Dann wird durch

v: A — [0;00], A»—>/fd,u
A

ein Mafi v auf (Q, A) definiert. Fir

V(A):/Afd,u VAe A

schreiben wir auch
dv = fdu

Falls dv = fdu, so gilt auch
[oar = [oran  vgeu@ A (71)

Beweis: ~ Ubung!

Hinweis zum Beweis von (7.1): Beweis zuerst fir g = I, dann fir einfache
Funktionen g = s, dann fir g > 0, dann fir allgemeines g . O

Definition 7.2 Sei (2, A) ein Messraum, seien p und v zwei Mafe auf (£2,.A)
so dass
dv = fdu

fiir eine A - messbare Funktion
f:Q—->R mit fw) >0 YweQ

Dann heifit f Dichte oder Dichtefunktion von v bzgl. .

Sei (2,.A) ein Messraum und seien p und v zwei MaBle auf (2,.4).
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Frage: Existiert dann immer eine Dichte f von v bzgl. p?

Dazu: Angenommen f ist eine Dichte von v bzgl. ;. Und sei A € A, so dass
n(A) = 0.

Dann ist
Iy =0 pfs.

und somit auch
Irnf =0 upfs.

und aus Satz 6.12b) folgt
v(A) = /IAfdu =0

Das heifit: Fir A € A gilt:

WA =0 = uA) =0 (7.2)

Sei zum Beispiel (2, 4) = (R,B), p = A und v = 6; (Dirac-Ma8, vgl.
Abschnitt 4.1). Dann ist

AM{1}) =0 aber s({1}) =1
01 kann also keine Dichte bzgl. A besitzen.
Antwort: Nein! (7.2) ist eine notwendige Bedingung.

(7.2) ist nicht nur notwendig fir die Existenz einer Dichte sondern auch hin-
reichend. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes von Radon—Nikodym. Zu-
néchst aber halten wir Bedingung (7.2) in einer Definition fest:

Definition 7.3 Seien p und v Mafe auf dem Mafsraum (2, A), so dass fir
jedes A € A gilt
u(A) =0 = v(A) = 0

Dann sagt man

v wird dominiert von p.
oder

v ist absolut stetig bzgl. .

Notation: v < u

Satz 7.4 (Radon—Nikodym) Seien p und v o-endliche Mafle auf dem Mess-
raum (Q,A). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) v besitzt eine Dichte bzgl. .

i) v < p
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Bemerkung 7.5 Beim Satz 7.4 in dieser Form ist eine wichtige Vorausset-
zung, dass sowohl p als auch v o-endlich sind.

Es gibt noch eine allgemeinere Form dieses Satzes, bei der v auch nicht-o-
endlich sein kann. Dann miften wir allerdings auch Dichtefunktionen f be-
trachten, die als Funktionswert f(w) = oo haben kénnen.

Fur die Stochastik spielt das aber kaum eine Rolle. Ublicherweise ist hier v
ein Wahrscheinlichkeitsmafl (also ein endliches und damit natirlich auch o-
endliches Mafl) und u ist ein o-endliches Maf$ — meistens das Zahlmaf § oder
das Lebesguemaj$ A. Diese beiden fiir die Stochastik besonders wichtigen Fille
betrachten wir im ndchsten Abschnitt.

7.2 Integralberechnungen

7.2.1 Dirac-MaB

Sei (2,.A) ein Messraum. Sei wy €  und §,,, das Dirac-Maf an der Stelle wy.
Dann ist

/A Fdbuy = Flwo) - Buy(4) (7.3)

Formeller Beweis von (7.3): Setze ¢y := f(wp). Es gilt
f = Cp (5wO—f.S.

Aus Satz 6.12b) und Satz 6.4 [2] folgt dann

/ Fdog,
A

7.2.2 ZahlmaB

(=2

12b /ACO 06, 5. 6412 cofAld‘swo = f(wo) - 0wy (A)

a) Endlicher Fall

Sei Q@ ={1;...n}, A="P(Q) und § das Zahlmaf hierauf (vgl. Abschnitt
4.2.1). Fiir jede Funktion f: {1;...n} — R gilt

[ iz =3 s (7.4)
=1

Formeller Beweis von (7.4): Setze o; = f(i) Vi € {1;,...;n}. We-
gen

fw) =) ol (w)
=1

ist f eine einfache Funktion und aus der Integraldefinition (6.2) fiir ein-
fache Funktionen folgt sofort die Behauptung. O
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Hinweis: Sei v ein weiteres MaB auf ({1; ... n},P({1;...n})). Aus
#(A) =0 fiir A C {1; ... n} folgt A =0 und daher auch v(A) = 0.

Folglich: v <« # und v besitzt eine Dichte bzgl. 1.

b) Abzahlbar unendlicher Fall

Sei 2 =N, A =P(N) und § das Zahlmaf hierauf (vgl. Abschnitt 4.2.2).
Dann gilt

e Fiir jede positive Funktion f: N — R ist

[ e = g:f(i)

e Fiir jedes MaB v auf (N, P(N)) gilt
v < f

e Fiir jedes o-endliche Mafl v auf (N , ’P(N)) ist die Dichte von v bzgl.
f gegeben durch

i — v({i})
e Fiir jedes o-endliche MaB v auf (N, P(N)) und jede positive Funktion
g: N — Rist
/gdv = > g(i)-v({i})
i=1
Beweis: ~» Ubung! O

7.2.3 Lebesgue-Mal und Lebesgue-Dichten

Sei (Q,.4) = (R™, B%™).
Sei v ein o-endliches Maf auf (R, B®"). v heifit absolut stetig, falls

v A"

Das heifit: v ist absolut stetig genau dann, wenn v eine Dichte bzgl. dem
Lebesgue-Maf§ A" besitzt:

dv = fd\", f>0 B _messbar

Eine solche Dichte f heifit Lebesgue-Dichte.

Beispiel 7.6 (1-dim. Normalverteilung)
Sein=1undv = N(a,c?). Es gilt

dN(a,0%) = f,42d\
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wobed

exp((x_a)Q> VeeR

202

1
fa,O'2 (‘T) = \/m

Aus Satz 7.1 folgt fiir g € L1(R,B,N(a,d?))

Joaxtaot @ [agpar = [ o) e (- L 2w

7.3 Einschub: Zufallsvariablen

Seien (2, A) und (2', A’) Messrdume. In der Stochastik heifilen die A4/A’-
messbaren Abbildungen
X:0 - Q

auch Zufallsvariablen.
Meistens ist in der Statistik Q' = R"™ oder Q' = {1; ..., n}.

e Was ist eigentlich die exakte mathematische Formalisierung fiir den Aus-
druck

»ei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. ¢
bzw. X ~ N(0;1)

Das bedeutet:

Wir haben einen Messraum (€2, .A) und ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf
(©,A). X ist dann eine A - messbare Funktion

X: Q-—->R
und das Bildmafl von P unter X ist (,die Verteilung von X )
Px = X(P) = N(0,1)

D.h.: P(X7Y(B)) = (NM(0,1))(B) VBe®

Normalerweise wird (£2,.4) und P nicht erwahnt oder gar genauer ange-
geben.

Der Raum 2 enthélt die Ereignisse w € 2, die irgendwie zuféllig ge-
schehen. Von diesem ,irgendwie“ weil man nicht viel. Im Experiment
beobachten wir nicht das zugrundeliegende Ereignis w sondern nur die
Auswirkung dieses Ereignisses w; die Beobachtung ist ein Datenpunkt

r = X(w)

Wir berechnen nun den Erwartungswert von X. Sei dazu

g: R - R, x — g(x) mit g(x) =2 VzeR
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Der Erwartungswert von X ist
E[X] = /XdP - /QX(W)P(dw) _ /ngX(w)P(dw) _
2 [ o) X)) = [ 0.1 ()

(7.5) / T 1,2 /°° T 1.2
= e 2% \Ndzx) = e der = ...
R V2T ( ) oo V2T

|

Normalerweise wird nicht nur ein Wert beobachtet, d.h. man hat nicht
nur einen Datenpunkt z, sondern mehrere Daten

Tlye.oy3 Ty
Dies wird dann durch entsprechend viele Zufallsvariablen
X (A — (R,B), ie{l;...;n}

modelliert.

Man beachte hierbei besonders, dass die verschiedenen X; alle auf dem-
selben Messraum (€2, .A) definiert sind. Und ein und dasselbe Ereignis
wo € € hat dann zu den Beobachtungen

r1 = Xi(wo), m2=Xo(wo), x3=X3(wo), ..., xn=Xn(wo)
gefithrt. Im 4.7.d. — Fall sind dann X1, ..., X,, stochastisch unabhéngig
und
X1(P) = ... = X,(P)

e Seinun X eine binére Zufallsvariable, die nach Bin(1, £) verteilt ist. Dabei
bedeute
X =1 dass es regnet

und
X =0 dass es nicht regnet

Die Wahrscheinlichkeit, dass es regnet ist %

Wir haben also einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und das Bildma$8
von X bzgl. P ist
X(P) = Bin(1, 1)

Dabei enthélt © alle moglichen Gesamtwetterlagen (inkl. physikalischer
und chemischer Vorgénge z.B. auch auf molekularer Ebene). Jedes wy €
Q) beschreibt eine spezifische Wettersituation. Naturgesetze bestimmen
dann, ob es in der Situation wg regnet oder nicht:

X(wp) =1 oder X(wo) = 0
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Wie wahrscheinlich welche Wettersituation w ist, wird von dem Wahr-
scheinlichkeitsmafl P auf (2,.4) angegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Wettersituation vorliegt, die zu Regen fiihrt, ist dann

P(lwe Q| Xw)=1}) = P(X7'({1})) = [X(P)]({1})

Normalerweise wird €2 nicht néher spezifiziert und P kennen wir gar nicht;
aber aufgrund statistischer Untersuchungen ,wissen* wir, dass

X(P) = Bin(1,%)
also
X)) = ;

und das reicht uns.

7.4 Transformationssatz fur Dichten

Ist man an einer Transformation 7" einer Zufallsvariable X interessiert, so gibt
die Transformationsformel aus Satz 6.15 keine praktische Hilfestellung im fiir
die Statistik relevanten Fall, dass Px := X (P) eine bekannte Lebesgue-Dichte
besitzt. Der Satz trifft eine Aussage auf dem Niveau der beteiligten Wahr-
scheinlichkeitsmafe:

[ @ = [ (7em)@ e vBe®
B T-1(B)

Der folgende Satz zeigt, wie sich die Dichte des transformierten Wahrschein-
lichkeitsmaBles T'(Px) aus der Dichte von Px berechnen lasst.

Satz 7.7 Sei f : R? — R, (z1,...,2p) — f(x1,...,2p) die NP-Dichte eines
Wahrscheinlichkeitsmafes Px. Seien G,G’ € B®P offen und die Abbildung

T: G — G

(x1,...,2p) +— (Tl(azl,...,xp),...,Tp(xl,...,a:p)>

=1 =Yp

bijektiv und samt T~ messbar und differenzierbar.
Dann gilt fir die \P-Dichte g von T'(Px):

9gyi, .- yp) = ’detJTﬂ(yl,...,yp)‘-f(Tfl(yl,...,yp)> (7.6)
= ’det JT(T_l(y1>---7yp))’_1 : f(T_l(yl,...,yp)> (7.7)

Bemerkung 7.8 Im eindimensionalen Fall (p = 1) vereinfacht sich die Dich-
tetransformationsformel zu

9ly) = | W) - (T W) (7.8)

50



Beispiel 7.9 Sei (9, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X eine A-messba-
re Zufallsvariable, so dass das Wahrscheinlichkeitsmaff X (P) die Lebesgue-
Dichte f(z) = 0e0* L(0;00) () besitzt. Oder kurz: X ~ Exp(6).
Die Abbildung
T: R Rt
2

r — T

!

ist bijektiv mit Umkehrfunktion
T7': RY — R*
]
mit Ableitung
_ 1
STy = 3u72.
Mit dem Dichtetransformationssatz 7.7 kénnen wir nun einfach die zur Zufalls-
variable Y := T(X) gehdrige Lebesgue-Dichte angeben:

_1
9(y) = ‘%y 2| -

firy > 0. Firy <0 setze g(y) = 0.

Eine Verallgemeinerung der Transformationsformel auf nicht-bijektive Abbil-
dungen T ist moglich, indem man 7" in bijektive Abbildungen aufspaltet. Dies
wird anhand von zwei Beispielen dargestellt.

Beispiel 7.10 Betrachte die \-Dichte der Laplace-Verteilung (auch Doppelez-
ponentialverteilung genannt):

flz) = 107l zeR
Die Abbildung
T: R — R}
2

r — T

ist nicht bijektiv, aber eine Aufspaltung in zwei bijektive Abbildungen ist moglich:

T R- — R* T,: Rt — R
.%'l—>.7}2 l‘*—>$2

T-': RY - R T;': Rt — RF
y = =Y y — VY

Somit ist die transformierte Dichte
o) = |[ET7)| r@ ) + ST W) 1T W)
— 1y .%ge*GI*\fl n ‘ny%  Lge=0IVil
3.0e VY

1
2

= %y_
fiir y € R, sonst setze g(y) = 0. Es ergibt sich also die gleiche Dichte wie in
Beispiel 7.9.
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Beispiel 7.11 Uns interessiert im Folgenden die Dichte der Orderstatistik,
d.h. der Abbildung

[

(X150, Xn) = (Xay, - X))

wobei (X1,...,Xy) die gemeinsame Dichte f haben.

Wir betrachten zundchst den Spezialfall n = 2. Definiere dazu die Mengen
G = {(z1,22) e RxR:z1 < 9}

und
Go = {(z1,22) e RxR:21 > 22},

wobei also Gy die Vektoren in richtiger Reihenfolge enthdlt. Dann sind

o1 : Gy — Gy 09 : Gy — Gy
(z1,72) = (71,72) (z1,72) = (w2,71)
0;1: Gy — Gy 051: G — Gy
(zay,z@) — (Za),2@) (zayz@) — (Z@-:z0)

zwet bijektive, stetige Abbildungen mit differenzierbaren Umkehrabbildungen.
Die Anwendung des Transformationssatzes 7.7 auf jede einzelne Abbildung er-
gibt fir oy, k € {1,2}:

’ det JO; (z(1), x(Q))’ -f(o,gl(l‘(l),ﬂ?@)))
=1
Die Dichte der Orderstatistik ist dann

2
9(z), z(2)) = Zf<0;§1($(1),1?(2))> = flzq), 7)) + f(@@),z0)
k=1

f’dT (li(l) < x(g)
In Kapitel 8 wird die Unabhdngigkeit (von Zufallsvariablen) behandelt. Ist diese
gegeben, so folgt

9(xay,r2) = 2 fx, (@) fxu (@) -
Sind die beiden Zufallsvariablen unabhdngig und identisch mit Dichie fx wver-
teilt, so vereinfacht sich die Dichte der Orderstatistik zu

9(zay,z@) = 2 fx(z) fx(z@)

Im allgemeinen Fall von n Zufallsvariablen gibt es n! Permutationen fir die
Reihenfolge und somit eine Aufspaltung in n! einzelne bijektive Abbildungen
G1,...,Gn. Die Dichte der Orderstatistik fir unabhdngige und identisch ver-
teilte Zufallsvariablen ist dann

9Ty, 2my) = b fx(za)) - fx(@m) 1) < S Ty
Sind beispielsweise X1, ..., X, u U(0;1), so gilt:

n!  falls ) < Sy

9Ty, s Tmy) = {O

sonst
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7.5 Ausblick: Gemischte Verteilungen

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B). Seien x; € R,z € R, ... 23 € R,
so dass gilt:

e Pistauf R\ {z1; ..., z;} absolut stetig, also
P(B) = /f(:v))\(dx) VBe®B mit z; ¢ B Vje{l;...;k}
B

fiir eine Lebesgue-Dichte f .
o P({z;}) >0 Vje{l;..., k}

P besitzt also einen absolut stetigen und einen diskreten Teil; P besitzt somit
keine Lebesgue-Dichte, denn A({z;}) = 0. Vergeiche hierzu auch den Satz von
Radon-Nikodym (Satz 7.4).

1.0 4 P |

00 —

Gibt es ein anderes Mafl p auf (R, B) bzgl. welchem P eine Dichte f besitzt?
Betrachte
o= A+ 0y + o+ Oy

Klar: p ist ein o-endliches Maf!
Wir zeigen nun
P < pu (7.9)

Sei dazu B € B, so dass u(B) = 0. Also

—— = ~——
>0 >0 >0
und somit
AB) =0, 00, (B) = 0, 04,(B) =0, ..., 6,(B) =0

= 2;¢€B Vje{l;...;k}
SchlieBlich folgt daher

S. 6.12b)

P(B) " /B f(2) Mdz) = / F(@)Ip(@) Adz) > 2 0
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Also ist
P <K< XNt0p+ ... 0, =

und damit existiert auch eine Dichte von P bzgl. u.
Es gilt

P(B) = /Bf(a:))\(dx) VBEB mit a; ¢ B Vje (L. ik}

und
a;j == P({z;}) >0 je{l;...;k}
Setze nun
f(@) = f(z) Vo e R\{z1;,...; zx}
und

flz) == o fallsz = z;, je{l;...; k}

Dabei ist f bereits passend normiert, so dass

/fdA = /Rfd)\ = 1—322%

R\{z1;y...; xx}

Dann ist

A

f: R—>R, z— f(z)
die Dichte von P bzgl. p = A+ 6,4, + ... + dz, , das heifit

P(B) = /f(a:)u(dx) VBe®B

Beweis:
P(B) = /fd()\+5m1+.,.+5mk)
B
k
(author?) (Bauer 1992) ) A
& /fd)\ i Z/ jds,
B = /b
Satz 6.12b) k
und (7.3) /fd>\ + Zlaj - 8,,(B)
B\{z1;,...; xx } J=
- /fd/\ + > Pz}
B\{ﬁl;,...;xk} jl-IjEB

Fazit: Wir haben nun eine mathematische Theorie, mit der wir einheitlich alle
erdenklichen Verteilungen behandeln konnen. Léstige (und verwirrende)
Fallunterscheidungen (stetig, diskret,...) sind damit nicht mehr nétig!
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7.6 Ausblick: Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt soll am Beispiel ,,Stochastische Prozesse* kurz angedeutet
werden, wie allgemein und weitreichend der mafitheoretische Aufbau tatsichlich
ist.

Sei T =[a;b) C Rmita € R, b€ R und a <b. T heifit Parameterraum. Man
kann sich T als einen Zeitraum vorstellen, t = a ist der Anfangszeitpunkt, t = b
ist der Endzeitpunkt. Sei (£2,.A4) ein Messraum und sei fiir jedes t € T'

X;: QO —- R
w = Xi(w)

eine A - messbare Zufallsvariable. Die Gesamtheit aller Zufallsvariablen
X, teT

heif3t Stochastischer Prozess.
Man bezeichnet (X;)tcr auch als Familie von Zufallsvariablen.

X¢ 0 @ — R kann zum Beispiel jeweils eine Zufallsvariable sein, die den Wert
einer Aktie zum Zeitpunkt ¢ beschreibt: Ist das zuféllige Ereignis wg eingetreten,
dann betriagt der Wert der Aktie z.B.

Xi(wo) = 164

Halt man ein wy € €2 fest und betrachtet dann die Wertentwicklung im Zeitraum
T bei vorliegendem wyg, so erhélt man eine Funktion

Xo(wo) : [a3b] — R, ¢t — Xy(wo)

Eine solche Funktion ¢ — X;(wp) bei festgehaltenem wp nennt man Pfad. Im
Folgenden nehmen wir nun an, dass fiir jedes w € 2 die Funktion

X(w) @ [a;b] - R, t — Xy(w)

stetig ist. Das heif3t, wir betrachten der Einfachheit halber jetzt mal nur stetige
Pfade (z.B. bei Aktienkursen ist das durchaus sinnvoll und tiblich). Sei

C([a;b])
die Menge aller stetigen Funktionen auf 7' = [a; b]. Also
C([a;0]) = {f:]a;0] > R| fist stetig}

und fiir jedes w € Q ist
X, (w) € C([a; b})

Natiirlich ist es recht umstandlich und schwierig bei einem Stochastischen Pro-
zess immer an ,Familien von Zufallsvariablen

(Xt)ter
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zu denken. Das sollte man deswegen auch nicht tun. Stattdessen definieren wir
eine zuséatzliche Zufallsvariable

X: Q= C(ab]), wr X.()

Das heiflit, X ist eine Zufallsvariable, die einem zufalligen Ereignis w gleich
seinen ganzen Pfad zuordnet. Damit beschreibt X schon unseren ganzen Sto-
chastischen Prozess. Statt bei einem Stochastischen Prozess an eine Familie
von Zufallsvariablen (X)tcr zu denken, ist es einfacher, nur an dieses X zu
denken.

Setzen wir nun

Q" = C([a; b))

Jetzt brauchen wir noch eine geeignete o-Algebra A’ auf 2’. Die genaue Defi-
nition einer geeigneten o-Algebra A’ wiirde jetzt zu weit fithren; wichtig ist im
Moment nur: es gibt sowas.

Damit ist unser gesamter Stochastischer Prozess (Xi)ier auch ganz einfach
darstellbar als eine A/ A’ - messbare Funktion

X: Q- Q

Ein Stochastischer Prozess ist also gar nichts Neues. Mit solchen .A/.A’-messba-
ren Funktionen beschéftigen wir uns schon die gesamte Vorlesung iiber.

Wenn zum Beispiel P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (£, .A) ist, so kénnen wir
nun auch wie gewohnt das Bildmafl P’ von P unter X definieren:

P'(A") = P(X71(A) VA ed

Dass P’ eigentlich was ganz kompliziertes ist — ndmlich ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf einem Raum von Funktionen, muss uns (auf dieser Abstraktionsebene)
nicht stéren. Mit den mafitheoretischen Grundlagen aus dieser Vorlesung ist
sowas immer noch gut handhabbar.

Mehr zu Stochastische Prozesse findet sich z.B. in (author?) (van der Vaart 2000,
ab Kapitel 18).
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8 Unabhangigkeit

In der Statistik ist die Unabhéangigkeit von Ereignissen oder Zufallsvariablen ein
zentraler Begriff und schon in der Schule lernt man, dass Mengen Aq,..., A,
unabhangig sind, wenn

P(AlﬂAg) = P(A1>P(A2)

P(AlmAg> = P(A1>P<A3)
P(AlmAg) = P(A1>P(A4)

P(Al NAsN Ag) = P(Al) . P(A2> . P(Ag)
P(A1 NAs N A4) = P(Al) . P(AQ) . P(A4)
P(AlﬁAzmAg)) = P(Al) P(AQ)P(A5)

P(AlmA?)mALl) = P(Al)P(Ag)P(A4)
P(A1ﬁA3ﬂA5) = P(Al)P(Ag)P(A5)

P(A2 N A3) = P(AQ) . P(Ag)
P(Ag M A4) = P(AQ) . P(A4)

oder in formaler Schreibweise

P (ﬂ Ai> = J[P(4)  fiir alle Teilmengen I C {1;2;...;n}  (8.1)

iel i€l

8.1 Unabhangigkeit bei Mengensystemen

In diesem Abschnitt ist (€2,.4) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (Q,A).

Seien D1 C A, Dy C A, ..., D, C A. So ein D; bezeichnet man auch als
Mengensystem.

In naheliegender Weise wird nun die Unabhéangigkeit von ganzen Mengensy-
stemen definiert: Di, Ds, ..., D, sind stochastisch unabhdngig bzgl. P, falls
gilt

Dy, Do, ..., D, sind stochastisch unabhangig bzgl. P
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fur alle D1 € D1, Do € Dy, ..., D, € D,.

Entsprechend Gleichung (8.1) lautet die formale Definition

Definition 8.1 Sei (Q2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
DicA, Dyc A, ..., D,CA

D1, Ds, ..., D, heifien stochastisch unabhéngig bzgl. P, falls

P (ﬂ DZ-) = [[P(D) VDieD; Viel (8.2)

i€l iel

fiir alle Teilmengen I C {1;2;...;n}.

Satz 8.2 (N-stabile Erzeuger und Unabhingigkeit von o-Algebren)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien

A1 Cc A, A Cc A, ..., A, C A

weitere o-Algebren auf Q0 und sei &; jeweils ein N-stabiler Erzeuger von A;.
Seien &1, &a, ..., &, stochastisch unabhangig bzgl. P .

Dann sind auch A1, Ao, ..., A, stochastisch unabhdngig bzgl. P .

8.2 Unabhangigkeit bei Zufallsvariablen

Sei (92,.A) ein Messraum und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€, .A).
Seien (927, A4{) und (924, A)) zwei weitere Messraume. Sei

X1: Q—
eine A/A{ - messbare Abbildung (Zufallsvariable) und sei
X2 . Q — Qé

eine A/AJ - messbare Abbildung (Zufallsvariable).
Unabhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen X; und X5 soll in etwa bedeu-

ten, dass
P(X1 =, XQZH?Q) = P(X1 :$1)-P(X2::C2)

Mafitheoretisch sauber aufgeschrieben heif3t das

P({we Q] X1(w) =21} N{w € Q| Xa(w) = 22}) =
= P{w e Q| X1(w) =z1}) - P({w € Q| Xa(w) = 22})

bzw.

P(XT' ({m) N X3 ({22)) = P(X7'({m)) - P(X3'({22))  (83)
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bzw.

fiir A = X;7'({1}) und Ay = X5 ({z2}).

Damit sind wir also wieder bei der Unabhingigkeit von Ereignismengen an-
gelangt. Auf diese Weise konnen wir die stochastische Unabhangigkeit von
Zufallsvariablen auf die stochastische Unabhéngigkeit von Mengen (bzw. Men-
gensystemen) zuriickfiithren.

Definition 8.3 (Stochastische Unabhéngigkeit) Sei (2, A, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Seien

QL AD, (22,45), o (2, AY)
Messraume und sei firi € {1;2;...;n}
X;: Q- Qf
jeweils eine A/ A] - messbare Zufallsvariable. Setze firi € {1;2;...;n} jeweils

Ai = XTHAD = {X7NAD | Al e A} C A,

X1, Xo, ..., X, heifien stochastisch unabhéngig bzgl. P, falls Ay, As, ..., A,
stochastisch unabhdangig bzgl. P sind.

Mit anderen Worten:

X1, Xo, ..., X, sind stochastisch unabhangig bzgl. P genau dann, wenn

P(ﬂX;%AQ) = [[Px;"A4) VA e Al Vie{1;2;...n}
=1 =1

Bemerkung 8.4
a) Das Mengensystem A; ist eine o-Algebra auf Q.

b) Hier tauchen jetzt keine Teilindexmengen I C {1;2;...;n} mehr auf wie
in Gleichung (8.2). Wenn obige Gleichung erfiillt ist, so gilt sie automa-
tisch fiir alle Teilindexmengen I mit

Al =Q/ Vie{1;2;...;n}\ [

da
X)) = {weQ: X;w) e} = Q e A

7

Und wieder geniigt ein N-stabiler Erzeuger £/ statt der ganzen o-Algebra A/ :
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Satz 8.5 (N-stabile Erzeuger und Unabhéngigkeit) FEs sei (2, A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Seien

QA (Q3A7), ., (A
Messrdume und sei firi € {1;2;...;n}

jeweils eine AJA] - messbare Zufallsvariable. Sei auflerdem firi € {1;2;...;n}
jeweils
&/

7
ein N-stabiler Erzeuger von A! mit Q) € &/ . Dann gilt:
X1, Xo, ..., Xy sind stochastisch unabhdngig bzgl. P, falls

P (ﬂ Xi_l(Ei/)) = HP(Xi_l(Ei/)) VE! €& Vie{1;2;...;n}
=1 =1

Der Vollstandigkeit halber halten wir noch fest:

Satz 8.6 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien
X, € Cl(Q,A,P), Xy € El(Q,A,P), ., X, € ,Cl(Q,./LP)

stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen. Dann ist

Ep [ﬁx] = ﬁEp[Xi] (8.5)
1=1 1=1
und

Var (ix) = zn:Var(Xi) (8.6)
i=1 i=1

(Hierbei ist (8.6) ein Spezialfall des Satzes von Bienaymé, bei dem nur paarweise
Unkorreliertheit anstelle von Unabhéngigkeit verlangt wird.)

Beweis: ~» Ubung 0
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9 ProduktmaBe

9.1 2-faches Produkt €2; x €

9.1.1 Produkte von o-Algebren

Seien (21,.41) und (Q2,.A2) Messraume.
Zum Beispiel

Q= [0;5], Qy = [0;3]
Wir betrachten nun den Produktraum (kartesisches Produkt) von € und Qs
Q= x0 = {(wl,wg) | w1 €0, wo GQQ}
Zum Beispiel

Q xQ = [0;5] x[0;3] = {(wi,w2) €ER*| 0< w1 <5, 0<wy <3}

4 4

34

Q,

Was sind nun die messbaren Mengen in 27 x Q57 Das heifit: Was ist eine
geeignete o-Algebra A auf = Q1 x Q57?7

Wenn A; C Qp messbar ist (also A; € A1) und Ay C Q9 messbar ist (also
Ay € Az), dann soll auch

A1><A2 = {(al,ag)‘ a1€A1, G,QEAQ} c Q

messbar sein (also A; X Ay € A).

. . E0c)=(0c)
(E:xB)D (@ <CI0 (. x8)0(CixC)

I~ B “&

14 1-
Ie: e8]

0
Ay By Cy
L - t——tt— L} —
0

1 2 3 4 5 6
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Einfachste Idee:
Nehme kleinste o-Algebra auf 2 = 1 x Q9 , die

E = A x Ay = {A1><A2‘ A1€.A1, AQEAQ}
enthalt.

Definition 9.1 (Produkt-o-Algebra)
Seien (1, A1) und (g, A2) zwei Messraume. Sei A die von

E = A x Ay = {Aleg‘ A1€.A1, AQGAQ}
erzeugte o-Algebra auf Q = Q1 x Qo , d.h.
A= U(Al X ./42)

Dann heifit A Produkt-o-Algebra von A; und Ay auf Q = Qy x Q. Fir die
Produkt-o-Algebra A schreibt man auch

A= A ®A
Achtung: Nicht jede Menge A € A; ® Ay ist darstellbar als ,,Rechtecksmenge “
A:A1XA2; Ale.Al, Ag € Ay

Cy xC; “fehlt"

.
Is. 258

0
IBll [l C1 ]
- T
0

1 2 3 4 5 6

Beispiel fiir eine Produkt-o-Algebra: 8% = BB
(Der Beweis von B%? = 9B ® 9B ist nicht ganz trivial und bendtigt ein bisschen
Topologie.)

9.1.2 Produkte von MaBen

Seien (Q1,.41) und (Qg, A2) zwei Messraume. Sei uy ein MaB auf (€4,.41) und
w2 ein Maf auf (22, As).

Wir wollen nun ein Mafl p auf (1 x Q2,41 ® Az) definieren, so dass
/L(Al X AQ) = /J,l(Al) . NQ(AQ) VA € A4 s V Ay € Ay (91)
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Beispiel 9.2 (2-dim. Lebesguemaf3 \?) Sei Q1 = R und Q3 = R.

A2 (Ja; by] x [ag; ba]) 2 (b — 1) - (by — az) = A ([ax; ba]) - A ([aa; b))

X2 erfillt also unsere Forderung.

s
o MN([1,5]x[15,3])=400.5
3T
1
)
243
Rl
=<
-
0
A[1,5]) =4
T T
o 1 2 3 4 s 6

An dieser Stelle ist noch nicht klar, ob durch (9.1) immer ein Mafl p auf
(Q1 x 02, A1 ® Ag) definiert ist.

Als Hilfsmittel brauchen wir zunéchst folgendes Lemma:
Lemma 9.3 Seien (4, A1), (2, A2) und (', A") Messrdume. Sei
FooxQy — Q
eine (A1 @ Ag) / A’ - messbare Abbildung. Dann ist fir jedes wy € Oy
for : Q2 — Q0 wy = flwy,ws)
eine Ay /A’ - messbare Abbildung und fir jedes wo € Qg
for 0 1 = Q' w = f(wr,we)

eine Ay /A’ - messbare Abbildung.

Auflerdem benétigen wir folgenden beriithmten Satz:

Satz 9.4 (Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafles)

Seien (1, A1) und (Qg, A2) zwei Messraume. Sei uy ein o-endliches Maf§ auf
(Q1, A1) und po ein o-endliches MafS auf (Qg2, A2).

Dann gibt es genau ein Mafl i auf (1 x Qo , A1 @ Ag) mit

,U,(Al X Ag) = ,ul(Al) . ,U,Q(Az) VA1 € A1, VA€ Ay (92)

Dieses Maj$ u ist ebenfalls o-endlich.
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Beweisskizze: Sei A € A; ® As.
Nach Lemma 9.3 ist fiir jedes w; € )y

for + Q2 = R, wy — Ig(w,wo)

Aoy - messbar. Also ist

wy ITa(wi,w2) pa(dws)
Qo

wohldefiniert und nach dem Satz von Tonelli (vgl. Bauer 1992, S. 155, oder
Satz 9.12) sogar A; - messbar. Setze

W(A) = /Q /Q Taw1,ws) pa(dws) pn (dn)

Dies definiert ein Mafl auf (€1 x Q2, A; ® Ag), woraus die Existenz folgt.
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 3.9.
Die o-Endlichkeit folgt aus der o-Endlichkeit von g1 und ps. O

Definition 9.5 (Produktmafl) Das Maf$ p aus Satz 9.4 heifst Produktmafl
von w1 und po. Fir das Produktmafl p schreiben wir auch

M1 ® 2

Der nachfolgende Satz beschreibt, wie man Integrale bzgl. u1 ® e berechnen
kann:

Satz 9.6 (Fubini) Seien (Q1,.41) und (Q2, A2) zwei Messrdume. Sei j11 ein
o-endliches Mafl auf (Q1, A1) und ug ein o-endliches Maf auf (Q2,.As2).
Sei f € L1(21 X o, A1 ® Ag, i1 @ pz2). Dann ist

fw1 : QQ - Ra w2 = f(w17w2)

fiir py —fast alle wy € Qq integrierbar bzgl. pe und
w1 fur (W2) pa(dws)
Qo

ist integrierbar bzgl. p1 . Die analoge Aussage mit vertauschten Indizes 1 und 2
gilt ebenso.
Auflerdem gilt

/ flwr,w2) i @ pg (d(wr,w2)) =
Q1 %9

=/ f(w1,w2) po(dws) pa (dws) =/ fw1,wa) pa(dwr) pa(dws)
Q1 JQ9 Qo J O

Der Satz von Fubini besagt insbesondere, dass beim Integrieren die Reihenfolge
der Integration vertauscht werden darf.
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9.2 n-faches Produkt ; x --- x Q,

Definition 9.7 (Produkt-o-Algebra)
Seien (1, A1) , ..., (Qn, An) Messraume. Sei A die von

E = A1><"-><An = {Alx---xAn| AZ‘G.AZ' ViE{l;...;n}}

erzeugte o-Algebra auf Q = Q1 x -+ X Q.
Dann heifit A Produkt-o-Algebra von A; ,..., A, auf Q = Qy x---xQ,, . Fir
die Produkt-o-Algebra A schreibt man auch

A=A @A,

Satz 9.8 (Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafles)

Seien (1, A1),...,(Qn, An) Messrdume. Fir jedes i € {1;...;n} sei p; ein
o-endliches Maf$ auf (Q;, A;) .

Dann gibt es genau ein Mafi i auf (1 X - X Qp, A1 Q-+ @ Ay) mit

p(Ar X - X Ap) = pa(Ar) - oopn(An) VA€ Ay i€ {15 5n} (9.3)
Dieses Majs 1 ist ebenfalls o-endlich.

Beweisidee: Wie beim 2-fachen Produkt. O
Definition 9.9 (Produktmafl) Das Maff p aus Satz 9.8 heiffit Produktmaf
von [t ..., fn. Fir das Produktmafl i schreiben wir auch

Notation 9.10

e Falls y = p3 = .-+ = pp, schreiben wir auch
—_——
n-mal
bzw. falls A = A; = --- = A,, schreiben wir auch

A" = A® A = 41Q---0A,
————

n-mal
o Abkiirzend schreiben wir auch

X2 Q= U x-xQy

1

und
QA = A®---® A,

und
Qi i = 1@ @ fi
Also zum Beispiel auch
El(Ql X - xQn,A1®---®An,M1®---®Mn) =
= L1(X;21i, @i Ai, @2y 4i)
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Satz 9.11 (Fubini) Seien (1, A1) ..., (Qn,An) Messriume. Fir jedes i €
{1;...5n} sei p; ein o-endliches Maf3 auf (2, A;) .
Set

fe Li(ximi i, @i A, @)

Dann st

/X flwi,.own) @y i (d(wr, ... wp)) =

i=1Sti
= /Q1 /Qg/Qn flwi,wa, .. ywn) pin(dwy) - .. po(dws) g (dwy) (9.4)

und die Reihenfolge der Integration in (9.4) darf beliebig vertauscht werden.
Satz 9.12 (Tonelli) Seien

(QI>A17M1)7 ceey (Qn,AnaMn)

Mafraume und sei
f: Qx...xQ —- R

eine A1 ® ... ® A, - messbare Funktion mit
flw) >0 VweQ

Dann gilt

/ f(wla'-'awn) ®711:1 i (d(UJ1,...,wn)) =

1S
= / / flwr,wa, ... ywp) pn(dwy) ... po(dws) py (dw) (9.5)
Q1 JQo Qp

und die Reihenfolge der Integration in (9.5) darf beliebig vertauscht werden.

Mit Hilfe des Satzes von Tonelli kann man also die Integrierbarkeit einer Funk-
tion bzgl. des Produktmafles zeigen. Der Satz von Fubini setzt diese Integrier-
barkeit ja voraus.

Beispiel 9.13 FEs gilt
B 08 = B (9.6)
und
A®-- @A = A" (9.7)

Der Beweis von (9.6) bendtigt ein bisschen Topologie.
Der Beweis von (9.7) ist eine einfache Ubung (vgl. Beispiel 9.2).

Zum Abschluss noch ein Messbarkeitskriterium fiir Funktionen

f: Q — X?:lﬁil

66



Satz 9.14 Seien (2, A), (4, A]), ... (), A]) Messraume.

Firi € {1;...;n} sei f; eine Funktion
£ Q-
Setze
f: Q- %0, we (fl(w),...,fn(w))
Dann gilt:
[ st A) @, Al -messbar genau dann, wenn f; fir jedes i € {1;...;n} eine

A/ A! -messbare Funktion ist.

Beweis:

e Sei zunéchst f eine A/ @ ; A/-messbare Funktion.
Seii € {1;...n} und A/ € A/.

Dann ist

Al = Q0 x X QXA X Q] x o x Q) e xP A C e A(9.8)

und es gilt
fz‘_l(Ail) =
= Q)00 FSO) 0 THAD 0 FAO0) N0 f ()
=Q =Q =0 =0Q
= iy g

aufgrund der A/ ®!"_, A/-Messbarkeit von f.
Da dies fiir jedes A/ € A/ gilt, folgt die A/ A/ - Messbarkeit von f;.

e Sei nun f; fiir jedes i € {1;...;n} eine A/ A/-messbare Funktion. Sei
E' = Al x--x Al = {A{X"’XAr” Al e A] Yie{l;...;n}}

Dies ist ein Erzeuger von ® ;.A/. Aufgrund von Satz 5.7 reicht es daher zu
zeigen, dass

FTHA x ... xA)) e A VA x ... x Al € &
Sei also A{ x ... x A} € &', d.h.

Ale Al Vie{l;...;n}

Dann ist .
FHAIx ox AL = (714D € A
i=1
aufgrund der A/ A/ - Messbarkeit der Funktionen f;. O
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Ubung 9.15 (Unabhingigkeit und ProduktmaB) Seien (Q, A), (Q], Al),
(4, Al) Messraume.
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, A). Sei

X1 Q- Qf
eine A{ - messbare Zufallsvariable und sei
Xo: Q — Q
eine AJ - messbare Zufallsvariable. Setze
X: Q- QxQ, w— (Xiw),X(w))

Dann gilt:
X1 und X5 sind stochastisch unabhdngig, genau dann wenn

X(P) = [X1(P)] ® [Xa(P)]

Ubung 9.16 Firic {1;...;n} sei P; ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R,B)
mt Lebesgue-Dichte f;. Dann ist

f: R" = R, (z1,...,2,) — fi(x1)- ... fulzn)
eine Lebesque-Dichte von P ® --- ® P, auf R™, das heifit

dPL®@---@P,) = fd\"

9.3 Faltung von WahrscheinlichkeitsmaBBen

Ziel: Berechnung der Verteilung der Summe von Zufallvariablen, am besten
dargestellt durch ihre Dichte.

Voraussetzungen:
e Wahrscheinlichkeitsmafle 1, . . ., i, auf (R™, B®™)

e Produktmafl y1 ® - - - ® p, auf R™ x - -+ x R™ versehen mit der o-Algebra
—_——

n—mal
BVBOIM ... @ BEI™

n—mal

e Darstellung der Summe durch die Abbildung
A,: R"x...xR™ — R™

n
(xlv"'axn) I sz
i=1

A, ist messbar (vgl. Satz 5.9).
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Definition 9.17 (Faltungsprodukt) Unter obigen Voraussetzungen heifst

Pk ek iy = A @0 @ i)
Faltungsprodukt von p1, ..., u, (Verteilung der Summe).

Dies ist ein Mafl auf (R™,8%™) und nach Definition 5.3 (BildmaB) gilt fiir
B e 8%

(1% ] (B) = [11 ® -+ @ pn) (A, 1(B)) .

Bemerkung 9.18 Sei

(X1, Xng1) ~ 1 ® -+ @ finy1

(d.h. insbesondere, dass X1, ..., Xn41 stochastisch unabhdingig sind (vgl. Ubung
9.15)) und

Bpii: R"x.--xR™ — R™xR™
n
(CC]_, s 7$TL+1) — <Z xi7$’n+l> = (An(m].) cee 7-Tn)7$n+l)
=1

Definiere das Mafs 3
P = Bn+1(M1 Q& Hn—i—l)

und die (Hilfs-)Abbildung A, so, dass
AZL(Cy xR™) = AZHC)) x R™
mit Ch1 € R™.
Auflerdem sei pri : R™ x -+ x R™ — R™, mit pri(x1,..., %4 ...,2n) = x4, die

i-te Projektionsabbildung.

Mit A € B ynd B € BE™ ist dann

EL4XRm)ﬂPﬂiNB)

(A xR™ N R™ x --- x R™ xB

— —_———
e(Rm)xn n—mal

= A Y(A)xB

Bn+1(A xB) = A
A

und somit gilt

P(AXxB) = [11® @ tpi1] (BnleB)
U1 ® - @ 1] (AT_L )
[ ® - @ pn) (A, ()) fint1(B)

pa ke k ] (A) - png(B)

weshalb 377" | X; und Xy 41 unabhdngig sind.
Insbesondere gilt
Ap1 = Ao By,

d.h. man kann sich auf zweifache Faltungen beschrinken, z.B.
(w1, 29, 23) +— (x1+22,23) — (21 + 22) + 73.
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Lemma 9.19 Sei f > 0 eine messbare recllwertige Funktion. Dann ist

[rdwsm = [ forndpne )
et [ )i (de) paldy)
Mit f = I, B € B®™, gilt somit
o mal(B) = [ Il s o)

— / / Ip(z + y)p (dz)po(dy)

= [, mi) waia

= [ (B - ypalay).
(Analog mit vertauschten Rollen von py und ps.)

Beispiel 9.20
(6 1](B) = / W(B — ) 64(dz) = (B —a) = u(T-(B))

Fur n = (5(,.’

1 beT (B)<a+beB

0 sonst

[0a % 6] (B) = 0p(T-a(B)) = { = days(B)

Satz 9.21 Seien py und ps Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R™,B®™). Das
Maf uy besitze die Lebesgue-Dichte f.
Dann gilt fiir jede Borelmenge B € B®™

s al(B) = [ ([ 10— vt ) ¥7(ao).
Somit besitzt py * pa (mittels f von uy) ebenfalls eine Lebesque-Dichte.

Beweis: Definiere die Translationsabbildung durch Ty(z) := = + y. Mit der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles, der Transformationsformel, sowie
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dem Satz von Fubini folgert man die Behauptung;
(1 * po)(B) Pz //IB(x+y) pa(de) pa(dy)
_ / </ Ig(z +1v) f(x) Am(d:r)> p2(dy)
Satz 4.12 / < / Ip(z +y) f(z) Ty(Am)(d:v)) p2(dy)
0 [ ([ 1ol ) S 0) 37 00))
Satz 9.6 / / I5(x) (@ — y) pa(dy) A" (dx)

= [ ([ 10— pmta) xow

Notation 9.22 Die Lebesgue-Dichte von uy * po wird mit f * pg bezeichnet:

[f * po] (2 /fz— ) 12(dy)
Um Verwechslungen vorzubeugen, wird hier der Buchstabe z fiir die Summen-
variable (Ergebnis der Faltung) verwendet.
Korollar 9.23 Besitzen nun sowohl uy als auch ps Lebesgue-Dichten, du; =

FAXN" und dus = gd\™, dann gilt

Uf * 2l (2 /f 2 — ) gly) N™(dy) = [f *g](2)

und die Dichte des Faltungsprodukts wird mit f x g bezeichnet.

Bemerkung 9.24 Sind X1 und Xy unabhdingige und identisch mit Lebesgue-
Dichte f wverteilte Zufallsvariablen, dann besitzt Z := X1 + Xo die Lebesgue-

Dichte
/f z —x) f(z) A(dx)

Beispiel 9.25 Sei f die A\-Dichte der stetigen Gleichverteilung auf dem Inter-
vall [0;1], d.h. f = Ijgq7. Seien X1, Xo < U(0;1) und Z := X; + X2. Dann

ist die A-Dichte der Faltung Z gleich

F*f1(z) = / Touy(z — ) Tou () A(dz)
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Der Integrand nimmt nur die Werte 0 oder 1 an. FEr hat den Wert 1 genau
dann, wenn

0<z—2x<1 und 0<z<1
<— <z und r>z-—1 und 0<z<1
<= max(0,z — 1) <z <min(l, 2)

0<x<z falls0 <z <1
<

z—1<z<1 fallsl<z<2

Somit ergibt sich fiir die Dichte

min(1,z) P alls p
1+ 11(2) =/ Adz) = { Jalls0sz<1

max(0,z—1) 1— (Z - 1) =2—2z falls1<z<2
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10 Bedingter Erwartungswert

10.1 Einleitung
10.1.1 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten
Die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A[B)
hat die intuitive Bedeutung:

P(A|B) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass Ereignis A eintritt,
wenn man schon weif3, dass Ereignis B eingetreten ist.

P(A|B) errechnet sich mit Hilfe der Formel

P(ANB

P(A|B) = (13@)

Entsprechend hat der (elementare) bedingte Erwartungswert
Ep[Y|B]

die intuitive Bedeutung;:

Ep[Y|B] ist der Erwartungswert von Y, wenn man schon weif}, dass
Ereignis B eingetreten ist.

Ep[Y|B] errechnet sich mit Hilfe der Formel

Ep[Y|B] = P(lB)/BYdP

Fiir unseren allgemeinen mafitheoretischen Aufbau sind das aber keine tragfa-
higen Konzepte, mit denen man arbeiten konnte.

Problem: Diese Definitionen sind nicht moglich, falls
P(B) =0
Aber dieser Fall ist auch wichtig, wie sich im folgendem Beispiel zeigt.

Beispiel: Seien Y und T Zufallsvariablen. Sei T' normalverteilt. Die Beobach-
tung fir 7" in einem Experiment sei zum Beispiel

T = 0.2641
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Uns interessiert jetzt
P(Y € A'|T =0.2641)

also
P(Y '(A"|T7'({0.2641})) = P(A|B)

wobei A :=Y 1(A’) und B :=T1({0.2641}).
Allerdings ist

P(B) = P(T7'({0.2641})) = N(0,1)(0.2641) = 0

Diese Art von bedingter Wahrscheinlichkeit und bedingtem Erwartungswert
betrachten wir daher im Folgenden nicht mehr. Stattdessen betrachten wir
ein anderes (mafitheoretisches) Konzept, namlich den allgemeinen bedingten
Erwartungswert.

Viele Biicher iiber Wahrscheinlichkeitstheorie stellen dieses Konzept des allge-
meinen bedingten Erwartungswertes als eine einfache, direkte Verallgemeine-
rung des elementaren bedingten Erwartungswertes hin.

Das ist aus zwei Griinden problematisch:

e Der allgemeine bedingte Erwartungswert ist nicht einfach!

e Der allgemeine bedingte Erwartungswert ist keine direkte Verallgemei-
nerung des elementaren Erwartungswertes! Das heifit: Der elementare
bedingte Erwartungswert ist kein Spezialfall des allgemeinen bedingten
FErwartungswertes.

Natiirlich bestehen trotzdem gewisse Beziehungen zwischen dem elementaren
bedingten Erwartungswert und dem allgemeinen bedingten Erwartungswert.
Trotzdem sollte man sich das Ganze nicht schwerer als notig machen. Am
Besten vergisst man voriibergehend den elementaren bedingten Erwartungs-
wert (bedingte Wahrscheinlichkeiten) und denkt beim allgemeinen bedingten
Erwartungswert NICHT an das ,Bedingen nach irgendwas“, sondern an den
snformationsgehalt einer o-Algebra“(vgl. Abschnitt 10.1.2) — auch wenn der
Name allgemeiner bedingter Erwartungswert etwas anderes nahelegt.

10.1.2 Der Informationsgehalt einer o-Algebra

Sei ) eine Menge und A eine o-Algebra auf €.
Information 1a8t sich formalisieren als eine Menge C von Ereignissen C' € A

Cc A

von denen wir entscheiden kénnen, ob sie eingetreten sind oder nicht.
C enthélt also genau die Teilmengen C' C Q) (= Ereignisse), von denen wir
wissen, ob sie eingetreten sind oder nicht.

Wenn wir entscheiden kénnen, ob C' C ) eingetreten ist, dann ist klar, dass wir
auch entscheiden konnen, ob das Gegenereignis C© eingetreten ist. Das heif3t:

cec = C(°ec (10.1)
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Wenn wir fiir jedes n € N entscheiden kénnen, ob C,, C € eingetreten ist, dann
ist es plausibel, dass wir entscheiden konnen, ob | J7 ; C,, eingetreten ist. Das
heif3t

o0
Cu)pew €€ =  JGuec (10.2)
n=1
Wir wissen auch, ob das unmégliche Ereignis ) eingetreten ist. (Es ist natiirlich
nicht eingetreten.) Also

0ec (10.3)

Aus (10.1) — (10.3) folgt, dass C eine o-Algebra ist. Somit 148t sich Information
also durch eine o-Algebra

Cc A

formalisieren.
Eine o-Algebra C auf Q mit C C A heifit Unter-o-Algebra von A.

Information kann man sich auch als ein Netz auf Q vorstellen, so dass zwei
Ergebnisse eines Experiments nicht voneinander unterschieden werden kénnen,
wenn sie in der selben Masche des Netzes auf ) liegen. Auf einer Weltkarte
kann man nicht zwischen dem EZB-Gebaude in Frankfurt und der Paulskirche
in Frankfurt unterscheiden. Aber ein Stadtplan von Frankfurt enthéalt gentigend
Informationen, um die beiden Gebaude voneinander zu unterscheiden.

Punkte nicht unterscheidbar bei "Maschengenauigkeit"

Q

Beispiel 10.1 Sei
Q =R, A=

Sei w € R das Ergebnis eines normalverteilten Experimentes, z.B.
w = 0,2417269253751908503217094378 . ..

Allerdings kann man das Ergebnis normalerweise gar nicht so genau beobachten
(Messgenauigkeit!). Zum Beispiel zeigt das Messgerdt das Ergebnis nur auf zwei
Nachkommastellen an. Das angezeigte Ergebnis ist dann 0,24 und man weifs
nur, dass w € [0,235; 0,245). Das heifst also

¢ = o{ [+ —0.005; {g+0,005) | kez})
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wobei C C B . Setze
Cr = [165 —0,005; 165 +0,005)  VkeZ

Dann st

C:{UCk‘KCZ}

keK

Cc, C,

[ I W [ I W |
T T i Q
-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03

Sei (€2, .A) wieder ein Messraum und

CccA
eine Unter-o-Algebra von A, die die zur Verfligung stehende Information re-
prasentiert.
Sei

Y: O = R

eine C - messbare Zufallsvariable.

Die o-Algebra C représentiert die verfiigbare Information. Aufgrund der C-
Messbarkeit von Y kennen wir dann das Ergebnis von Y, denn:
Wir wissen fiir alle a € R, ob

cC =Yv! ((a;00))

eingetreten ist, weil Y ~!((a;00)) € C.
Also: Y ist durch die verfiigbare Information vollstindig bestimmt.

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (£2,.4) und sei
Y: Q—-R

eine A - messbare Zufallsvariable.
Wir wollen jetzt eine ,beste Schatzung* von Y basierend auf der verfiigharen
Information C suchen.

Die C-messbaren Zufallsvariablen sind die Zufallsvariablen, die durch unsere
verflighare Information (représentiert durch C) vollstandig bestimmt sind.

FEine ,beste Schatzung“ von Y basierend auf der verfligbaren Information C ist
daher eine C - messbare Zufallsvariable Yy, die ,,s0 nahe wie mdglich“ an Y liegt.

Eine C - messbare Zufallsvariable Yy liegt ,,s0 nahe wie moglich“ an Y falls

/Y—YodP—O VO ec (10.4)
C
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oder anders geschrieben

/YdP = /YgdP VC eC (10.5)
C C

Fiir Yy schreiben wir dann auch
Y = Ep[v|c]

Beispiel 10.2 (Fortsetzung von Beispiel 10.1)
Wie vorher ist (Q,4) = (R,8) und P = N(0,1). Sei Y eine B - messbare
Zufallsvariable

Y: R—->R

Da wir die Ereignisse w nicht genau beobachten konnen, sondern nur wissen,
ob ein
w € Ck

eingetreten ist, kennen wir Y nicht vollstandig. Wir wissen nur, ob
Y € {Y(w) ‘ weck}

Eine naheliegende Schétzung fiir Y auf Cj, wére der relative Mittelwert

1

/\/'7(0, 1)(Ck) . . Y dN(0,1)

Insgesamt ware dann also eine C - messbare Schatzung von Y

Yo: w +— ch-I(;k(w)
keZ

wobei .
L = ————— - Y dN(0,1 VkeZ
g N(Ov 1) (Ck) C ( )

Und dieses Y erfiillt tatséchlich Gleichung (10.5): Fiir C = (J,cx Cr € C ist

/CYO dN(0,1) /Cchlck(w)N(O,l)(dw) = ch-N(o, 1)(Ck)

keK keK

« oy Yd/\/’(O,l):/YdN(OJ)
keK ¥ Ck ©

einsetzen

10.1.3 Der Informationsgehalt einer Zufallsvariable

Sei (€, .A) ein Messraum und
Y: Q—=R

eine A - messbare Zufallsvariable.
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Sei (2, A’) ein weiterer Messraum und
T: Q — Q

eine A/A’-messbare Zufallsvariable, die wir beobachten kénnen.
Das heifit: Fiir jedes A’ € A’ wissen wir, ob

T € A’ oder T ¢ A’

Oder mit anderen Worten: Wir konnen fiir jedes A’ € A’ entscheiden, ob das
FEreignis

T1A) € A

eingetreten ist.
Also wird unsere Information iiber die beobachtete Zufallsvariable 7' durch

C={T1'A")] A’eA’}

reprasentiert.

Beachte: Dieses C C A ist eine Unter-o-Algebra von A.
Der Informationsgehalt einer Zufallsvariable 148t sich also durch eine Unter-o-
Algebra von A ausdriicken.

10.2 Definition und grundlegende Eigenschaften

Eine beste Schitzung Yy von Y ergibt sich aus Gleichung (10.5) unter der
Annahme, dass C unsere zur Verfiigung stehende Information darstellt. Eine
solche ,beste Schiatzung“ nennt man Bedingte Erwartung von Y gegeben C.

Definition 10.3 Sei (2, A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(QA) und Y € L1(Q,A,P).
Sei C C A eine Unter-c-Algebra von A. Sei
Yo: ©Q - R
mit folgenden Eigenschaften
e Yy e L1(QAP)
o Y, ist C - messbar.

o Fiur alle C € C ist

/YdP = /YOdP (10.6)
C C

Dann heifit Yo bedingte Erwartung von Y gegeben C (unter P) und man schreibt
Y = Ep[v|c]

Diese Definition wirft sofort zwei Fragen auf:
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1. Existiert zu jedem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P), zu jedem Y €
L£1(Q, A, P) und zu jeder Unter-o-Algebra C C A eine bedingte Erwar-
tung von Y gegeben C unter P 7

2. Ist die bedingte Erwartung von Y gegeben C unter P eindeutig oder gibt
es zu einem Y mehrere bedingte Erwartungen?

Die Antwort auf beide Fragen ist (im Wesentlichen) ,ja“, wie der nachfolgende
Satz zeigt:

Satz 10.4 (Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung)

i) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), zu jedem Y € L1(Q, A, P)
und zu jeder Unter-o-Algebra C C A existiert eine bedingte Erwartung
von Y gegeben C unter P, also ein

Y = Ep[v|c]
i1) Seien Yy und Xo zwei bedingte Erwartungen von Y gegeben C unter P,
dann ist
Yo = Xo P -fast sicher
Beweis:

i) Sei YT der Positivteil von Y und Y~ der Negativteil von Y. Also
Yt >0, Y>>0 und Y =Y"-Y"~

Setze
vH(A) = /Y+dP VAe A
A

und

v (A) = /de VAeA
A

GeméafB Satz 7.1 und Satz 7.4 sind v und v~ zwei Mafle auf (Q2,.4) so
dass

AN und v < P (10.7)

Wegen C C A werden durch

zwei Mafle auf (Q2,C) definiert.

Wir betrachten also jetzt den Messraum

(€2,€)
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i)

Offensichtlich folgt aus (10.7) auch
’im< P und T < P (10.8)
Nach Satz 7.4 existieren dann
Yyt € £1(Q,C,P)  und Yy € £1(,C,P)
so dass

= /Y(ﬁdﬁ, o (0) :/Yo—dﬁ vCecC
C C

Setze Yy = Y;" — Y, . Dann gilt
- Yy € £1(Q,A,P)
— Y} ist C - messbar.
— Fir alle C € C ist

/CYodP = /CWdP /Y dP = p7(C) — v (C) =
= v (C) - /Y*dP /Y dP =

:/YdP
C

Yo = Ep[Y|C]

Also ist

und die bedingte Erwartung von Y gegeben C unter P existiert.

Sei X neben Yj eine weitere bedingte Erwartung von Y gegeben C unter
P. Dann folgt aus

/YOdP:/YdP:/XOdP vCecC
C C C

und Satz 6.12b) X
Yo = Xo P - fast sicher

Und hieraus folgt schliellich
Yo = Xo P - fast sicher

g

C stellt unsere zur Verfiigung stehende Information dar. Falls diese Information
von einer beobachteten Zufallsvariable

T: Q — Q

stammt (vgl. Abschnitt 10.1.3), so schreiben wir auch

Ep[Y|C] = Ep[Y]|T]

Dies ist der Inhalt folgender Definition:
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Definition 10.5 Sei (2, A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(QA) und Y € L1(Q,A,P).

Sei (Q', A") ein weiterer Messraum und
T: Q — Q
eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Setze
C={T1A)] A’eA’}

Dann heifit die bedingte Erwartung von'Y gegeben C unter P (Ep [Y‘ C]) auch
bedingte Erwartung von Y gegeben T' (unter P) und man schreibt

Ep[Y|T]

anstelle von Ep [Y‘ C] .

Eine entsprechende Definition ist auch bei mehreren Zufallsvariablen
T,: Q — Q

moglich und sinnvoll. Diese Situation liegt vor allem bei Stochastischen Pro-
zessen haufig vor (vgl. Markov-Ketten).

Definition 10.6 Sei (2, A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(Q,A) und Y € L1(Q,A,P).
Sei I eine Indexmenge. Fir jedes i € I sei (], A!) ein Messraum und

T, : Q — Q
eine AJ A/ - messbare Zufallsvariable. Setze
¢ = {T7AD | Ale Al
und

()

el
Dann heifit die bedingte Erwartung von'Y gegeben C unter P (Ep [Y‘ C]) auch
bedingte Erwartung von Y gegeben (7;);c; (unter P) und man schreibt

EplY|T;, i€l

anstelle von Ep [Y‘ C] .

Bevor wir einige Eigenschaften der bedingten Erwartung festhalten, betrachten
wir zwei Beispiele

Beispiel: Vollige Unwissenheit
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Sei (2,.A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, A) und Y €
L1(Q,AP).

Vollige Unwissenheit iiber das eingetretene Ereignis wird durch die o-Algebra
¢ - {0.9)

reprasentiert. Wir wissen namlich nur, dass das unmogliche Ereignis () nicht
eingetreten ist, und dass das sichere Ereignis () eingetreten ist; von den anderen
Ereignissen A € A wissen wir nicht, ob sie eingetreten sind.

In diesem Fall ist
EplY|C] = Ep[Y]

Der gewthnliche Erwartungswert ist in diesem Fall die ,beste Schatzung“ fiir
Y.

Konkretes statistisches Beispiel:
Seien yM), ... (™ unabhingig identisch nach P verteilte Beobachtungen auf R
y(i)ER, y(i)NP, i=1,...,n

Das heifit also: Der zugrundeliegende Messraum ist (R", B%™) und das entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R", B%") ist

P® — Pg..-QP
~—_——

n - mal

Der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum fiir dieses Experiment ist somit
(R", B=", pE™)
Beim Sammeln der Daten wurde nicht auf die Reihenfolge geachtet. Sei

(ylv"‘7yn)

der Beobachtungsvektor in der richtigen Reihenfolge. Wir wissen also nicht, ob

(y11y27y3>"'7yn) = (y Y ,’y(n))

oder ob
(Y1, 92,93, -, yn) = (¥

Formal 148t sich das jetzt so aufschreiben:
Sei
Sp = {7’ AL ony—= AL n) | Tist bijektiv}

die Menge der Permutationen von {1;...;n}. Jedes 7 € S,, permutiert also die
Koordinaten und wir schreiben

(W92, -5 Yn)) = Wr@)sYr (@) > Yr(n)
Unser Wissensstand wird nicht durch B%" ausgedriickt sondern durch

C={CeB®| r(C)=C Vres,}
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Denn wir wissen nicht, welches (y1,¥y2,¥s, ..., yn) eingetreten ist. Wir wissen
nur, welche Ereignismenge

U {T((y17y27 s 7yn))}
TESK
eingetreten ist.

Entsprechend wissen wir nicht, ob B € B®" eingetreten ist. Wir wissen
nur, ob

TGSn
eingetreten ist.

Sei

f:R* - R
eine B®" /B - messbare Funktion. Wir wollen jetzt

Epon [£]C]
berechnen.
Ergebnis:
1
]EP®" [f‘ C:| (y17y27 s 7yn) = E Z f(y’r(l)7y7'(2)’ s ay’r(n))
" 1€Sn

v(yhy%'”ayn) € R"

BEWEIS

Sei nun
fytyz, - ooum) = it vt o
Dann ist
Epon[f]C] = 1
Der tieferliegende Grund fiir diese Gleichheit ist:
f ist schon C-messbar! Und daraus folgt immer Epgn [ f ‘ C} = f

Dies ist eine grundlegende Eigenschaft der bedingten Erwartung; weitere Ei-
genschaften sind in nachfolgendem Satz festgehalten.

Grundlegende Eigenschaften:

Wie in der Stochastik tiblich schreiben wir das Integral bzgl. einem Wahrschein-
lichkeitsmafl P auch héufig als Erwartungswert

Belf] = [ fap

83



Satz 10.7 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
f:Q—=R, fi: Q@ - R, fo: Q@ =5 R

bzgl. P integrierbare Funktionen. Sei C eine Unter-o-Algebra von A.
Dann gilt:

[1]  Ep[f|C] € Li(Q,AP)

2 Er[Ep[f|C]] = Ep[f]

[8]  fistC-messbar = Ep[f|C] = f P-fs.

4] f=g P-fs. =  Ep[f|c] = Ep[gC] P-fs.
[5] f=konst.=a =  Ep[f|C] = a P-fs

[6]  Fir ai, as € R ist

Eplaifi + aof2|C] = aiEp[fi|C] + axEp[f2|C] P-fs.

71 A< fo P-fs = Ep[fi|C] < Ep[fa|C] P-fs.

8] |EplfIC]| < Ep[Ifl|C] P-fs.

Fiir Folgen von integrierbaren Funktionen gelten analoge Aussagen zum Satz
6.6 von der monotonen Konvergenz und zum Satz 6.13 von der majorisierten
Konvergenz:

Satz 10.8 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fir jedes n € N sei
fn € L1(2, A, P), so dass

0 < filw) € folw) < ... < lim fr(w) < VweQ

n—o0o

Dann st

lim Ep[f.|C] = EP[nllI%ofn

n—oo

C} P-fs.

Satz 10.9 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei g € L1(Q,A, P)
und fir jedes n € N sei f, € L1(Q, A, P), so dass

lfal <9 VneN

und
lim f, = f P-fs.

n—oo
Dann ist
nlin;oEp[fn’C] = Ep[f}C] P-fs.
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Glattungseigenschaften:

Satz 10.10 (Glattungssatz) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
C eine Unter-o-Algebra von A. Sei

f € El(Q,A,P) und g € ,Cl(Q,.A,P)

so dass auch

f.g € El(Qv-AvP)

Sei g auferdem C - messbar.
Dann gilt

[1]  Ep[g-f|C] = g-Ep[f[C]

2 Eplg-f] = Ep|g-Ep[f]C]]

Satz 10.11 (Iteriertes Bedingen)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien C und D Unter-o-Algebren
von A, so dass

CcDcA

Sei
f € Li(Q,AP)

Dann st

Ep[Ep[f]D] ‘c} = Ep[f|C]

Beweis: Fir alle C' € C ist auch C' € D und somit

/CIEP[f\D]dP = /CfdP = /CEp[f\c]dP

Bedingte Erwartung und Unabhéangigkeit

Satz 10.12 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Y € £L1(Q,A,P)
Sei (', A") ein weiterer Messraum und
T: Q — Q

eine A/ A" - messbare Zufallsvariable.
Falls Y und T stochastisch unabhdingig sind, dann ist

Ep[Y|T] = Ep[Y] P - fs
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Beweis: Zu zeigen ist, dass mit

C:={T'(A)]| A'c A’} C A

/CYdP:/CEp[Y] dp

Sei A’ € A’. Mit Transformationsformel (Satz 6.15) und Fubini (Satz 9.6)
gilt:

Ep[y]ap L mply]  [ap 20 mp[y] [drp) =
T-1(A") konstant
T-1(A") A

fiir alle C' € C gilt:

— /A/EP[Y] dT(P) = /A//QYdeT(P) =
Trafo / N
ra /Q L) /R y Y (P)](dy) [T(P))(dw’) =
Fubini / Ly (w')y [T(P) @ Y (P)(d(w',y)) =
) QxR
e | @)y ()P ) =
Trjfo o . —
raf /Q(IA T)-Y dP /Tl(A,)YdP

Satz 10.13 (Alternative Formulierung von Satz 10.12) Es sei (2, A, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und

Y € El(Q,A,P)

Sei C eine Unter-o-Algebra von A, die von'Y stochastisch unabhdngig ist — das
heif$t: die o-Algebren

{y='(B)| Be®B} und C

sind stochastisch unabhdngig.

Dann ist
EplY|C] = Ep[Y] P — fs.

10.3 Faktorisierte bedingte Erwartung
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (', A") ein weiterer Messraum und
T: Q — Q

eine A/ A’ -messbare Zufallsvariable.
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Wenn wir T beobachten kénnen, spiegelt
C={T1A"] A eA'}

die zur Verfiigung stehende Information wider.
Jede Funktion der Form

goT mit g: (2,A4") — (R,B) (10.9)

ist natiirlich C - messbar. Nachfolgendes Lemma zeigt, dass aber auch jede C-
messbare Funktion eine Darstellung der Form (10.9) hat.

Lemma 10.14 (Faktorisierungslemma) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und
g: - R

eine A - messbare Funktion.
Sei (Q', A") ein weiterer Messraum und

T: Q — Q

eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Setze
C = {T_I(A’) ‘ Ale A’}
Dann gilt: g ist genau dann C - messbar, wenn g darstellbar ist als
g =goT mit g: (', A) — (R,B) (10.10)

Dies ermoglicht folgende Definition:
Definition 10.15 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

f: Q—-=1~R

eine bzgl. P integrierbare Funktion, d.h. f € £1(Q, A, P).
Sei (Q', A") ein weiterer Messraum und

T: Q — Q

eine AJ A’ - messbare Zufallsvariable.
Nach Lemma 10.14 gibt es eine A’ - messbare Funktion

g:Q — R

so dass
Ep[f|T] = goT

Dieses g heifit faktorisierte bedingte Erwartung von f gegeben T' (unter P) und
man schreibt
gty = Ep[f|T=t] vteQ'
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Satz 10.16 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
f: Q=R

eine bzgl. P integrierbare Funktion. Sei (Q', A’) ein weiterer Messraum und
T: Q — Q

eine AJ A’ - messbare Zufallsvariable. Dann gilt:
Die faktorisierte bedingte Erwartung von f gegeben T

g: Q — R, g(t) = Ep[f|T =t] Vte Q'
ist integrierbar bzgl. dem Bildmaf T(P) und

[ EefiT=a @)y = [ Eplf|T]) Plde) =
A T-1(A")

= / f(w) P(dw) (10.11)
T-1(A")

VA e A’.
Die faktorisierte bedingte Erwartung von f gegeben T ist nur T'(P) — fast sicher
etndeutig bestimmit.

Beweis: Die Integrierbarkeit von g bzgl. T'(P) und Gleichung (10.11) folgen
direkt aus der Transformationsformel (Satz 6.15) und der Definition der be-
dingten Erwartung.

Die T'(P) —fast sichere Eindeutigkeit folgt aus (10.11) und Satz 6.12b). O

Bemerkung 10.17 An dieser Stelle ergibt sich (zum ersten Mal) tatsdchlich
ewn direkter Zusammenhang mit dem elementaren bedingten FErwartungswert
aus Abschnitt 10.1.1:

Aus (10.11) folgt fir t € Q'

/{T:t} far = /{wEQT(u)):t} fw) Pldw) = /{t} Ep[f|T = s] [T(P)} (ds) =
_ [I(PI{R) Ep[f|T=1] = P(T=1)-Ep[f|T =]
Also

Ep[f|T =t] = P(let)/{T:t}fdP (10.12)

Das heifit, Ep [f‘ T = t] st genau der elementare Bedingte Erwartungswert von
f gegeben T = t. Allerdings ergibt Gleichung (10.12) keinen Sinn, falls

P(T=t) =0

Im Allgemeinen wird genau dieser Fall P(T =t) = 0 fiur die meisten Punkte
t € Q' eintreten (z.B. falls T normalverteilt). Der elementare bedingte Erwar-
tungswert kann dann nicht definiert werden, aber die Definition der faktorisier-
ten bedingten Erwartung ist auch hier problemlos maoglich.
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Bemerkung 10.18 (Ergidnzung zum Beweis von Satz 10.16) Sei (£2,.A)
ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (€2, .A)

Sei (Q', A") ein weiterer Messraum und
T: Q — Q
eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Setze
C={T1A)] A’eA’}

Seien hy € L1(Q, A", T(P)) und hy € L1(Q', A’, T(P)).
Dann folgt aus der Tansformationsformel (Satz 6.15) und aus Satz 6.12b) fol-
gende Aquivalenz:

hioT = hyoT P — fs. & h = hy T(P) - fs.

10.4 Bedingte Dichten

Natiirlich stellt sich nun die Frage, wie man (faktorisierte) bedingte Erwartun-
gen ausrechnet. Dies ist in der Praxis haufig wesentlich einfacher, als es auf

den ersten Blick scheint.
In diesem Abschnitt ist (€2,.4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(©1,.A1) und (9, A2) sind zwei weitere Messraume.
S: Q — W

ist eine A/.A; - messbare Zufallsvariable und
T: Q — Q9

ist eine A/ Ay - messbare Zufallsvariable.

Dann ist das Bildma$ (S, T)(P) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf

(Ql X QQ 5 .Al ®A2)

Q., S(P)
QP< .0, TP
B> QxQ,, NP —¥Y—R

Annahme:

Sei 11 ein o-endliches Maf} auf (€21, .4;) und ps9 ein o-endliches Maf} auf (22, .42),
so dass
(S,T)(P) < 1 ® pa

Das heifit also nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz 7.4):
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Es existiert eine Dichte
fisy + Q1 x Qe — [0;00), (5,t) = fism)(s:t)
von (S,T)(P) bzgl. pi1 ® pa:

d[(S,T)(P)] = fis) d(ul ®M2)

Berechnung der bedingten Erwartung iiber die bedingte Dichte

Sei
1/1:91)(92 — R

eine A; ® Ay - messbare Funktion, so dass
GST): Q@ =R, w e $(SW), ()

integrierbar bzgl. P ist, d.h. ¥(S,T) € £1(Q, A, P).

Wir wollen nun
Ep[v(S,T)|T] und Ep[v(S,T)|T = t]

berechnen.

Aufgrund der Voraussetzungen ist automatisch auch
T(P) < pg
Sei dann fr : Q9 — [0;00) die Dichte von T'(P) bzgl. us:
d[T(P)] = fr dps

fr 1aBt sich iibrigens ganz einfach aus figy mit Hilfe des Satzes von Fubini
(51)
(Satz 9.6) berechnen. Wie?)

Setze s (5.)
Fsr(slt) = % falls fr(t) > 0
und
fsir(slt) == 0 falls fr(t) =0
Dann gilt
Br[0(S. DT =] = [ w(s.0) (st m(ds) (10.13)
und

Br[0(S. 1| 7)) = [ 9. T@) sr(sIT@) mids)  (1014)

Beweis von (10.13) und (10.14):
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Sei zunéachst
v Q1 xQe — R, w — P(s,t)

eine nicht-negative bzgl. (S, T)(P) integrierbare Funktion. Sei Ay € Aj fest.
Trivialerweise ist
fr >0 T(P) — fast sicher

und somit existiert eine T'(P) - Nullmenge Ny € As (Def. 6.9), so dass
fr >0 Vt € QQ\NQ
und
fisry(sit) = for(slt) fr(t)  Vseh, VEeQ\ Ny
Setze

W) = [ v 0fsrms) e,

Zeige nun ¥ € L1(Q, A2, T(P)):
Die Funktion
wf(S,T) : (Svt) - ¢(Sat)f(S,T)(svt)

ist A; ® A9 - messbar und nicht-negativ. Wegen der Integrierbarkeit von (S, T")
bzgl. P und

/ W(S,T) dP — / bo(S,T)dP =
T-1(A2)

T71 (Ag)

D e (1)) (d(s.0)
Q1 xXAg
= /Q Aw(svt)f(S,T)(&t) (11 ® po] (d(s, 1)) (10.15)

ist ¥ f(s 1y auch integrierbar bzgl. 3 ® po. Hierbei folgt () aus der Transfor-
mationsformel (Satz 6.15).

Nach dem Satz von Fubini (9.6) ist dann
t — 0 @ZJ(S’t)f(S,T)(Sat) /Ll(ds)
1
eine Ajg - messbare (reellwertige) Funktion. Somit ist auch

Vot o IN2c(t)fT1(t) [ (a0 o) ()

eine As - messbare Funktion und
Inc (t)
dt) — 2
[ v e = [ S
Ing(t)

= ) ) S, P Dm0 pds) fr() paldt) =

= / Y(s,t) fism)(s,t) [m ®/L2] (d(s,t)) < 0
QXN

/Q B, 8) s (.8) pa (ds) [T(P)] (df) =
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Also ist U € L1(Q9, A2, T(P)).

Dann ist nach dem Transformationssatz (Satz 6.15) auch o T € L£4(, A, P)
und es gilt
)

/ VoT dP = (t) [T(P)](dt) =
T-1(A2) Az

N

(7.1)

/ U(t) fr(t) paldt) = / b(5,8) s (5. ) i (ds) pa(dt) =
Ao Az S
(

1%

| /leA2 (s, t) fsr)(s,t) [ @ p2] (d(s, 1)) =

= [ weolsn@]dsn) Q[ vesmyar -
Q1 x As T-1(As)

_ / ¥(S.T) dP
T-1(A2)

wobei (*) jeweils eine Anwendung der Transformationsformel (Satz 6.15) ist
und (*%) aus dem Satz von Fubini (Satz 9.6) folgt.

Dies zeigt (10.14) und aus (10.14) folgt sofort (10.13).

Der allgemeine Fall, bei dem 1 sowohl positive als auch negative Werte anneh-
men kann, folgt hierraus, indem man einfach 1 in seinen Positivteil 1™ und
seinen Negativteil ¢~ zerlegt.

O

Beispiel:
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien
Y: Q—-R

und
X: Q- RF

zwei A -messbare Zufallsvariablen.
Sei (Y, X) eine stetige Zufallsvariable, d.h.

(Y, X)(P) < AFH!
zum Beispiel sei (Y, X)) multivariat normalverteilt:
(V,X)(P) = Niti(a,C)
Wir kénnen nun die bedingten Erwartungen
Ep[V]X] und Ep[V]X = 1]

berechnen.

Dazu setzen wir

S = Y7 T = X7 (QI7A1) = (Rv%)7 (927“42) = (Rk7%®k)
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und
H1 = )\7 H2 = )\k

und
Yy, x) =y VyeR, VzeR”

Die Dichte
fovx) R x RF — [0; 00), (y,z) — f(Y,X)(?JafE)

ist dann einfach die Normalverteilungsdichte von Ny 1(a,C) und die Vertei-
lungsdichte von X bzgl. \F ist

fx@ = [ foxaod)  zeR
Die sog. ,bedingte Dichte® fy|x ist dann

fyix(ylz) = w falls  fx(z) > 0

und
frix(ylz) == 0  falls fx(z) =0

Die bedingten Erwartungen sind schliellich

Ep[Y|X =] = / v (91) Ady)
und

Ep[V|X](w) = /R ufyx (WX (@) A(dy)

10.5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

10.5.1 Idee: Wahrscheinlichkeiten als spezielle Erwartungswerte

Bisher haben wir uns ausschlieBlich mit bedingten Erwartungen beschaftigt;
nun wollen wir zu bedingten Wahrscheinlichkeiten iibergehen.

Normale Wahrscheinlichkeiten kann man auch als spezielle Erwartungswerte
ansehen:

P(A) = Ep[l4]

Daher ist es naheliegend, bedingte Wahrscheinlichkeiten in analoger Weise als
spezielle bedingte Erwartungen zu definieren:

P(A|C) = Ep[l4|C]

bzw.

P(A|T) = Ep[I4|T]

und
P(A|T=t) = Ep[Ia|T =t]
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Achtung: Fine so definierte bedingte Wahrscheinlichkeit ist keine Zahl zwi-
schen 0 und 1, sondern eine Funktion

w — P(A[C)(w)
Fiir jedes t ist jedoch
P(A|T =t)

eine Zahl zwischen 0 und 1; und wie bei der faktorisierten bedingten Erwartung
ergibt sich auch fiir P(A|T = t) ein enger Zusammenhang mit den elementaren
bedingten Wahrscheinlichkeiten aus Abschnitt 10.1.1.
Die Zahl P(A’ T = t) kénnen wir tatséchlich dann als Wahrscheinlichkeit von
Ereignis A unter der Bedingung 7' = t interpretieren.

Das Kapitel 10.5 iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten ist folgendermafien ange-
ordnet:

e Im néchsten Abschnitt werden bedingte Wahrscheinlichkeiten formal in
der oben beschriebenen Weise definiert.

e Der darauffolgenden Abschnitt 10.5.3 behandelt Markov-Kerne. Markov-
Kerne sind mathematische Konstrukte, die fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie wichtig sind.

e Hiufig (und zwar in den wichtigsten Fillen) sind bedingte Wahrschein-
lichkeiten auch Markov-Kerne. Davon handelt Abschnitt 10.5.4, in dem
ein verallgemeinerter Satz von Fubini vorgestellt wird. Hier zeigt sich
deutlich, was man unter bedingten Wahrscheinlichkeiten versteht.

e Im Abschnitt 10.5.5 werden bedingte Wahrscheinlichkeiten konkret be-
rechnet - und zwar mit Hilfe von bedingten Dichten.

10.5.2 Definition: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten werden (wie bereits beschrieben) iiber bedingte
Erwartungen in naheliegender Weise definiert:

Definition 10.19 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C eine Un-
ter-o-Algebra von A. Dann heifit fir A € A

P(A|C) = Ep[I4|C]
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben C (unter P).

Definition 10.20 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei (Q', A") ein Messraum und

T: O - Q

eine A/ A" - messbare Zufallsvariable.
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Dann heifit fir A € A
P(A|T) := Ep[I4|T]
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben T (unter P) und
t — PA|T=t) mit P(A|T=t)=E Ep[la|T=t] vVteQ'
faktorisierte bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben T' (unter P).

Wie wir das von einer Wahrscheinlichkeit erwarten, gilt dann (aufgrund von
Satz 10.7) tatsdchlich fiir jedes A € A

0

IN

P(Alc) <1 P-ts.

und
pr@|c) =0, PQC) =1 P-fs.

Aufgrund von Satz 10.8 ist auflerdem fiir (Ay)neny € A mit A, N A, =10

P(QAH c)

c| -

m m
B |t 3 Tn €] = Jim 3R 1,
n= n—=

- ;P<An

C) P-fs.

Die Funktion
t — P(A|T=t)

wird im Folgendem mit

P(A|T =)
bezeichnet. Aus Bemerkung 10.18 folgt hieraus dann auch fiir jedes A € A
0 < PAT=-)<1 T(P)-fs

und

POT=-)=0, PQT=-)=1 T(P)-fs.
und fiir (Ap)pey € A mit A, N A, =0

P(GAn T=") = iP(An

T = ) T(P)-fs.

oder mit anderen Worten

Fir jedes A € A ist
0< PA|T=t) <1 fiir T(P)-fast alle t € Q'
und

PO|T=t) =0, PQIT=t) =1 firT(P)-fast allet € Q’
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und fir (A,)neny € Amit A, NA, =0

P(Uar=0) = Sr(a

T:t> fiir T(P)-fast alle t € Q'

Es stellt sich daher die Frage, ob dann auch fiir T'(P) - fast alle t € Q'
A — P(A|T=t)
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$l auf (Q, A) ist.

Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall!!!

Grund: Die T'(P)-Nullmengen, auf denen die obigen Aussagen nicht gelten,
konnen von A abhédngen.
Zum Beispiel ist fiir jedes A € A

0 < P(A|T =t) fiir T(P)-fast alle t € Q'
Das heiit: Es gibt eine Menge Nj € A’ mit
[T(P)](N4) = 0

und

0 < PAT=t) VteQ'\Nj,

to EQ\(UN/Q)

AcA

Das heifit fiir jedes

ist tatsachlich
0< PAT=t) VAecA

Weil A im Allgemeinen iiberabzéahlbar ist, kann es allerdings sein, dass

T(P)( U Nj,) > 0

AeA

— und noch schlimmer, es kann sogar sein, dass

UNi=0 alo Q\(UNA)z(Z)

AcA AcA

In dem Fall, dass fiir jedes t € '
A~ P(A|IT=t)
tatsdchlich ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, .4) definiert, ist die Abbildung
(t,A) — P(A|T =t)

ein ,Markov-Kern“. Diese Situation ist besonders wiinschenswert und héufig
auch erreichbar.
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10.5.3 Einschub: Markov-Kerne

Markov-Kerne spielen in der Stochastik eine grofie Rolle, zum Beispiel als be-
dingte Wahrscheinlichkeiten, bei Stochastischen Prozessen oder als randomi-
sierte Tests.

Definition 10.21 Seien (2, A) und (Z,D) zwei Messrdume. Eine Funktion

K: 2xA —- R
(x,A) — K(z,A)

heifit Markov-Kern, falls
o fiir jedes A € A
K(,A) : E - R, z — K(z,A)
eine D - messbare Funktion ist und
o fiir jedes x € =
K(z,-): A — R, A — K(z,A)
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, A) ist.
Aus der Definition folgt sofort, dass fiir einen Markov-Kern K

0< K(z,A) <1 V(r,A) e ExA

Beispiel: randomisierte Tests
Sei (E,D) ein Messraum, Py und P; seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf
(2,D). Wir betrachten das Testproblem

Hy: P gegen Hy: P
Ein Test ist eine A -messbare Abbildung
e : 2 — [0;1]

Sei z € = die Beobachtung. Dann bedeutet
plz)=1 Lehne Hy ab.

und

o(x) =0 Lehne Hy nicht ab.
und

o(z) =10,83
bedeutet

Starte einen (kiinstlichen) Zufallsprozess mit Verteilung
Bin(1; 0,83)

Wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozesses gleich 1 ist, dann lehne
die Hp- Hypothese ab, und wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozes-
ses gleich 0 ist, dann lehne die Hy- Hypothese nicht ab.
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Allgemein formuliert, lautet die Testentscheidung:

Wenn z € E die Beobachtung ist, dann starte einen (kiinstlichen)
Zufallsprozess mit Verteilung

Bin(l; go(x))

Wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozesses gleich 1 ist, dann lehne
die Hy—Hypothese ab, und wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozes-
ses gleich 0 ist, dann lehne die Hy—Hypothese nicht ab.

(Die Falle ¢(z) = 1 und ¢(x) = 0 sind hierbei als Spezialfélle schon enthalten.)

Ein solcher randomisierter Test ¢ 1a8t sich auch in einen Markov-Kern um-
schreiben: Setze

(@A) = ({0;1}, P({0;1}))
und
K(z,A) = Bin(p(z); 1)(A) Vee=Z, VAcC{0;1}

Dann ist
(x,A) — K(z,A)

ein Markov-Kern.

Notation: Seien (2, A) und (=, D) zwei Messrdume und
K: =2xA >R
ein Markov-Kern. Dann ist fiir jedes x € =
A~ K(z,A)
ein Wahrscheinlichkeitsmaf
i mit pur(A) = K(z,A) VAe A

Fiir das Integral bzgl. u,
[ @) m(aw)

A
schreibt man auch einfach

f(w) K(z,dw)
A

10.5.4 Verallgemeinerter Satz von Fubini

Wie wir in Abschnitt 10.5.2 gesehen haben, definiert nicht jede bedingte Wahr-
scheinlichkeit einen Markov-Kern

(z,4) — P(A|X =u2)

Aber in fiir die Statistik wichtigen Fallen kann P(A}X = x) so gewahlt werden
(P(A|X = ) ist ja nur X (P)—fast sicher eindeutig), dass

(z,4) — P(A|X =uz)
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ein Markov-Kern ist.

Im Folgenden ist (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (£21,.4;), (2,.42)
sind zwel Messraume.

Hierbei sei (£21,.41) gleich
(RF, kY | ({1;...;m}, P({L;...;m}))  oder (N, P(N)) (10.16)
Sei auflerdem
Z: Q —

eine A/A; - messbare Zufallsvariable und
X: Q- Qg
eine A/ A3 - messbare Zufallsvariable.

Bemerkung 10.22 Man denke hierbei ruhig an eine Regression, wobei Z die
Zielvariable (Response) und X die erklirende Variable (Kovariable) ist. Be-
dingung (10.16) besagt also nur, dass die Zielvariable (k-dimensionale) relle
Werte

Z =2z e RF

oder diskrete Werte
Z =z € {l;...;m} bzw. N
hat.
Wir interessieren uns dann fir die bedingte Verteilung von Z gegeben X = x:
PZ‘X:z
Definition 10.23 Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (21, A1),
(Q2, A2) zwei Messrdume.

Sei auflerdem

Z: Q —

eine A/ Ay - messbare Zufallsvariable und
X: Q — QQ

eine A/ As - messbare Zufallsvariable.
Die faktorisierte bedingte Verteilung von Z gegeben X ist definiert als

PAX= Ay P(Z7HA)|X =)

Das heifit: PZ1X="(Ay) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von Z~(A1) gegeben
X unter P.
Falls fiir alle x € Qo

Ay — PAX=T(4y)

ein Wahrscheinlichkeitsmap auf (Qq, Ay) ist, so heift PZIX=" regulire faktori-
sierte bedingte Verteilung von Z gegeben X.
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Es gilt

PAX=(A)) = P(Z7HA)| X =2) = Ep[Iz-1(ay)| X = 2]
und daher

/A PZ\X:x(Al) [X(P)] (dx) = P(Z_I(Al) N X_I(Az)) =

- P(ZeAl,XeA2>

Aus den Definitionen folgt sofort:
PZIX=""ist genau dann eine regulire faktorisierte bedingte Vertei-
lung von Z gegeben X, wenn

(z, A1) — PZX=2(44)

ein Markov-Kern ist.

PZIX=2 1555t sich nun wirklich als die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z in-
terpretieren, wenn wir wissen, dass X = x vorliegt.
Der nachfolgende Satz ist der letzte grofle Satz dieses Vorlesungsteils. Er be-

schreibt, dass
PZ | X=z

genau das tut, was wir von einer bedingten Verteilung von Z gegeben X = z
erwarten.
Fiir die Bildverteilung von P unter einer Zufallsvariablen Y schreiben wir im
folgenden auch

PY  statt  Y(P)

Satz 10.24 (Verallgemeinerter Satz von Fubini)
Seien (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (21,.A1), (Q2, A2) zwei Mess-
raume. (1, A1) erfille Bedingung (10.16).
Sei auferdem
Z Q-

eine A/ Ay - messbare Zufallsvariable und
X: Q — Q

eine A/ Ay - messbare Zufallsvariable.

Dann existiert eine requldre faktorisierte bedingte Verteilung von Z gegeben X

pZIX=

Fiir jede A1 ® As - messbare Funktion

¢: 91XQQ—>R
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gilt dann

Ep[¢(Z,X)| X =2] = i Y(z,2) PPX=2(dz)  X(P) — fs.

und daher auch
/ U(z,2) PP (d(z,2)) = / W(z,x) PPA=4(dz) PX (d)
QlXQQ QQ Ql

Bemerkungen zum Beweis:

Der Beweis, dass eine reguldare faktorisierte bedingte Verteilung von Z gegeben
X existiert, bendtigt ein wenig Topologie. (Es wird benutzt, dass (©1,.41) in
jedem der drei zugelassenen Fallen ein sogenannter ,Polnischer Raum“ ist.)

Fiir die Gleichung

Ep[4(Z, X)| X =] = X Y(z,x) PAX=2(dz)  X(P)(dz) — fs.

ist es entscheidend, dass
Ay — PAX=T(4)

tatséchlich ein (Wahrscheinlichkeits—)MafB ist. Sonst wére das Integral bzgl.
PZIX=2 ja auch gar nicht definiert.

Die letzte Aussage folgt dann aus
/ (2, 2) PEX=2 () PX (dz) =
Qo JQ1
= /Q Ep[¢(Z,X)| X = 2] PX(dz) =
= /Ep[¢(Z,X)|X] dP = /1/;(Z,X)dP =
Q Q

_ / (2, ) dPZX)
91 XQQ

Beispiel:

Sei zum Beispiel

(Qla Al) = (R7 %)

und
V(z,x) = z V(z,x) € Q1 x Qo

Dann gilt also

Ep[Z| X =2] = /lePZXx(dz) X(P) — fs.
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10.5.5 Berechnung der bedingten Verteilung

In diesem Abschnitt ist (€2, A, P) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum. (£21,.4;)
und (2,.42) sind zwei weitere Messraume.

Z: Q —
ist eine A/A; - messbare Zufallsvariable und
X: Q — Q

ist eine A/ Az - messbare Zufallsvariable.

Dann ist das BildmaB P%X) von P unter (Z, X ) ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf
(1 x Q2 , A1 ® Ap)

Sei iy ein o-endliches Maf auf (1,41 ) und pg ein o-endliches Maf auf (2, .43),
so dass
PN < @ py

Das heifit also nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz 7.4):
Es existiert eine Dichte

fzx): Q1 xQ — [0;00), (z,2) = fzx)(z)
von P%X) bagl. py @ pg:

dpP\%X) = fizx) d(p1 ® p2)

Aus Abschnitt 10.4 folgt dann unmittelbar
PAX=(A) = [ faxClam()  Vare
1

und daher
PZ‘X:x(d?«’) = fZ|X(Z’37) p(dz)
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