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Institut fiir Statistik

@ Einfiihrung

Beispiel 1: Bundestagswahl 2009

Prognose 18:00 Infratest Dimap (ARD)
[ CDU/CSU [ SPD [ FDP | Linke [ Griine | Sonstige |
P[5 | 225 15 | 125 105 | 6 |

wan 0o [URGSE

for ke Grune
146119

Basis: Nachwahlbefragung 100 000 Wahlberechtigte nach Verlassen der
Wahllokale

Infos unter
http://www.tagesschau.de/wahl/umfragen/infratest102.html
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Einleitung

Deskriptive Statistik (Statistik I):

@ Beschreibung von Daten (Grundgesamtheit oder Stichprobe).
@ Keine Verallgemeinerung von einer Stichprobe auf die zugehérige
Grundgesamtheit angestrebt.

Induktive Statistik (Statistik I1):

@ Induktion: Schluss vom Teil auf das Ganze, von vielen
inzelbeobachtungen auf all ine Gesetze
@ Schluss von einer Stichprobe auf Eigenschaften der
Grundgesamtheit (Inferenz)
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Beispiel 1: Bundestagswahl 2009

@ Grundgesamtheit: Alle Wahler der Bundestagswahl
@ Stichprobe: 100 000 Wahler
@ Gesucht: Information iiber alle Wihler, also die Grundgesamtheit

Stichprobe dient zum Lernen iiber die Grundgesamtheit
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Beispiel 2: Kardiale Notfille

Studie mit M her Klinik in

Prospektive Analyse kardialer Notfille

01.05. - 31.07.2006

Retrospekive Analyse

01.05. - 3.07.2003

01.05. - 3.07.2005

Analyse der Protokolle von 24 Notarztstandorten aus
Miinchen sowie ndherer und weiterer Umgebung

Einschlusskriterien:
ST-Het infart, Nicht-ST-Hel
Herzrythmusstérungen mit

kt/instab.Angina
;gter/lebensbedrohlict

Beispiel 2: Kardiale Notfille

Ziele und Methoden:

@ Beschreibung des Zusammenhangs zwischen emotionalem Stress
und Auftreten von Herzinfarkten

@ Beriicksichtigung von StorgroBen
@ Schluss von Beobachtung auf allgemeines Gesetz

@ Bewertung des Risikos

her
Herzrythmusstérungen mit geringer Symptomatik
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Beispiel 3: Lebenszufriedenheit und Alter

@ Gibt es eine Midlife Crisis?

@ Analysen von Panel-Daten zur subjektiven Lebenszufriedenheit mit

@ semip: rischen Regr

@ In Zusammenarbeit mit Sonja Greven, Andrea Wiencierz, Christoph

Wunder
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Beispiel 3: Lebenszufriedenheit und Alter

Datengrundlage

@ Daten stammen aus den Haushaltsstichproben A (Westdeutsche)

und C (Ostdeutsche) des Sozio-Okonomischen Panels (SOEP)

fiir die ausgewahlten Modellvariablen liegen Beobachtungen aus den
Jahren 1992, 1994 bis 2006 vor

durchschnittliche Anzahl von Beobachtungen pro Person: 7.77

in die Modellberechnungen gingen 102 708 vollstandige
Beobachtungen von 13 224 Individuen ein

@ Anzahl Beobachtungen pro Jahr:
1002 [ 1004 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 |
8145 [ 7720 | 7943 | 7606 | 8052 | 7550 | 7403
2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
7628 [ 7092 | 7068 | 7000 | 6876 | 6543 | 6082
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Beispiel 3: Lebenszufriedenheit und Alter Beispiel 3: Lebenszufriedenheit und Alter

fiir das Reg dell
Variable Coefficient  Standard error
Sex: female 0.074 (0.015)
_— ) ) Disability status: disabled -0.452 (0.014)
Methode: Multiples Lineares Regressionsmodell Nights stayed in hospital 0.012 (0.000)
@ ZielgréBe: Subjektive Lebenszufriedenheit Years of education 0.034 (0.002)
§ . Log of net household income 0.492 (0.010)
@ EinflussgroBen: Alter Gesundheit, Gehalt usw. Log of household size -0.194 (0.012)
@ Hauptfrage: Wie hingen Let iedenheit und Alter German 0.053 (0.020)
Full time employed 0.079 (0.011)
@ Alterseffekt wird nicht parametrisch modelliert Part time employed 0.019 (0.012)
Unemployed -0.597 (0.014)
Single -0.174 (0.017)
Divorced -0.137 (0.018)
Widowed -0.196 (0.023)
West-Germany 0.511 (0.017)

Aus: WUNDER, C.. WIENCIERZ, A., SCHWARZE, J. and KUCHENHOFF, H.(2011). Well-Being over the Life
Span: Semiparametric Evidence from British and German Longitudinal Data. Review of Economics and Statisics.
Accepted for publication
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Beispiel 3: Lebenszufriedenheit und Alter Beispiel 3: Lebenszufriedenheit und Alter
Ergebnis fiir Alterseffekt

geschatzte Funktion Inkl. AR(1) fur “Durchschnittsmensch®

Ziele und Methoden
@ Zusammenhange analysieren
@ Komplexe Einfliisse

@ flexibles Modell

Zufiedenheit

Jate Furidion
bizches Polynom

g
i

Midlife-Crisis nur bei glatter Funktion erkennbar.
Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat
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Beispiel 4: Mineralwasserstudie

Studie in Zusammenarbeit mit Prof. Adam (LMU)
Fragestellung: Schmeckt mit Sauerstoff angereichertes Mineralwasser
besser als gewdhnliches Mineralwasser ?

@ DoppelBlindstudie
@ KontrollGruppe: zweimal das gleiche Wasser ohne O,

@ VerumGruppe: Beim zweiten Mal mit O, angereichertes
Mineralwasser

Placebo: 76% gaben an, dass das zweite Wasser anders schmeckt
Verum : 89 % gaben an, dass das zweite Wasser anders schmeckt
Signifikanter Effekt — Zulassung von

Ergebnis (Clausnitzer et al., 2004): [
2
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Hypothesentests

° Uberprufe aus substanzwissenschaftlicher Theorie abgeleitete
Hypothesen iiber die Grundgesamtheit anhand der Daten.

@ Zum Beispiel: Verdienen Manner wirklich mehr als Frauen?

@ Ist der Unterschied ,,signifikant"?

Statistik 1l SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit 19

Fragestellungen der induktiven Statistik

o Punktschitzung:

@ Zum Beispiel: Wie groB ist der Anteil der schwarz-gelb-Wahler
unter allen Wahlberechtigten?

@ Wie erhdlt man aus der Stichprobe gute Schitzwerte fiir
Charakteristika (,,Parameter”) der Grundgesamtheit?

@ Wann ist ein Schitzverfahren gut/besser als ein anderes?

@ Bereichsschitzung:

o Typischerweise stimmt der Punktschatzer nicht mit dem
wahren Wert iiberein.

o Realistischer: Gib einen Bereich an, , der den wahren Anteil der
schwarz-gelb-Wihler mit hoher Wahrscheinlichkeit enthalt".

o Ungenauere Aussagen, dafiir aber zuverl3ssiger.
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Regressionsmodelle incl. Varianzanalyse

@ Modelle zur Beschreibung des Einflusses von Variablen

@ Zum Beispiel: Wie hingt die Lebenszufriedenheit vom Alter ab ?
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Inferenz Vorgehen

@ Zentrales Problem der induktiven Statistik: Jeder Induktionsschluss
ist potentiell fehlerbehaftet @ Verwende statistische Modelle mit zufélligen Komponenten

@ Beispielsweise ist der wahre Anteil der Wahler einer Partei in der
Grundgesamtheit nicht exakt mithilfe der Stichprobe vorhersagbar.

@ Entscheidende Idee: Kontrolle des Fehlers mit Hilfe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung,

., Gesetze" bzw. Aussagen enthalten stochastischen Aspekt

Kap. 1: Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Stichprobenziehung zufilig Kap. 2: Wie nutzt man Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen fiir die Statistik?
a Verwende Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Induktive Statistik

Quantifizierung/Kontrolle des Fehlers
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L S ‘ srAﬂ!:ﬁB Eg l Wabhrscheinlichkeitsrechnung fiir
= | Sozialwissenschaftler ?
@ Probabilistisches Denken (d.h. das Denken in Wahrscheinlichkeiten)
unerldsslich! Strenge Kausalititen (wenn A dann folgt immer B)
findet man bestenfalls vereinzelt in Naturwissenschaften, in den
o Wahrscheinlichkeitsrechnung Sozialwissenschaften gilt typischerweise nur: wenn A dann folgt eher

Bals C.

@ Wahrscheinlichkeiten und Umgang mit Unsicherheit spielen in der
Gesellschaft eine wichtige Rolle. Bei naiver Herangehensweise (ohne
Wahrscheinlichkeitsrechnung) kann man sich leicht tauschen. Z.B.
bewerten sowohl medizinische Experten als auch Laien Risiken oft
falsch.

@ Stichprobenverfahren und statistische Modelle spielen in den
(empirisch orientierten) Sozialwissenschaften eine zentrale Rolle. Fiir
das Verstindnis sind Grundlagenkenntnisse in
Wahrscheinlichkeitsrechnung zentral
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Formale Beschreibung

Festlegen eines Ergebnisraums (Grundraum, Stichprobenraum) €, der
alle moglichen Ergebnisse w enthilt.
Beispiele:
© Q={1,...,6} beschreibt die maglichen Ergebnisse eines
Wiirfelexperiments
Ein mégliches Ergebnis: w = 4; w = 17 ist kein mogliches Ergebnis
@ Q =Rj{ beschreibt die méglichen Erwerbseinkommen
Ein mégliches Ergebnis: w = 17513€
@ Zichung einer Person: Q = {1,..., N}
Ein mégliches Ergebnis: w = 17

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Zufallsvorgédnge

Ein Zufallsvorgang (Zufallsexpenment) fiihrt zu einem von mehreren, sich
itig ausschli Erget Es ist vor der Durchfiihrung

ungewiss, welches Ergebnis eintreten wird.
Was benétigen wir zur Beschreibung eines Zufallsvorganges?

Zwei wesentliche Aspekte:

a) Welche Ergebnisse eines Zufallsvorgangs sind méglich? (Was kann
alles passieren?)

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten die einzelnen Ergebnisse ein?

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 2

Ereignisse

Ereignisse sind Teilmengen von Q

Beispiele:

1. ,gerade Zahl" = {2,4,6}

2. ,loder2"={1,2}

3., Einkommen zwischen 1000 und 2000 h€" = {w[1000 < w < 2000}
4., Person ist weiblich* = {alle Nummern, die zu Frauen gehéren}

Ereignissen sollen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.
Wir bezeichnen Ereignisse mit A,B,C, ...

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 28



Grundlagen: Mengen und Mengenoperationen Beispiele fiir Mengen

@ Q = {Hérer einer Vorlesung}

© Q={1,2,3,4,5,6} (Menge der Ergebnisse eines Wirfelwurfs).

Definition Die Reihenfolge der Aufzshlung spielt (im Gegensatz zu Tupeln)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem keine Rolle: 123456 135246

Ganzen. Die einzelnen Objekte einer Menge werden Elemente genannt. {1,2,3,4,5,6} = {1,3,5,2,4,6}

Mengen werden iiblicherweise mit GroBbuchstaben bezeichnet, z.B. A, B, L4 gzz(ﬁ-,)z} (Menge der Ergebnisse eines Miinzwurfs, K=Kopf,
C Q =Zahl).

Mengen werden benutzt, um den Ausgang von Zufallsexperimenten zu

beschreiben.

Statistik 11 SoSe 2013

@ Charakterisierung von Mengen mit einer gewissen Eigenschaft:
{1.2,3,....10} = {x|x ist eine natiirliche Zahl < 10}

Die Menge aller x mit der Eigenschaft , x ist eine natiirliche Zahl

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 29 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 30

Beispiele: Standardmengen Grundlegende Begriffe der Mengenlehre

Statistik Il SoSe 2013

lllustration anhand folgender Mengen

Q = {CDU/CSU, SPD, FDP, Griine, Linke, Sonstige}
A = {CDU/CSU, SPD, FDP, Griine}
: Menge der natiirlichen Zahlen, B = {CDU/CSU, SPD, FDP}
: Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0, C {SPD, FDP, Griine}

: Menge der ganzen Zahlen,

: Menge der reellen Zahlen, @ Elementeigenschaft:

x ist Element der Menge A; xeEA
: leere Menge.

x ist nicht Element der Menge A:  x ¢ A
Es gilt SPD € C, aber CDU/CSU ¢ C.
@ Teilmengen: A ist Teilmenge von B, in Zeichen A C B, wenn jedes
Element von A auch in B ist.
BCA
C ist keine Teilmenge von B
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Veranschaulichung von Mengen im Venn-Diagramm  Einfache Eigenschaften von Teilmengen

Q « groBte Menge als Kasten Fiir jede Menge A gilt:

0cA Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge, denn jedes
Element in () ist in A

ACA d.h.,, C " enthilt implizit , =",
deshalb in Literatur manchmal auch C statt C

Im Beispiel:
ACQBCQ CCQ BCACCA
aber beispielsweise: weder B C C noch C C B noch C = B
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Schnittmenge Eigenschaften
Die Schnittmenge A B ist die Menge aller Elemente, die sowohl in A als * Gilt AC B, soist ANB = A.
auch in B enthalten sind: * Fiir jede Menge A gilt: ANA=Aund AN( =0.
M

Zwei Mengen A und B mit AN B = (), d.h. zwei Mengen, die kein

ANB= €Aund x€B
{xlx und x } gemeinsames Element haben, heiBen disjunkt.

*

Die Schnittmenge aus n Mengen Ay, ..., A, enthilt alle Elemente,
die in jeder der Mengen Ay, ..., A, enthalten sind und wird

m bezeichnet mit R
ﬂA; =AINAN...NA,.
Q ANB ) i=1
ini Die Vereini AU B ist die Menge aller

N Elemente, die in A oder B enthalten sind:

AUB = {x|x € A oder x € B}
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Weitere Eigenschaften

=D

* Vorsicht: Das ,oder" ist nicht exklusiv gemeint, also nicht
.entweder oder”, sondern als ,,in A oder in B oder in beiden".

* Die Vereinigungsmenge aus n Mengen Ay, ..., A, enthilt alle
Elemente, die in mindestens einer der Mengen Ay, ..., A, enthalten
sind und wird bezeichnet mit

JAi=AuAU...UA,

i=1

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Differenzmenge
Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente, die in A, aber
nicht in B enthalten sind:

A\ B = {x|x € A aber x ¢ B}
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Ereignisoperationen

AUB: Vereinigung = ,,A oder B"
ANB: Durchschnitt = ,A und B*

AS: Komplement =, Nicht A"
Beispiele:

Q = {123,456}

A = .gerade"

B = ..groB"

AUB = ..gerade oder groB*
ANB = ..gerade und groB"
AC = L ungerade"

B¢ = . Klein"

3 Statistk 1 SoSo 2013 Helmut Kichenhalf (Institut i Statsik, LMU)
Komplementdarmenge
Die Kompl drmenge A beziiglich einer Grund Q ist die Menge
aller Elemente von €, die nicht in A sind:
A={xeQx¢ A} ={x:x ¢ A}
— Q
M /—\
I\U
39 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)



Bemerkung

*

Die Komplementarmenge ist nur unter Bezugnahme auf eine
Grundmenge Q definierbar.

Esgilt A=Q\ A

Es existieren noch weitere Schreibweisen fiir die
Komplementirmenge,

2B. AC, CA.

* , Tertium non datur” (Grundl des Prinzip der M lehre (und_
der Logik): Fiir jedes Element x € Q gilt entweder x € A oder x € A

*

*

Potenzmenge: Die Potenzmenge P(A) ist die Menge aller Teilmengen
von A:
P(A) = {M|M C A}.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Rechenregeln fiir Mengen

@ Kommutativgesetze (Vertauschung):
ANB=BNA AUB=BUA.
@ Assoziativgesetze (Zusammenfassen):

(ANB)NC=AN(BNC).
(AUB)UC=AU(BUC).

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Beispiel

Im Beispiel:
P(B) = {0,{CDU/CSU},{SPD},{FDP},
{CDU/CSU, SPD}.{CDU/CSU FDP},{SPD, FDP}, B}

Michtigkeit: Die Machtigkeit [A| einer Menge A ist die Anzahl der
Elemente von A
Im Beispiel:

Bl =3

Fiir jede Menge B gilt [P(B)| = 2/8]; im Beispiel 23

a Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 2

Rechenregeln fiilr Mengen

@ Distributivgesetze (Ausklammern/Ausmultiplizieren):

(AUB)NC=(ANC)U(BN Q).
(ANB)UC=(AUC)N(BUC).

@ De Morgansche Regeln:

| @l

Q Aus AC B folgt BC A

@ Fir die Differenzmenge gilt A\ B = AN B,

@ Fiir die Potenzmenge gilt [P(A)| = 24
vgl. Bsp: [B| =3 [P(B)|=2*=8
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Das kartesische Produkt Kartesisches Produkt: Beispiel

Das kartesische Produkt zweier Mengen

A={a,a,a3,...,a}
B ={by, by, bs,....bm}
ist die Menge A = {123}
_ P etm B = {1,2,3,4}
AxB={(anh) =1, k=1, ...m} AXB = {(L1).(1L2).(13.21),...}

Sie besteht also aus allen méglichen Kombinationen, so dass
Achtung: Bei den Elementen von A x B handelt es sich um Tupel, das

AxB = {(a,b) (a1, b2), (a1, b3).... (a1, bm), heiBt die Reihenfolge ist wichtig! (z.B. (1,2) ist etwas anderes als (2,1),
(32, bu), (2. b2). (2, Ba). . . (32, bm). vgl. Statistik | Kapitel 5)

(ak, b), (ak, b2), (ak, b3), - (ak, bm) }
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Verallgemeinerungen: Wahrscheinlichkeit (formale Definition)

@ Das kartesische Produkt der Mengen Q1,Qs, ..., Q, wird mit Definition
Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ordnet jedem Ereignis seine

X Q= xLx...xQ, 7 inlichkeit zu. Eine Wah hkeit ist also eine Abbild
von Ereigni: (El der P von Q) auf reelle Zahlen:
bezeichnet und besteht aus allen méglichen n-Tupeln, die sich
(unter Beachtung der Reihenfolge) aus Elementen aus P:P(Q) — R
Q,Q,..., Q, bilden lassen. A 5 P(A)
@ Die Mengen Q1,Q,, ..., Q,, miissen nicht endlich sein; fiir endliche
Mengen gilt Dabei sollen gewisse fundamentale Rechenregeln gelten, z.B.
[ = [l (9] 16| o 108 kann keine Wahrscheinlichkeit sein, nur Zahlen zwischen 0 und
o Kartesische Produkte werden verwendet, um Ergebnisse kompl !
Experimente aus Einzel imenten en @ P({2,3}) muss mindestens so groB sein wie P({3}).
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Elementarereignisse

Die einelementigen Teilmengen (also die Ereignisse, die ein Ergebnis in w
enthalten) werden als Elementarereignisse bezeichnet.
Beispiel: Bei einem fairen Wiirfel gilt fiir die Elementarereignisse

P(,Augenzahl 1) = P({1}) =%
P(,Augenzahl 2*) = P({2}) = %
P(,Augenzahl 6") = P({6}) =1}
Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) .

Beispiel: Dreimaliger Miinzwurf

Wir werfen dreimal unabhangig voneinander eine faire Miinze und
notieren jeweils, ob die Miinze Wappen oder Zahl anzeigt. Man beschreibt
den Ergebnisraum und berechne die Wahrscheinlichkeit, mindestens
einmal Wappen zu erhalten und genau zweimal Wappen zu erhalten.

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 51

Laplace-Wahrscheinlichkeiten

Laplace-Wahrscheinlichkeiten oder kombinatorische Wahrscheinlichkeiten

Haufig: Alle moglichen Elementarereignisse sind gleich wahrscheinlich,
d.h. P({w;}) = . In diesem Fall sprechen wir von einem
Laplace-Experiment.

Abzihlregel:

Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse

P(A) =
) Anzahl aller moglichen Ergebnisse

Laplace-Wahrscheinlichkeit: In einem Laplace-Experiment gilt fiir P(A)
mit [A| = M und [Q| = N:

A M
PA) =2 =2
(A) TR
Staist I SoSe 2013 Helmut Kicheahalt (institu (i Statisi, LMU) 5

Beispiel: Dreimaliger Miinzwurf

Der zugehérige Ergebnisraum lautet:

Q= {(W, W, W),(W,W,2),(W,Z,W),(Z, W, W),
(W,2,2).(Z,W,2),(Z.2,W),(Z,2,2)}
Q enthlt die acht Ergebnisse dieses Zufall iments, d.h. Q] = 8. Da

wir vorausgesetzt haben, dass die Miinze fair ist, kann dieser
Zufallsvorgang als Laplace-Experiment angesehen werden, und es gilt:

1 1
pleh) =g =5 wEQ
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Beispiel: Dreimaliger Miinzwurf

der
Damit besitzt jedes mégliche Ergebnis die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/8,
d.h. dreimal hintereinander Wappen zu erhalten, ist genauso
wahrscheinlich wie etwa die Kombination (W, Z, W).

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A =, mindestens einmal
Wappen" berechnet sich nun direkt als Quotient der Anzahl der fiir A
giinstigen Ergebnisse und der Anzahl aller méglichen Ergebnisse. Da bei
sieben Element: igni von Q mind; einmal Wappen auftritt,
ist [A| =7 und somit

Fiir das Ereignis B = {genau zweimal Wappen} gilt:
B={(W,W,2),(W,Z,W),(Z,W, W)}

also |B| = 3 und damit P(B) = %.
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Poker: Texas Holdem

PolerTips org - Poker Regel - Teas Holdem Regeln leiD:\oraeqeITDOT_2008fexas prp i

>

Deine Fan Board

man ein Flush, denn man den
zwei Kreuzkarten auf der Hand verwenden.

Tovl s aal
¥ L & & *

Ml e [es |

ool o | 4%
5 5 &% v f el o

Deine Han Boarg

Beispiel 2

ein Paar Konige it einer Dame als Kick
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In die
Statistik Il SoSe 2013

Beispiel: Poker

Statistik Il SoSe 2013

Beispiel: Poker

Meine Hand: 2 Asse

Ein Gegner: Alle Méglichkeiten fiir 2 Karten des Gegners:
Alle Méglichkeiten fiir die 5 gemeinsmen Karten.
Berechnung mit PokerStove (frei im Internet)
2,097,572,400 Méglichkeiten

Giinstige Falle 1781508418

P(Gewinn) = JI81508 — 85.204%
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Ziehen aus einer Grundgesamtheit

Beispiel: Es wird ein Studierender der Vorlesung gezogen und nach seiner
Wahlabsicht gefragt.

Dazu nehmen wir an, dass es N Studierende in der Vorlesung gibt und
dass sie durchnummeriert sind n=1,..., N
P(Student Nr n wird gezogen) = 1/N
Alle haben die gleiche Ziehungswahrscheinlichkeit.
@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass er/sie ein SPD Wiahler ist?

@ Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau gezogen wird?
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Relative Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten

Die Argumentation des Beispiels gilt ganz allgemein.

P(Eine Person mit der Eigenschaft E wird gezogen ) = f¢

o Die relativen Hzufigkeiten/Anteile aus der Grundgesamtheit
pflanzen sich also in der entsprechenden
Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Stichprobe fort.

@ Dies ist ganz entscheidend, denn dadurch kann man also durch eine
Stichprobe etwas iiber die Haufigkeitsverhaltnisse in der
Grundgesamtheit lernen.

@ Wichtig ist dabei, dass die Stichprobe zufillig gezogen wird!
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Lésung nach Laplace

@ Wahrscheinlichkeit fiir , SPD-Wahler"

Anzahl der fiir SPD giinstigen Ergebnisse
Anzahl aller méglichen Ergebnisse
Anzahl der SPD Wiahler
Anzahl aller Studierenden der Vorlesung

P(SPD)

Die Wahrscheinlichkeit ist also die relative Haufigkeit fspp der SPD
Wahler in der Grundgesamtheit.

@ Wahrscheinlichkeit fiir , Frau“?
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Urnenmodelle

Es hat sich eingebiirgert, gewisse Grundsituationen, die in der praktischen
Stichprobenziehung immer wieder vorkommen, als ,,Urnenmodelle” zu
beschreiben. Man stellt sich eine Urne mit Kugeln vor und zieht daraus
dann in einer bestimmten Art und Weise eine bestimmte Anzahl von
Kugeln (Stichprobe). In der Sozialwissenschaft entspricht jede , Kugel
einer interessierenden Einheit (Person, Haushalt) und die , Urne" einer
gedachten Gesamtliste dieser Einhei Eine typische U heid der
verschiedenen Ziehungsvorginge besteht darin, ob eine Einheit mehrfach
in eine Stichprobe gelangen kann (, Ziehen mit Zuriicklegen”, die
gezogene Kugel wird also wieder in die Urne zuriickgelegt) oder ,Ziehen
ohne Zuriicklegen” (die gezogenen Kugeln bleiben also auBerhalb der
Urne).
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Praktische Aspekte

@ das Ziehen von n Kugeln ohne Zuriicklegen entspricht einem
n-fachen einmaligen Zug aus der Urne

@ Typischerweise sind Stichproben ohne Zuriicklegen praktisch
einfacher zu realisieren und zu rechtfertigen.

© Fiir sehr groBe Gr
mit und ohne Zuriicklegen verschwindend gering.

heiten sind die U iede zwischen

Die praktische Umsetzung erfolgt mit Hilfe von Computerprogrammen
(Pseudozufallszahlen)
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Ziehen ohne Zuriicklegen

© Grundgesamtheit mit N Einheiten(mit Nummern identifiziert)
G={1,...,N}.

o Ziehe Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen

@ Q= {(w, . wn) W € {L,..., N}, wj #w fiir i # j}, jedes
Element kann nur einmal vorkommen

@ Anzahl méglicher Stichproben
Q=N-(N-1)-...-N—n+1=

T T T
1. Ziehung 2. Ziehung  n-te Ziehung
N-(N=1)-...-(N=n+1)(N=n)-...-2-1
(N=n)(N—-n-1)-...-2-1

N! R
(N—=n)!
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Ziehen mit Zuriicklegen

Grundgesamtheit mit N Zahlen G = {1,..., N}
Ziehe Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen.

Zur Beschreibung des Zufallsvorgangs miissen wir die Anzahl der
potentiell méglichen Stichprobenergebnisse bestimmen (jede
Stichprobe ist gleichwahrscheinlich).
@ Q= {(wy,....wn)|wj € {1,..., N}}, das selbe Element kann
mehrfach vorkommen
[Q=N-N-...-N=N" dh. N" potentiell mdgliche Stichproben
— 2

n-mal

vom Umfang n.
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Einfache Zufalsstichprobe

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

@ Ziehe n Kugeln aus einer Urne mit N nummerierten Kugeln. Die
Reihenfolge der Ziehungen spielt keine Rolle, d.h. die Stichprobe
,»4,1,7" wird nicht unterschieden von ,,7,1,4".

0 Q= {{w,...,wa} rwje{l,..., N}, wj # w; fiir j # i}
@ Anzahl der Stichproben:

9= i = ()
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Herleitung

Man beriicksichtigt zunichst die Reihenfolge. Dann gibt es N!
Méglichkeiten, die Kugeln anzuordnen. Da nur die ersten n Kugeln
zahlen, sind jeweils (N — n)! Anordnungen, die sich nur ab der
(n 4 1)-ten Kugel unterscheiden, &quivalent, also hat man
N!

(N = n)!
Méglichkeiten, geordnete Stichproben zu erzeugen.
Da die Reihenfolge unter den ersten n Kugeln aber keine Rolle spielen
soll, sind jeweils n! geordnete Stichproben wiederum dquivalent, es gibt

also insgesamt
N

(N=n)in!

verschiedene Stichproben
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Beispiel: Lottozahlen

@ Frage: Wie viele verschiedene magliche Ziehungen gibt es?

@ Antwort: Entspricht der Ziehung ohne Zuriicklegen von 6 Zahlen

aus 49, d.h.
49 49!
Il = (6) 43161

= 13983816.

Dann gilt

P(,6 Richtige") = 0.000000072

1
~ 13983816
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Binomialkoeffizient

Der Binomialkoeffizient (':) ist definiert als

NI

()=

Es gilt:

()40 ()

Statistik Il SoSe 2013

(N) =0, falls N < n.
n
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Beispiel: Lottozahlen, 5 richtige

@ Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, 5 Richtige zu

bekommen?

© Anzahl der giinstigen Flle:

©

]

t *
Anzahl der Anzahl der
Moglichkeiten: Moglichkeiten:
5 Richtige 1 Falsche
aus 6 Zahlen aus 43 Zahlen

DY) _ 643
P(,5 Richtige") = Q) o4 0.0000184.
(+5 Richtige") = Za)" = T30g3816
Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 8



Axiomensystem von Kolmogoroff (1933)

Warum reichen Laplace-Wahrscheinlichkeiten nicht?

Essentielle Voraussetzung: alle Fille miissen , gleich méglich"(also
gleich wahrscheinlich) sein

Beispiel: Wie wird das Wetter morgen? 3 Moglichkeiten:

{Sonne,Regen,Gemischt} = P(,Sonne") = %
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Axiome von Kolmogorov (1933)

@ Die Axiome von Kolmogorov stellen zunichst eine reine Definition
dar, die festlegt, was eine Wahrscheinlichkeit sein soll.

@ Es gibt verschiedene Versuche Wahrscheinlichkeiten operational zu
definieren (also durch eine Messvorschrift) und verschiedene
Interpretationen, die die Axiomatik mit Leben fiillen sollen.

@ Aus hier nicht zu erérternden mathematischen Griinden

* darf man bei iiberabzihlbar unendlichen Ergebnisriumen, z.B.
also im Fall Q = R, nicht alle Teilmengen von Q als Ereignisse
zulassen. Alle Mengen, ,,an die man normalerweise denkt" sind
aber zugelassen.

* muss man bei unendlichen Ergebnisraumen in (K3) eigentlich
unendliche Summen zulassen.

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 7
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Axiome von Kolmogorov

Eine Funktion P (P steht fiir Probability), die Ereignissen aus Q reelle
Zahlen zuordnet, heiBt Wahrscheinlichkeit, wenn gilt

(K1) P(A) >0 fiir alle Ereignisse A C Q.
(K2) P(Q) =1
(K3) Falls AN B =0, dann gilt P(AU B) = P(A) + P(B)
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Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

o P(A)=1- P(A)
o Fiir nicht notwendigerweise disjunkte Mengen A, B gilt
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

@ Falls Ay, Ay, ..., A, paarweise disjunkt sind, also A; N A; = ) fiir
i #j, dann gilt:

P (U A,) = P(ALUAU...UA,) = P(A1)+P(A2) +...+ P(A,)
i=1

Es folgt, dass, sofern Q endlich ist, die Wahrscheinlichkeit durch die

Wabhrscheinli it der Element ignisse vollstiandig bestimmt ist:
P(A) = > P({w})
weA
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Wiirfelwurf mit fairem Wiirfel Gefalschter Wiirfel

Ergebnisraum: Q = {1,2,3,4,5,6} Die Axiomatik ist insbesondere nétig, um mit Situationen mit nicht gleich
hrscheinlichen Element: igni: rechnen zu konnen.
Betrachtet werde ein verfalschter Wiirfel mit

Alle Elementarereignisse sind gleich wahrscheinlich, d.h.

p({1}) = p({2}) = ... p({6}) = & PUIY = PU3)) = PUSH = 1
wegen p({1}) +p({2}) + ...+ p({6}) = 1 - - T
L2 = 1
e6a =1 P((2}) = P4} = P(EY) = 3
“a = 5
Ubung:
Sei A = {gerade Augenzahl} = {2.4,6}: Gegeben seien ferner die Ereignisse
A die Person wahlt Partei 1 oder 3
P(A) = P({2,4,6}) = P({2} U {4} U{6}) B " 4 oder 6
1 1 3 1 C " 3 oder 4
= PEh+PU+PUN =g +5+5=5=3 und berechnen Sie P(A), P(B), P(B 1 C) und P(AU C) mit Hilfe der
Axiome.
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Grundlegendes zum Begriff ,,Wahrscheinlichkeit* Literatur zum Begriff ,, Wahrscheinlichkeit*

© Was ist eigentlich Wahrscheinlichkeit? Ausfiihrlichere und weiterfiihrende Literatur:

@ Was bedeutet: ,, Mit Wahrscheinlichkeit % wird es morgen regnen?"

@ Stark gebriuchlich in der Umgangssprache als graduelle © Rohwer, G., Pétter, U. (2002): Wahrscheinlichkeit, Begriff und
Abschwachung von Sicherheit (,wahrscheinlich kommt Max"). Weg Rhetorik in der Sozi hung. Juventa, Weinhein und Miinchen.
vom simplen Ja/Nein. o Schneider, I. (Hg.) (1988): Die Entwi der Wahrschei

@ Teilweise sogar quantifiziert: von den Anfingen bis 1933. Einfiihrungen und Texte.

. Die Niederschlagswahrscheinlichkeit fiir morgen betragt 30%" Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt.

@ Medizinische Beipackzettel: ,seltene Nebenwirkungen™
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Klassische Aspekte und Meilensteine

@ Wahrscheinlichkeit im Gliicksspiel, v.a. Wiirfelspiel: Profanisierung
erst im Mittelalter, dort erst als Zufall gedeutet, vorher oft als

Gottesurteil etc.

Cardano (1501-1576)

Gallilei (1546-1642)

Briefwechsel zwischen Pascal (1623-1662) und Fermat

* % %

(1601-1665), erste systematische Wahrscheinlichkeitsrechnung:
Lsung fiir Frage, wie Einsitze gerecht aufzuteilen sind, wenn

Spiel unterbrochen wurde
Huygens (1629-1695)

*

@ Wahr-schein-lichkeit (Prove-ability — probability)

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Wabhrscheinlichkeitsbegriffe

Objektivistisch // frequentistische Richtungen // aleatorische
Wahrscheinlichkeiten

@ Anschluss an die géttliche Ordnung

GesetzmaBigkeiten

Objektbezogen: Wahrscheinlichkeit ist eine Eigenschaft des

untersuchten Objekts (z.B. Wiirfel), objektiv +— objektbezogen

(wie z.B. spezifisches Gewicht, Linge)

Experimenten

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Wahrscheinlichkeiten beschreiben tatsichlich vorhandene, zufllige

Hiufigkeitsinterpretation bzw. sogar -Definition Wahrscheinlichkeit
als relative Haufigkeiten in ,unendlich langen” reproduzierbaren

Historische Wurzeln

Mathematisierung von Gliicksspiel

als philosophischer,/theologischer Begriff

der Philosophie des Unsicheren und

der Mathematik der Gliicksspiele
Jacob Bernoulli (1654 - 1705)
Binomialverteilung.

Theorem von Bernoulli: durch geniigend groBe Versuchsreihen kann
der Unterschied zwischen der relativen Haufigkeit eines Ereignisses
und seiner Wahrscheinlichkeit beliebig gering gemacht werden.

7 Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 8

Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff |

R. von Mises (1883 - 1953):

,Die Wahrscheinli it eines Ereigni ist die langfristige relative
Haufigkeit seines Auftretens"

Fiir ein Ereignis A:

na
P(A) = lim —=
n—oc N
na : Anzahl der Erfolge
n  : Anzahl der Versuche
79 Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 80



Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff 11

Probleme bei der Definition:
@ Einmalige Ereignisse
@ Grenzwertdefinition

@ Experimentdurchfihrung
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Subjektiver Wahrscheinlichkeitsbegriff |

Laplace, Ramsey, de Finetti:

,,Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist der Grad der Uberzeugung,
mit der ein Beobachter aufgrund eines bestimmten Informationsstandes
an das Eintreten eines Ereignisses glaubt”

P(A) ist der Wetteinsatz in Euro, den eine Person héchstens einzugehen
bereit ist, falls diese bei Eintreten von A einen Euro gewinnt.
Beispiele:

Miinzwurf:
Wiirfel:

Einsatz auf ,Zahl" bis zu 0.5 € sinnvoll
Einsatz auf ,5 oder 6" bis zu 1/3 € sinnvoll
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Subjektivistische Richtungen

@ Wahrscheinlichkeit hat ausschlieBlich mit Unsicherheit, nicht mit
Zuflligkeit zu tun (Man kann auch iiber véllig deterministische
Aspekte unsicher sein!)

@ Wahrscheinlichkeit ist Eigenschaft des untersuchenden Subjekts
= verschiedene Subjekte kénnen durchaus zu unterschiedlichen
Bewertungen kommen

o A i

auch auf A . Bsp: Die Wahrscheinlichkeit, dass
die Regierungskoalition die gesamte Legislaturperiode hilt, ist. ..

@ behaviouristischer Standpunkt: Wahrscheinlichkeiten duBern sich im
Verhalten und kénnen so gemessen werden
z.B. bei Wetten

o Wichtig: subjektiv sind die Wahrscheinlichkeiten aber nicht die
Rechenregeln.
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Subjektiver Wahrscheinlichkeitsbegriff 11

Probleme:
© subjektiv = unwissenschaftlich ?
@ Wettdefinition

@ Informationsstand
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Mathematisch-formaler Wahrscheinlichkeitsbegriff Die axiomatische Methode

@ Axiomatik nach Kolmogoroff Erfahrungswelt Mathematik
@ typische Anwendung der axiomatischen Methode: Modellierung
Axiom: Nicht bezweifelte Grundannahme fiir Kalkiil Erfahrungen
@ Die Kolmogorffsche Axiomatik ist eine reine Definition, die sich
zunichst im ,, luftleeren" Raum bewegt. Es wird rein formal e o
festgelegt, was eine Wahrscheinlichkeit sein soll.
@ Die Axiomatik ist vertraglich sowohl mit der Haufigkeits- als auch Anwendung f { Analyse
mit der Wettinterpretation.
@ Die Axiome von Kolmogoroff geben an, wie man mit
Wahrscheinlichkeiten rechnet
@ Welche Phianomene man durch Wahrscheinlichkeiten beschreiben . . "
- . . . . N © interpretierte Riickinterpretation Theoreme
darf und wie die Ergebnisse zu interpretieren sind, ist aber damit — . .
N M Theoreme (logisch ableiten)
nicht geklart.
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Ausblick Zur Kommunikation von Wahrscheinlichkeiten
i » X . ) Darstellung durch natiirliche Haufigkeiten (nach Gigerenzer)
@ In der Tat gibt es auch Kritik an dieser Axiomatik: ,zu streng und . . . . .
uberprazlse s aktueller Forschungsgegenstand (Imprecise * ,Superreprasentative Stichprobe vorstellen®, in der sich genau die
Pr ilities, Intervall heinlichkeit); hier nicht nzher Haufigkeitsverhaltnisse in der Grundgesamtheit wiederfinden, z.B.
thematisiert: Kolmogoroff als absolute ,, Wahrheit*. Kritik: 10 000 Personen

* Modellierung unsicheren (partiell widerspriichlichen, * Dann P(A) = 0.1756 vorstellen als: 1756 Personen haben die
unvoHstandlgen) Expertenwissens Eigenschaft A.

* Ok : Entscheid unter komplexer Unsicherheit + einfachere Kommunikation von Wahrscheinlichkeiten und Risiken,
widersprechen Prognosen aus der iiblichen reduziert Fehler beim Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
Wahrscheinlichkeitsrechnung Experimente mit Arzten zeigen, dass dle Darstellungsform

@ logischer Wahrscheinlichkeitsbegriff Wahrscheinlichkeiten vs. natilrliche Haufigkei ) einen starken
Wiahrscheinlichkeit kommt Schiiissen zu: Wahrscheinlichkeit als Einfluss auf die Korrektheit von Berechnungen hat.
logischer Grad mit dem aus einer Prémisse auf die Konklusion — Gefahr der Verschleierung von Unsicherheit: die ,natiirlichen
geschlossen werc!en darf (fruherg Formahslerungsver‘suche gelten Haufigkeiten” sind zu erwartende Durchschnittswerte, wenn man
heute als gescheitert; aber Renaissance der Thematik) sehr viele Stichproben hitte
87 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stal 88
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Beispiel: Beipackzettel

Angabe des Risikos von Nebenwirkungen auf Beipackzetteln:

sehr hdufig:  mehr als 1 von 10 Behandelten

haufig: weniger als 1 von 10, aber mehr als 1 von 100 Behan-
delten

gelegentlich:  weniger als 1 von 100, aber mehr als 1 von 1000 Behan-
delten

selten weniger als 1 von 1000, aber mehr als 1 von 10000 Be-
handelten

sehr selten 1 Fall oder weniger von 10000 Behandelten, einschlieB-

lich Einzelfalle
Welche Nebenwirkungen kénnen bei der Anwendung von ***

Auftreten?

Gelegentlich wurde iiber das Auftreten von

M i tindi Kopfsct Ohrengerduschen
berichtet.

Selten kénnen auftreten: Beschwerden im Magen-Darm-Bereich (z.B.
Sodbrennen, Ubelkeit, Erbrechen oder Durchfall).

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 8

Risikodarstellung

Es gibt drei Arten der Beschreibung von Risiken fiir die menschliche
Gesundheit:

@ Absolutes Risiko:
Angabe von Krankheitswahrscheinlichkeiten, jeweils getrennt fiir die
Gruppe mit und ohne Risikofaktor

@ Relatives Risiko:
Verhiltnis der Krankheitswahrscheinlichkeiten mit und ohne
Risikofaktor

@ Anzahl der zusitzlich geschédigten Personen
(erwarteter Effekt)
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Beispiel: Lotto

@ Beim Lotto ist die Wahrscheinlichkeit bei einem Spiel einen 6er zu

bekommen:
1 1
729\ ~ 13983816 0.000000072
6
@ ,Einmal in 14 Millionen Spielen"
o , Einmal in 20.000 Jahren bei wéchentlichem Spielen*
@, Es ist wahrscheinlicher, den Tag der Ziehung nicht mehr zu

erleben, als zu gewinnen"

Simulationsexperiment

Statistik I SoSe 2013

Beispiel: WM Studie

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) %

@ Absolutes Risiko:
Ohne WM-Spiel: 14.6/1.34 Millionen = 1.09:100.000
Mit WM-Spiel: 2.9:100000
(Zum Vergleich: Tagliches Sterberisiko laut Sterbetafel fiir M, 50:
0.00460442/365 = 1.26/100.000)

Relatives Risiko:

Bei Spielen der deutschen Mannschaft um den Faktor 2.9/1.09 =
2.66 erhoht

Konfidenzintervall (2.33 - 3.04)

Anzahl der zusitzlichen Fille:

Gesamtfalle im Studiengebiet bei D-Spielen: 302
Zu erwartende Fille: 302/2.66 = 114
Zusitzliche Fille: 302 - 114 = 188
Konfidenzintervall (172 - 203)

Hochrechnung auf Deutschland: 8000 - 11000
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Beispiel: Wirkung von Pravastatin

mit hohem Cholesterinspiegel kénnen das Risiko eines
erstmallgen Herzinfarkts sehr schnell um 22 Prozent vermindern, wenn sie
einen haufig angewandten Wirkstoff namens Pravastatin einnehmen"”

@ Reduktion der Todesfille von 41 auf 32 pro 1000 Patienten mit
hohem Chorlesterin (32 = 41-(1-0.22)=41-0.78)
Wahrscheinlichkeit fiir Todesfall: Reduktion von 4.1% auf 3.2%
Absolute Risikodifferenz: 0.9%

@ Reduktion um 22% (relatives Risiko 0.78) ,22% werden gerettet”

@ Es miissen 111 Patienten behandelt werden, um ein Menschenleben
zu retten.

Number needed to treat = 1/Absolute Risikodifferenz = 1/0.009 =
111.11

Statistik 11 SoSe 2013 itut fir Statistik, LMU)

Bedingte Wahrscheinlichkeit 11

Helmut Kiichenhoft (In

Schwere der behandelten Falle

schwere leichte

Fille Fille

Krankenhaus U 900 100
Krankenhaus K 100 900

Frage: , Bleiben Sie bei Ihrer Entscheidung?”

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit

Bedingte Wahrscheinlichkeit |

.Herzoperation in Krankenhaus"

Uberleben der Operation

Alle Fille | Operation ~ Operation  P(nicht ii)
iiberlebt _nicht iiberlebt __,Risiko"
Krankenhaus U 500 500 05
Krankenhaus K ‘ 900 100 0.1

Frage: , In welchem Krankenhaus wiirden Sie sich behandeln lassen?"

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) %

Bedingte Wahrscheinlichkeit 111

Uberleben der Operation aufgeteilt nach der Schwere
der behandelten Fille

Schwere Fille | Operation ~ Operation  P(nicht ii)
iiberlebt  nicht iiberlebt ,Risiko"
Krankenhaus U 400 500 0.56
Krankenhaus K 30 70 0.7
Leichte Falle | Operation Operation P(nicht ii)
iiberlebt  nicht iiberlebt . Risiko"
Krankenhaus U 100 0
Krankenhaus K 870 30 0.033

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat

Statistik Il SoSe 2013



Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit Bedingte Wahrscheinlichkeit: Beispiel

In dem ‘Beisp‘iel betrachten wir das Risiko gegeben , schwerer Fall". B: Nicht iiberleben
Das Risiko wird berechnet durch
A: Schwerer Fall
Anzahl (schwere Fille und nicht iiberlebt)
Anzahi(schwere Falle) Krankenhaus U Krankenhaus K
P(B) 500/1000 = 0.5 P(B) 100/1000 = 0.1
900,/1000 =

Py
=
[T

9 P(A) = 100/1000 = 0.1

P(AN B) 500/1000 = 0.5 P(ANB) 70/1000 = 0.07
ligemein defi wir die Wahrscheinli von P(B|A) 0.5/0.9 = 0.56 P(B|A) 0.07/0.1 = 0.7 = 70%
, Ereignis B gegeben A"
Schwere P op P(richt a) Leichte | OP 0P P(nicht )
~ P(ANB) _File | sbeler e, fise” _Fale | oot ien et
P(BIA) = =5y Kok | % % 57 Keankenn K | 370 B 00
Statistk IISoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut far Statistik, LMU) o7 Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Insttut far Statistik, LMU) %
Einschrankung des Ergebnisraumes und P .
" R Beispiel: Wiirfeln
bedingte Wahrscheinlichkeit eispie urte
Q ={1,23456}
A = {246} ,gerade"
B = {456} ,groB"
ANB ANB = {4,6}
P(A) =3/6
b N P(ANB) =2/6
P(B|A) = P(ANB)/P(A) = (2/6)/(3/6) = 2/3
Q
Interpretation:
Wenn bekannt ist, dass die gewiirfelte Zahl gerade ist, steigt die
Wabhrscheinlichkeit fiir ,,groB" auf 2/3.
Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) % Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 100



Medizinische Tests

1000 Personen

10 erkrankt 990 gesund

9 Test positiv 1 Test negativ 10 Test positiv. 980 Test negativ

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Beispiel: Wahlverhalten und Schicht

B: zufillig gezogene Person wahlt Partei X

A zufillig gezogene Person gehért der Oberschicht an

P(B): W'keit, dass zufillig gezogene Person Partei X wihlt

P(BNA): W'keit, dass zufillig gewahlte Person Partei X wahlt
und der Oberschicht angehért

P(B|A):  W'keit, dass zufillig gewshlte Person Partei X wihlt,

wenn sie der Oberschicht angehért

Unterschied:

P(B|A): Man betrachtet nur Angehérige der Oberschicht (A ist sicher
eingetreten)

Interpretation analog zu bedingten Haufigkeiten in Statistik |: P(B|A) ist
die Wahrscheinlichkeit von B wenn man bereits weiB, dass A gilt.

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beachte: Die Bedingung entspricht der Bezugspopulation:

@ 9 von 10 Kranken werden als solche erkannt:
P(Test OK (positiv) | Patient krank) = 9/10

© 980 von 990 Gesunden werden als solche erkannt:
P(Test OK (negativ) | Patient gesund) = 98/99

@ 9 von 19 Patienten mit positivem Test sind tatsachlich krank:
P(Diagnose OK (richtig) | Test positiv) = 9/19

Ohne Test: P(Patient krank) = 1/100

Bezugspopulation von zentraler Bedeutung

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 102

Bezug zu Statistik |

@ Die Beziehung zu Statistik | und den bedingten relativen
Hiufigkeiten ergibt sich, wenn man wieder die durch A und B
erzeugte (2 x 2)—Tafel betrachtet.

@ An Stichprobenmodell denken: Grundgesamtheit
P(B)=fu, P(ANB)=f
=, entspricht”
1 2
1) A1 | fio|fie
2 || f | Foo | ou
fa | fo

103 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 108



Beispiel: Horerbefragung

@ 1000 Harerlnnen
@ 600 mannlich (M), davon 450 positiv (Pos)
@ 400 weiblich (W), davon 300 positiv (Pos)

Wir ziehen zufillig 1 Horer.

P(M) =06
P(W) =04
P(Pos) 0.75
P(MnN Pos) =0.45
P(Pos|M) = P(MnN Pos)/P(M) = 0.45/0.6 = 0.75 = P(Pos)
P(M|Pos) = P(Mn Pos)/P(Pos) = 0.45/0.75 = 0.6 = P(M)

Interpretation: Die Ereignisse ,Mannlich" und , Positiv" sind
unabhingig.
Statstk 1 SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 105

Koppelung von unabhidngigen Experimenten

Mit dem Begriff der Unabhangigkeit (und bedingten
h iten) kann man k e Situationen aus

Bisher: Unabhingigkeit als zu iiberpriifende Eigenschaft
P(A1NA;) = P(A1) - P(A;) = unabhingig.

Jetzt: Unabhingigkeit inhaltlich postulieren. Gegeben P(A;), P(A;) und
Ay und A, unabhingig. Dann gilt:

P(ALNAz) = P(Ar) - P(Ay).

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 107

Definition stochastische Unabhingigkeit

Aquivalent sind unter P(A) > 0 und P(B) > 0

1. P(BIA) = P(B)
2. P(AB) = P(A)
3. P(ANB) = P(A)-P(B)

Definition

Zwei Ereignisse A und B heiBen stochastisch unabhéngig wenn gilt:
P(A)- P(B)

Diese Definition der Unabhingigkeit besitzt den Vorteil, dass man nicht

P(A) =0, P(B) = 0 ausschlieBen muss; fiir die Interpretation ist aber die
Bezugnahme auf bedingte Wahrscheinlichkeiten viel anschaulicher.

P(ANB) =

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 106

Formale Darstellung

Experiment |

Experiment 11
1. Py (22, P2)

Unabhiangigkeit
13

Gesamtexperiment (£ x €, P) mit

P(A1 N Ay) [= P(A1 x Ap)] := Pi(Ar) - P1(A2)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 108



Statistik 11 SoSe 2013

Statistik Il SoSe 2013

Beispiel

Werfen eines Wiirfels (21 = {1...., 6}) und eines Oktaeders
(2=11,..., 8}) unabhingig voneinander.

A CQ: A =156}, A CQ: Ay ={7,8}
AlNA: .5 oder 6 mit Wiirfel und 7 oder 8 mit Oktaeder"

Dann definiert man
P(ALN A) [:= P(AL x Ay) =] = Pi(Ar) - Pa(A2);

also erhdlt man bei einem fairem Wiirfel und einem fairem Oktaeder mit

PN = 5. wd P ==L &,
paray = 111

Diese Konstruktion fiihrt man fiir alle méglichen A; C Qy, A, C Q2
durch.

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Koppelung abhdngiger Experimente

Als nichster Schritt werden komplexere Experimente aus viel einfacheren,

i der abhangij Einzel imenten gebaut. Gerade bei
komplexeren Anwendungen ist es meist bedeutend einfacher, (und auch
sicherer, da sich die Chance erhoht, korrektes Expertenwissen zu
erhalten) bedingte statt unbedingte Wahrscheinlichkeiten anzugeben.
Beispielsweise kann man versuchen, die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses dadurch zu bestimmen, dass man als Zwischenschritt ,,auf alle
Eventualititen bedingt" und zunichst die entsprechenden bedingten
Wahrscheinlichkeiten bestimmt. (— Baumstruktur)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Statistik Il SoSe 2013

FuBball Beispiel

Statistik Il SoSe 2013

Wiederholungen eines Experiments

Von besonderer Bedeutung ist der Fall unabhéngiger und identischer
Wiederholungen, bei dem dasselbe Experiment wiederholt durchgefiihrt
wird.

Zufallsstichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen

Das Experiment ,, Ziehen einer Person und Ermittlung ihrer
Parteipra “ wird n-mal bha (Befragte diirfen sich nicht
gegenseitig beeinflussen!) durchgefiihrt.

Berechnungen und Beispiele folgen spater mit Hilfe der
Binomialverteilung

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 110

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, das Halbfinale zu gewinnen ?
Gesucht: P(B) mit B = ,Sieg im Halbfinale"

Siegchancen sind abhangig vom jeweiligen Gegner!

== bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Ai  Gegner ist Mannschaft 1

Ay 2
Az " 3
Bedingte Wahrscheinlichkeiten leicht(er) anzugeben
P(BIA) = 0.7
P(B|A) = 0.65
P(B|As) =0.2

Gegner wird ausgelost => Annahme: P(A;) = P(A;) = P(As) =

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 12



Wahrscheinlichkeitsbaum (FuBball Beispiel)

ins Finale
ja / nein

P(B|A;)=0.7
A <
P(BIA1)=0.3 B
P(B|A2)=0.65 B AnNB
Ay <
P(B|A;)=0.3t B
P(B|A3)=0.2 B AsNB
As -<
P(B|A3)=08 B

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Gegner

B AnNB

Statistik 11 SoSe 2013

Verallgemeinerung: Vollstindige Zerlegung

@ Ay, Az, As bilden eine vollstindige Zerlegung.

13

® (A N B), (A N B) und (A3 N B) sind disjunkt und ergeben in der

Vereinigung B
Damit ergibt sich

P(B) P((ALNB)U (AN B)U (A3 N B))
= P(Ai1NB)+ P(A;NB)+ P(AsN B)

P(B|Ay) - P(A1) + P(B|A2) -

Entlang der Aste multiplizieren, dann summieren
Das Ergebnis lasst sich verallgemeinern auf:

@ Beliebige Ereignisse B
@ und vollstindige Zerlegungen (A;)i=1,..k-

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

P(A2) + P(B|As) - P(As

) = 0.52

FuBball Beispiel(2)

Welche , Wege* im Wahrscheinlichkeitsbaum fiihren zu B?

P(ALNE) = P(A)-P(BJA) = 07
P(ANB) = P(As)-P(BIAr) = 1-065  insgesamt: 0.52
P(AsNB) = P(Ag)-P(B‘Ag): 0.2

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 114

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Gegeben sei eine vollstindige Zerlegung Ay, Ay, ..., Ax. Dann gilt fiir
Jjedes Ereignis B

P(B) = P(B|A))

Mx-

1

k
=Y P(BNA)
j=t1

Allgemeiner erlauben bedingte Wahrscheinlichkeiten die Modellierung
komplexer , Experimente”, welche aus sukzessiven , Einzelexperimenten*
bestehen, bei denen die Ergebnisse jeweils von den vorherigen
Experimenten abhingen diirfen (insb. dynamische stochastische Modelle).

J

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 116



Anwendungsbeispiele

@ Komplexere Urnenmodelle ohne Zuriicklegen, Wahrscheinlichkeit im
n-ten Zug ist davon abhingig, welche Kugeln vorher gezogen
wurden.

@ Sicherheitsstudie zu Kernkraftwerken: Wahrscheinlichkeit fiir
komplexe Pfade praktisch nicht angebbar, aber eben bedingte
Einzelwahrscheinlichkeiten.

@ Markovmodelle (dynamische Modelle mit ,,einfacher Bedingung™)

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In

itut fir Statistik, LMU) ur

Markovmodelle 11

Zeit | } } }

Vergangenheit Zukunft

Gegenwart

Markov-Eigenschaft: , Gegeben den Zustand in der Gegenwart sind
Vergangenheit und Zukunft unabhingig, d.h. die Zukunft hangt nur von
der Gegenwart ab, aber nicht von der Vergangenheit®.

Fiir die Prognose der weiteren Entwicklung zihlt also nur der aktuelle
Stand, nicht aber, wie man dorthin gelangt ist.
Bei sozialen Prozessen ist die Mark itit
immer kritisch zu hinterfragen!

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit 119

Markovmodelle |

o Koppelung abhingiger Experimente
Q=Q=...=Qr = {a,....a}.

@ Der Index t =1,... T bezeichnet die Zeit.
@ Ay ist das Ereignis : Zustand j zum Zeitpunkt t
Markov-Eigenschaft:
P(Ac1goalAcy, A1, 1) = PlAgaiA), (41)

Man spricht von einem Markovmodell mit den Zustanden ay, . .., ax.

Sind die so Uber hrscheinlichkeiten in (4.1)
unabhiangig von der Zeit, gilt also P(A¢11,j|Ay) = pj fiir alle t,j./, so
heiBt das Markovmodell homogen.

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 18

Markovmodelle: Typische Anwendungen:

o Gliicksspiel: Die Wahrscheinlichkeit P(A, 1) mit A1, =, Spieler
hat zum Zeitpunkt t + 1 Kapitalbestand a;" hangt nur vom
Kapitalbestand zum Zeitpunkt t ab.

@ BWL: K C / Produk hl

@ Demographie: Geburts- und Todesprozesse

© Bildet das Wetter mit Q =
{Sonniger Tag, bewslkter Tag, regnerischer Tag, verschneiter Tag}
eine Markovkette?

© Soziologie: z.B. Modelle sozialer Mobilitit, Mobilitit in Betrieben

@ Rapoport (1980): Mathematische Methoden in der
Sozialwissenschaft, Physika

@ Bartholomew (1982): Stochastic Models for Social Processes,
Wiley

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat 120




Beispiel Markovmodelle: Soziale Mobilitat

(nach Bartholomew (1982), S. 18f.)
Wie entwickelt sich der soziale Status durch die Generationen?
@ Markoveigenschaft bedeutet hier: Status der Kinder nur abhangig

vom Status der Eltern, aber nicht mehr zusitzlich vom Status der
GroBeltern oder vorheriger Generationen

@ Homogenitit bedeutet hier: Wahrscheinlichkeit fiir alle denkbaren
Statuswechsel zeitlich konstant: z.B. Wechselhaufigkeit von
Landwirtschaftssektor in Dienstleistungssektor?

Datengrundlage: ménnliche Generationenfolge in Marion County, Indiana
(1905 - 1912)

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Interpretation Ubergangsmatrix

Beispiel: Sohn ,,nicht handwerklich® unter der Bedingung Vater
.landwirtschaftlich*
P (Az|Ar3) = 0.252

Filr feste Ay ist P(Az|Ay) als Funktion in Ay eine Wahrscheinlichkeits—
verteilung, d.h. die Zeileneintrige summieren sich zu 1

Inhaltliche Interpretation:

Man sieht bei der handwerklichen Tatigkeit eine starke Tendenz zur
Statuskonstanz ( P(Ax|A12) = 0.782)

dhnliches gilt abgeschwicht fiir die nicht handwerkliche Tatigkeit
(P(Az1|An) = 0.594),

wahrend sich der landwirtschaftliche Sektor deutlich auflést; hier
bleibt nur etwa jeder Zehnte ( P(Az3|A13) = 0.108), und ein

. Zugewinn" aus anderen Sektoren findet praktisch nicht statt (
P(Ag3|A11) = 0.009, P(Az|A12) = 0.007 liegen jeweils unter einem
Prozent)

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Ubergangsmatrix

Sohne
a a2 a3

Viter
nicht handwerkliche
Titigkeit EN 0.594 0.396 0.009
handwerkliche
Tatigkeit ap 0211 | 0.782 | 0.007
landwirtschaftliche
Tatigkeit as 0.252 0.641 0.108

Die obige Matrix enthlt die (geschatzten)
Ubergangswahrscheinlichkeiten

i-te Zeile, j-te Spalte:

P (Ag|Axi)

Wahrscheinlichkeit, dass die zweite Generation in Zustand j ist unter der
Bedingung, dass die erste Generation im Zustand i ist.

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Weitere Berechnungen

122

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Enkel eines in der
Landwirtschaft Tatigen eine Tatigkeit im nicht handwerklichen Sektor
ausiiben wird? Wahrscheinlichkeit, dass die 3. Generation nicht
handwerklich unter der Bedingung, dass 1. Generation in Landwirtschaft

erste Generation
Landwirtschaft

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

3. Generation
nicht handwerklich

124



Formale Rechnung

3
P(Ast A1) =~ P(Az1 N Azi|Ars)
=1

3
=D P(An|(Az N Avg)) -

P(Az|A13)
=1
3
= Z P(As1|Az) - P(Azi|A1s)
=1

3
:ZPB'PI/ = P13 P11+ P23 - P2 + P33 - P13

I=1
=0.252-0.594 + 0.641 - 0.211 + 0.108 - 0.252 = 0.312

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Kritische Aspekte

+ interessantes und sehr leistungsfahiges Modellierungsinstrument
aber nicht in Ehrfurcht vor Methode erstarren, sondern Annahme
kritisch hinterfragen

@ Markoveigenschaft nicht unproblematisch: zusatzliche Rolle der
GroBvater!

@ Zeitliche Homogenitit problematisch (in der Tat gute 30 Jahre
spater ps3 nochmals mehr als halbiert)

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Prognosen

Kennt man die Startverteilung P(A11), P(A1),
weitere Verteilung auf die Sektoren berechnen.

P(A13), so kann man die

3
P(Ay) = Z P(Agj|Avm) - P(A1m)

=1

P(Asj) = Z P(Asj|A) - P(Az) =
I=1

3 3
= ZP(Azj\AQ/ Z P(Azi|A1m) - P(Aim) =

m=1

3 3

72[’/1 Zp/m'PA]m =3 pipim-

m=1 =1 m=1

P(A1m)

usw.

Man kann auch (mit weiterfiihrenden Methoden) eine
Gleichgewichtsverteilung bestimmen.

125 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 126

Das Theorem von Bayes

Ziel: Vertauschen von ,Bedingung und Ereignis"

Also: gegeben P(B|A), gesucht P(A|B)

Satz von Bayes

P(ANB)
P(B)

P(A) - P(BJA)

RAR)= P(A) + P(BJAC) -

~ P(BIA)- P(A°)

Allgemeiner nicht nur bei Dichotomie A und A, sondern bei beliebiger

vollstandiger Zerlegung Ay, ..., Ay anwendbar:

Satz von Bayes (allgemeine Formulierung)

Sei Ay, ... Ak eine vollstindige Zerlegung von Q (wobei P(A;) > 0,
P(B|A}) >0, i=1,...k und P(B) > 0 erfiillt seien). Dann gilt

P(B|A)) - P(4;
P(A|B) = k( 14) - P(A)
> P(BIA) - P(A)
i=1
127 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 128



Satz von Bayes: Beispiel

T+: Test positiv K+: krank
T-: Test negativ K-: gesund
o Sensitivitit P(T +|K+) = 0.98
o Spezifitit  P(T — |K—) = 0.95
o Privalenz  P(K+) =02 = P(K-) =038

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv getestete Person
wirklich krank ist?

Pradiktiver Wert = P(K + [T+)

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Losung durch Satz von Bayes

@ Sensitivitit P(T +|K+) = 0.98
P(T = |K—) = 0.95
P(K+) =02

o Spezifitat

@ Prévalenz

Dann gilt fiir den positiven pradiktiven Wert

P Ty = PUEEREE)
-~ P(K+)-P(T +|K+)
T P(K+)-P(T +|K+)+ P(K—)- P(T +|K—)
_ 0.2-0.98
~ 0.2:0.98+0.8-0.05
_ 0.196
~ 0.196-0.040

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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L6sung durch hypothetische Population

1000

200 krank

800 gesund

40 positiv

196 positiv 4 negativ 760 negativ
- e L 106 _
Positiver pradiktiver Wert: 225 = 0.83
Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 130

Inhaltliche Bemerkungen

@ Problematik: Flichendeckendes Screening nicht unumstritten, da
viele falsch-positive Ergebnisse. Gegenposition: Anwendung nur auf
Risikopatienten.

Bei Mammographie oder PSA-Test auf Prostatakrebs teilweise sogar
noch viel geringere Spezifitat.

Wert der mathematischen Theorie: Wenn es etwas komplexer wird,
verlasst einen sofort der , gesunde Menschenverstand“.
Untersuchungen (u.a. von Gigerenzer) haben gezeigt, dass viele
Arzte sich dieser Problematik nicht bewusst sind.

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 132



Bayes Inferenz

Das Theorem von Bayes liefert ein Schema fiir das probabilistische
Lernen aus Beobachtungen (,, Aufdatieren von Wahrscheinlichkeiten").

priori

| Daten } — posteriori

Es dient als Grundlage der sog. Bayesianischen Inferenz, einer
bestimmten Schule der statistischen Methodologie. Dabei geht es darum,
aus Daten zu lernen, indem man die subjektiven Wahrscheinlichkeiten
P(A;) fiir bestimmte Modellparameter mit Hilfe der Daten (B)
aufdatiert, und somit zur besseren Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir die
Modellparameter kommt.
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Beispiel zur Bayes Inferenz I1: 8 von 10

Weitere Berechnung fiir 10 Elfmeter 8 Treffer (D2)

Es ergibt sich: P(M,|D2) = 0; P(M,|D2) = 0.13; P(Ms|D2) = 0.87
@ Daten widerlegen Modell 1
© Daten sprechen fiir Modell 3

@ Inferenz durch priori und Daten
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Beispiel zur Bayes Inferenz |

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft Schweinsteiger beim
Elfmeter. Gesucht ist also ein der Parameter Ps. Es werden dazu 3
Experten gefragt:
FB: M,
JH: M, .
JL:M; Ps =09

Priori - Wahrscheinlichkeiten: P(Ty) = P(T2) = P(T3) = }
Daten D: 1 Elfmeter 1 Treffer
Gesucht: P(M;|D)
Lésung mit Satz von Bayes:
P(M,) - P(D|My)
P(DIMy) - P(My) + P(D|M,) - P(M>) + P(D|Ms) - P(Ms)

P(M,|D) =
Es ergibt sich: P(My|D) = 0.4; P(M;| D) = 0.24; P(Ms| D) = 0.36
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Bayes Inferenz

Modelle M; mit Priori Wahrscheinlichkeiten P(M;)

Daten D, die mit den Modellen auf verschiedene Weisen beschrieben
werden

Modellspezifikation liefert fiir jedes Modell P(D|M;) Diese wird
auch als likelihood bezeichnet

Satz von Bayes liefert:

1

P(Mi|D) = P(D|M;)*P(M;)+ D) Likelihood+PrioriKonstante

Verallgemeinerung auf komplexe Situationen (z.B.
Regressionsmodelle) moglich

@ Expertenwissen und friihere Analysen kénnen durch priori Verteilung
eingebracht werden
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Institut fir Statistik ‘ ’ SI'AE,I“.MAE.B [ o l ZUfHIISgrDBen
Ergebnisse von Zufallsexperimenten werden als Zahlen dargestellt
Beispiele:
1 Augenzahl beim Werfen zweier Wiirfel
2. Zeit beim Warten auf den Bus
3. Antwort ja = 1, nein = 0
© Zufallsvariablen und ihre Verteilung Formal: Eine ZufallsgroBe oder Zufallsvariable ist eine Abbildung:
X: Q- R
(Abbildung des Ergebnisraums auf die reellen Zahlen)
Im Beispiel 1:  (1,1) —» 2
(12) —3
(21) —3
(22) — 4
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. Lo . Wabhrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten
Wiirfelwurf mit fairem Wiirfel - g
ZufallsgroBe
Betrachte ein Spiel mit den Gewinnen: w X(w)
<3 10€ Eine ZufallsgroBe heiBt diskret, falls sie nur endlich viele oder abzihlbar
=45 20€ viele Werte annehmen kann (typischerweise ganze Zahlen)
=6 100€ o Py heiBt Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

Die Wahrscheinlichkeiten Px ergeben sich wie folgt:

X (als Variable) beschreibt den Ausgang eines Zufallsexperiments
y vor der Durchfiihrung (Auszahlungsregel beim Wiirfelspiel: wenn 3
Px({10}) = Px(man erhalt 10€) dann 10 Euro, wenn ..., dann ...)

= P(man hat etwas gewiirfelt, das zu 10€ fiihrt)

x (als Realisation) gibt den Wert der Variablen nach Durchfiihrung
1 des Zufallsexperiments an (daher , Realisation”, konkreter
=P({1,2,3}) = > g '
( h 2 Auszahlungsbetrag).

In der Verwendung analog zur Unterscheidung Merkmal /

Px({20}) = Px(von allem, das zu 20€ filhrt) Merkmalsauspragung in Statistik |

=P =2

Es ist haufig iiblich, bei Px den Index wegzulassen, also P({x})
statt Px({x}) zu schreiben.

P({100}) = Px({o}) = +
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

Definition

Die Menge
X = {x e R|P({x}) > 0}
heiBt Triger von X.
Die Wahrscheinli
fiir x € R definiert durch

f(x):{ P(X=x)=pi, x=x€X="{x,%,...

f(x) einer disk Zufall:

ool
0. sonst.

Statistik 11 SoSe 2013

Wahrscheinlichkeitsfunktion | (Benfords Gesetz)

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

[
15 2

1
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iable X ist

141

Beispiel: Benfords Gesetz

Newcomb (1835-1909) und spiter Frank Benford (1883-1948) machten
die verbliiffende Entdeckung, dass die Anfangsziffern 1-9 von ganzen
Zahlen in vielen Fillen nicht gleich haufig vorkommen. Am haufigsten ist
die iffer 1, am zweithaufi die A iffer 2 usw.
Beispiele sind

o die Haufigkeit der Anfangsziffern von Zahlen in Zeitungsartikeln

o die Haufigkeit der A n von Steuerd
o die Haufigkeit der ersten Ziffer der DateigréBe von gespeicherten
Dateien.

Statistik I SoSe 2013

Wahrscheinlichkeitsfunktion 1l (Benfords Gesetz)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Benford publizierte fiir die Zufallsvariable
X =, Anfangsziffer von Zahlen*
die Wahrscheinlichkeitsfunktion
x+1
F(x) = P(X =x) = { %810 (T) cox=1...9
0, sonst

Benfords Gesetz findet zum Beispiel Anwendung bei der Fahndung nach
Steuerbetriigern, bei der Uberpriifung von Wahlergebnissen

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

142

144



Statistik Il SoSe 2013

Zum Rechnen mit Zufallsvariablen

Sei X die Zufallsvariable Anzahl der Haushaltsmitglieder mit der
Verteilung
P({X=1})=0.4
P({X=2})=03
P({x=3}
P({X=4})=0.1
(Annahme: Nur bis zu 4-Personen-Haushalte).
Man berechne die Wahrscheinlichkeit, bei einfachen Zufallsauswahl vom
Umfang 1 einen Mehrpersonenhaushalt zu erhalten und die

Wahrscheinlichkeit des Ereigni . Die Zahl der Haushaltsmitglieder ist
gerade”.
P{X>1}) = P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)
= 03+02+0.1
= 06
P({Xgerade}) 03+01=04
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Verteilungsfunktion Il

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer (diskreten) Zufallsvariablen X ist
durch die Verteilungsfunktion eineindeutig gegeben.
Es gilt zum Beispiel

P(a < X < b) = F(b) - F(a).
Die Ereignisse {X < a} = {w|X(w) < a}, {a < X < b} und {X > b}

sind disjunkt und ergeben in ihrer Vereinigung Q. Also gilt

1 = P(Q)=P(X<a)+Pa<X<b)+P(X>b)
1-P(X<a)—P(X>b)=Pla< X <b)
P(X < b)— P(X <a)=P(a< X <b)

¢t
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Verteilungsfunktion |

Viele interessierende Ereignisse besitzen folgende Form:
{X <a} oder {Xe[a b]} ={a<X<b},

wobei a und b feste reelle Zahlen sind
P({X < a}) fiir variables a entspricht der empirischen
Verteilungsfunktion.

Definition
Sei X eine Zufallsvariable. Die Funktion
F:R — [01]
x = F(x)
F(x) == P(X < x)
heiBt Verteilungsfunktion.
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Beispiel
1. x<1
Fx) = P(X <x)=P(X <1)=0
2. x=1
F(x)= P(X < x) = P(X <1) = 0.4
3. 1<x<2:

F(x)=P(X <x)=P(X<1)+PL<X<x=P(X<1)=04
4. x=2

F(x)=P(X <x)=P(X <1)+P(X=2)=04+03=07
5 x<2

F(x)=P(X <x)=P(X <2)=0.7
6. x=3

F(x)=P(X <3)=P(X <2)+P(X =3)=07+02=09
7. 3<x<4

F(x)=P(X <x)=P(X<3)=09

8. =
;(x):P(X<4):P(X<3)+P(X:4):l
9. x>4

F(x)=P(X<x)=1

I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 148



Beispiel

0.7
03
0.4

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Konzept der Dichtefunktion

Beispiel:
Wir betrachten eine Zufallsvariable T mit Wertebereich im Intervall [0; 10]

Warten auf den Bus, der alle 10 Minuten fihrt. T kann also jeden Wert
zwischen 0 und 10 annehmen

gesucht: P(T=2) =7
P(T=2) = P(1.5 < T < 2.5) = 1/10

P(T=2) = P(1.99 < T < 2.01) = 2/1000
P(T=2) = 0777

Statistik 1l SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 151

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Aligemein gilt:

F(x) ist eine stiickweise konstante Treppenfunktion und P(X = x) ist
genau die Sprunghdhe der Verteilungsfunktion im Punkt x.
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

0.05

P(5 < T < 7) = Fliche unter der Kurve
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Dichtefunktion

Zu einer stetigen ZufallsgréBe ist f Dichtefunktion, falls gilt:

Pla< X <b)= /bf(x)dx
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Beispiel: Warten auf den Bus

@ Verteilungsfunktion

0 x <0
F(x)=P(X<x) = {01x 0<x<10
1 x>10

@ Dichtefunktion

.1 < x < 1
) - {o 0<x<10
0 sonst
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Eigenschaften der Dichte

e f(x)>0

o [% f(x)dx=1

o F(t) = [*_ f(x)dx

o F'(x) = f(x) (Dichte ist Ableitung der Verteilungsfunktion)
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Eigenschaften Verteilungsfunktion

Allgemeiner als zuvor gilt hier

Pla<X<b) =

gy
I

da P(X = a) = P(X = b) = 0.
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Bemerkungen

@ Stetige Zufallsvariablen sind in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
sehr wichtig.

@ Insbesondere ergeben sich Approximationsméglichkeiten fiir diskrete
durch stetige Zufallsvariablen bei groBeren Stichprobenumfangen.
Damit lassen sich zahlreiche Berechnungen vereinfachen (auch wenn
die stetige Formulierung zunichst komplizierter wirkt)
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Typische Verteilungsfunktion |

(z.B. zur Beschreibung der Dauer von Arbeitslosigkeit)
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Alternative: Definition stetiger Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X heiBt stetig, wenn es eine Funktion f(x) > 0 gibt,
so dass fiir jedes Intervall [a, b]

b
Pla< X <b)= /f(x)dx = Fliche zwischen a und b unter der Funktion

2

gilt.
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Typische Verteilungsfunktion |1

Die Kurve ist unterschiedlich steil. Sie hat zwar in keinem Punkt eine
Sprungstelle (P(X = x) = 0), aber in jedem kleinen Intervall um x ist:

P(x—h<X <x+4h)=F(x+h)— F(x—h)
durchaus unterschiedlich.

Die Steigung
F _ —
im (x+h)—F(x—h)
h—0 2h
enthilt also wesentliche Information iiber P. Diese entspricht der
Dichtefunktion.
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Erwartungswert und Varianz Erwartungswert diskreter ZufallsgroBen

Ziel: Charakterisiere Verteil von Zufallsvariablen durch K
(in Analogie zu Lage- und StreuungsmaBen der deskriptiven Statistik). X sei eine diskrete ZufallsgréBe mit den moglichen Werten xi, ..., X,.
Insbesondere: Dann ist der Erwartungswert E(X):

a) ,durchschnittlicher Wert" — Erwartungswert, z.B. n
o ,mittleres* Einkommen, E(X) = 3 xP(X =x)
o, durchschnittliche” KérpergréBe, =
o fairer Preis eines Spiels.

b) Streuung (Dispersion), z.B. wie stark schwankt das Einkommen, die .Der Wert, der sich bei haufiger Wiederholung als Mittelwert ergibt.”
KorpergroBe etc
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Beispiele Erwartungswert Erwartungswert stetiger ZufallsgroBen

Erwartungswert stetiger ZG:

@ Wiirfelwurf:
E(XX)=%-1+%1-2+2.3+L.441.5+1.6=35

@ Summe zweier Wiirfel Integral statt Summe, Dichte statt Wahrscheinlichkeit
1 2 2 1 _
E(S)7R'2+ﬁ'3+"'+ﬁ'u+ﬁ'1277 Beispiel: Warten auf den Bus

@ Antwort ja oder nein
E(X)=P(X=0)-0+P(X=1)-1=P(X=1) E(T)

Il
—
gz 2

X,

X
£

10
1
= —xdx =5
/o 10
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Varianz und Standardabweichung von ZufallsgréBen
@ Lageparameter: Erwartungswert

@ Streuungsparameter: Varianz und Standardabweichung

Wie stark weichen die Auspragungen im Durchschnitt vom
Erwartungswert ab?

diskret:  Var(X) = E (X — E(X))?) = Y (xi — E(X))? P(X = x;)

stetig:  Var(X) = E (X — E(X))?) = /w (x — E(X))? F(x)dx

o0
ox =/ Var(X)
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Beispiel Il zur Varianz Il

S: Wiirfeln mit 2 Wiirfeln

ES) = 7
Var(S) = & @74 o (TRt (T
- 36 36 36
2 2 1 2
b (U =TP 4 - (12-7)
- 583
o = 241
Statsi 1 Sose 2013 et Kichenhoft (institt fir Statsik, LMU) o

Beispiel | zur Varianz

Y: Einmal Wiirfeln und Multiplikation mit 2

E(Y) = 7
Var(Y) = f.@-rpelii@a—rreloe—rp
6 6 6
1 2 1 2 1 2
2.8 2.(10 — Z.(12—
+6(8 7)+6(0 7)+6( 7)
— 167
o = 341
S 1 S050 2013 et Kichenhat (st i Satist, LMU)

Varianz bei der Wartezeit auf den Bus

Var(T) = /M(X—S)Zf(x)dx

o0
10
= /0 (x—5) ﬁdx
o>
-3
25
or = €72A9

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Bemerkungen

@ Die Varianz gibt die mittlere quadratische Abweichung vom
Erwartungswert an. Durch das Quadrieren werden Abweichungen
nach unten (negative Werte) auch positiv gezihlt.

@ Damit Erwartungswert und Varianz sinnvoll interpretiert werden
kénnen, muss eine metrische Skala zugrundeliegen.

@ Allgemein bezeichnet man E(X*) als k-tes Moment.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Erwartungswert von linearen Transformationen

Der Erwartungswert ldsst sich bei linearen Transformationen berechnen
durch:

Y=a+b-X
Dann folgt

E(Y)=a+b-E(X)

. Erwartungswert ist linear"

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit
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Verschiebungssatz

Es gilt:

Var(X) = E(X?) - (E(X))*

Quadrat in der Klam- Quadrat
mer Klammer

auBerhalb  der

© Verschiebungssatz fiir theoretische Uberlegungen und
Ubungsaufgaben gutes Hilfsmittel

@ Fiir Berechnungen mit dem Computer sollte er nicht benutzt werden

(numerische Probleme)

Statistik I SoSe 2013

Beispiel

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Einfacher Wiirfelwurf: X
Lineare Transformation: Y = 10- X — 20

.Ich zahle 20 € und erhalte das 10fache meiner Zahl."

E(Y)=10-E(X)—20=10-3.5-20 = 15

,Ich gewinne im Mittel 15 € pro Spiel.”

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat
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Varianz von linearen Transformationen

Y=a+b-X

Var(Y) = b% - Var(X)

oy =|bl-oy

Verschiebungen sndern nichts an Streuung
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Unabhéngigkeit von ZufallsgroBen

Zwei ZufallsgréBen X und Y heiBen unabhingig, falls alle zu X gehérigen
Ereignisse von allen zu Y gehorigen Ereignissen unabhangig sind.

Beispiele:
X: Antwort der 1. Person
Y: Antwort der 2. Person

X: 1. Wiirfelwurf
Y: 2. Wiirfelwurf
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Beispiel zur Varianz

X: Einmal Wiirfeln
Y: Einmal Wiirfeln und Multiplikation mit 2

var(X) = % 1352+ % 23572+ % (335
1 2 1 2 1 2
+5 (=35 42 (5354 5 (6-35)
= 20917
ox = 1705
Var(Y) = 42917 =1167
oy = 2.1705=341
S 050 2013 et Kichenhalt (st i S, LMU) 1

Erwartungswert von Summen von ZufallsgréBen

Fiir beliebige ZufallsgraBen X; und X; gilt:
E(X, + X2) = E(X1) + E(%)
Beispiele:
@ zweimaliges Wiirfeln

@ Ziehen von 2 Personen

: L angigkeit wird nicht t
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Varianz von Summen von ZufallsgroBen

Fiir unabhingige ZufallsgréBen X; und X; gilt:

Var(Xy + Xp) = Var(Xy) + Var(Xz)

Beispiele:
@ zweimaliges Wiirfeln

@ Ziehen von 2 Personen

Beachte: Unabhéngigkeit ist wichtige Voraussetzung

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Bemerkungen Il

Im Allgemeinen gilt:
E(g(X)) # &(E(X))

also z.B.
1 1

E(?)*W

E(X?) # (E(X))*.

und

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Bemerkungen |

@ Der Erwartungswert ist immer additiv aufspaltbar, die Varianz
dagegen nur bei Unabhangigkeit!

o Die Additivitit der Varianz unter Unabhingigkeit gilt nicht fiir die
Standardabweichung o:

/Var(X +Y) # v/Var(X)++/Var(Y)

@ Man beachte explizit, dass gilt Var(—X) = Var(X) und damit unter
Unabhangigkeit

Var(X — Y) = Var(X) + Var(Y).
Var(X — Y) = Var(X) + Var(~=Y) = Var(X) + (~1) - Var(Y)
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Standardisierte Zufallsvariable

Definition

Die Zufallsvariable

S X—E(X)
T WVar(X)

heiBt standardisierte Zufallsvariable. Es gilt

E(Z) =0 und Var(Z)=1.

X — B(X]
Var

1
B2) 7\3( =~ X )

1 1
(200 - EEX) = e
T (B0 — BEX) = s

(E(X) — E(X)) =0

’v”<y/%(x)) - (ﬁ)z Var(X) = 1

179 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 180



Beispiel: Chuck-a-Luck

Beim Spiel Chuck-a-Luck werden drei Wiirfel geworfen. Der Spieler setzt
auf eine der Zahlen 1,2,3,4,5,6. Zeigt keiner der Wiirfel die gesetzte
Zahl, so ist der Einsatz verloren. Andernfalls erhlt der Spieler (zusitzlich
zu seinem Einsatz) fiir jeden Wiirfel, der die gesetzte Zahl zeigt, einen
Betrag in Héhe des Einsatzes. Wahrscheinlichkeitsfunktion des Gewinns
nach einem Spiel:

G = Gewinn | Wir inati Anzahl | Wahrscheinlichkeit
3 666 1 1/216
2 66a, 6a6, a66 mit 345 15 15/216
1 6ab, abb, ab6, mit a,b=1,23,45 | 75 75/216
1 abc mit a,b,c=1,234, 125 125/216
Summe 216 1
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Chuck-a-Luck: Spielstrategie

Betrachte die Zufallsvariablen:

X1, X2, .-, Xs Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf
1,2,...,6 gesetzt wird.
Y1, Yo, oo, Ys Gewinn, wenn beim zweiten Wurf ein Einsatz auf

1,2.....6 gesetzt wird.

Moégliche Spielstrategien und zugehdrige Gewinne:

2Xs Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein zweifacher Einsatz auf 6
gesetzt wird (Strategie 1).

X1+ Xs  Gewinn, wenn beim ersten Wurf jeweils ein Einsatz auf 1 und 6
gesetzt wird (Strategie 2).
Xe+ Ys Gewinn, wenn beim ersten und zweiten Wurf ein Einsatz auf 6

Gesetzt wird (Strategie 3)
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Chuck-a-Luck: Erwartungswert

Fiir den Erwartungswert erhilt man

1 15 75 125 17
E(G)=3 242 =41 2= —1.22 = ——— — 0,078
(© 216 % 216 T 216 216 216
also einen erwarteten Verlust von 7.8% des Einsatzes
Statstk I SoSe 2013 Helmut Kiichenhalf (Insttut i Statstik, LMU) 102

Chuck-a-Luck: Erwartungswerte

o Erwartungswerte:

Aus E(X;) = E(Y;) = —5 folgt:

34

E@2X) = 2E(X) =53¢
34
E(X+X) = E(X)+E(X) =77
. - N
E(Xs + Ys) = E(Xs)+E(Ys) = 216

d.h. bei den drei Strategien sind die Erwartungswerte alle gleich!

@ Trotzdem gibt es deutliche Unterschiede in den drei Strategien:

Strategie | Wertebereich P({-2})
2Xs 2246 0.579
X1+ Xs |-20123 0.296
Xs+ Ys |-2,01,23456 | 0335
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Chuck-a-Luck: Varianz

@ Varianz des Gewinns nach einem Spiel

Var(G) = <3 +
125

NETE AL
216 216

= 0.04388156 + 0.30007008 -+ 0.40402836 + 0.4911961 =

= 1.2391761
Var(G) = 1.113183

1und 3:
Var(2Xs) = 4Var(Xs) = 4 - 1.2391761 = 4.956704

und

RUANE IO ANE UNN RIS LAY
216 216 216 216 216

Nach den Rechenregeln fiir Varianzen erhilt man fiir die Strategien

Chuck-a-Luck: Varianz

@ Da X; und X nicht unabhangig sind, muss hier die Varianz explizit

5 berechnet werden.

‘216
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung von Xi + X:

X -2 0 1 2 3

Var(Xo+Ys) = Var(Xe)+Var(Ys) = 1.2391761+1.2391761 = 2.4783522.

Statistik 11 SoSe 2013

Chuck-a-Luck: Fazit

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

* Strategie 1, also 2Xg, ist am riskantesten

* Die Gewinnchancen sind bei Strategie 1 aber grBer als bei
Strategie 2.

* Am wenigsten riskant ist Strategie 2.

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

P(Xi+ X =x) 029630 044444 0.11111 0.12037 0.02778
Var(X, + Xs) = o 2 ’ 020630 + (04 2% ’ 0.44444 +
i+ 2 216) 216)
(e 2 ’ 011111 + (24 % Z-0120374r
216 ’ 216 ’
34\?
— ) -0.02778 =
; (3 ; 216) 0.02778
= 2.003001
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Binomialverteilung
Konstruktionsprinzip:
@ Ein I iment wird n mal bhii durchgefiihrt.

@ Wir interessieren uns jeweils nur, ob ein bestimmtes Ereignis A
eintritt oder nicht.

@ X = ,Haufigkeit, mit der Ereignis A bei n unabhingigen Versuchen
eintritt".

@ Tragervon X: X = {0,1,2,...,n}.

187 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 188



Wahrscheinlichkeitsfunktion

@ Bezeichne 7 = P(A) die Wahrscheinlichkeit fiir A in einem
Experiment.

@ Das Ereignis X = x tritt z.B. auf, wenn in den ersten x Versuchen A
eintritt und anschlieBend nicht mehr. Die Wahrscheinlichkeit dafiir

ist
P(AIN...NANALN...NA,) = g7-...ot(l—m)-...-(1—m)
x mal n—x mal
= -7

@ Insgesamt gibt es (]) Méglichkeiten fiir die Verteilung der x Erfolge
(Auftreten von A) auf n Plitze. Damit gilt:

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Wahrscheinlichkeitshistogramme

Binomialverteilungen mit n = 10

s=01 o

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Binomialverteilung

Definition
Eine Zufallsvariable heiBt bi ialverteilt mit den P: nund T,
kurz X ~ B(n, ), wenn sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion
M1 —m)*, x=0.1,....n
f(x) =14 \x !
0, sonst
besitzt.
Die B(1, 7)-Verteilung heiBt auch Bernoulliverteilung.
Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenholf (Institut fir Statistik, LMU) 19

Erwartungswert und Varianz |

@ Zur Berechnung von Erwartungswert und Varianz der
Binomialverteilung ist folgende Darstellung hilfreich:

X=X1+...+ X,
mit den bindren Variablen
X 1 falls A beim i-ten Versuch eintritt,
"7 10 sonst.
@ Die X; sind stochastisch unabhangig mit

0-PXi=0)+1-P(Xi=1) =7

E(X) = =
E(X?) — (E(X))? =1-P(X; =1) = 7% = n(1 - 7).

Var(X;)) =

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 192



Erwartungswert und Varianz |

@ Erwartungswert der Binomialverteilung:
E(X) =E(Xi + ...+ X,) = E(Xi) +... + E(X;) = nm
Die direkte Berechnung iiber
LR
E(X) = ;i(’_)w’(l —m) ==
ist deutlich komplizierter!

@ Varianz der Binomialverteilung:

Var(X) = Var(X; +...+X,) = Var(X;) +. ..+ Var(X,) = nr(1—n)
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Eigenschaften der Binomialverteilung

@ Symmetrieeigenschaft (vertausche Rolle von A und A):
Sei X ~ B(n,7) und Y = n— X. Dann gilt ¥ ~ B(n,1 — ).

@ Summeneigenschaft: Seien X ~ B(n, ) und Y ~ B(m, ). Sind X
und Y unabhangig, so gilt

X+ Y ~B(n+m,m)

Wichtige Voraussetzung: Gleiches 7

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 195

Beispiel: Wahlprognose

@ 100 Wahlberechtigte werden befragt.
@ 30% aller Wahlberechtigten wiahlen Partei S.

— Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass von den 100 Befragten
mehr als 50 die Partei S wahlen?

X ~ B(100,0.3)

P(X >50) = P(X=50)+P(X =51)+...+ P(X = 100)
_ (100 50550
= (5 ) 0300704
= 0.0000206
Staist I SoSe 2013 Helmut Kicheahalt (institu (i Statsik, LMU) 104

Poisson Verteilung

(vel. z.B. Fahrmeir et. al))

Eine weitere wichtige diskrete Verteilung ist die Poisson-Verteilung, Sie
modelliert die Anzahl (eher seltener) Ereignisse in einem Zeitintervall
(Unfalle, Todesfalle; Sozialkontakte, deviante Verhaltensmuster, etc.).

Definition
Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

& =R
R et
0, sonst
heiBt Poisson-verteilt mit Parameter (oder Rate) A > 0, kurz X ~ Po()).
Es gilt
E(X) =X, Var(X)=2X
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Poisson Modell als Verteilung seltener Ereignisse Addition von Poisson-verteilten ZV

Die Poisson-Verteilung kann auch als Niherungsmodell fiir eine . . P .
Binomialverteilung gesehen werden, wenn die Anzahl der Sind X ~ Po(Ax), ¥’ ~ Po(Ay) voneinander unabhangig, so gilt
Versuchswiederholungen n groB und die ,, Trefferwahrscheinlichkeit" 7 X+ Y ~ Po(Ax + Ay).
sehr Klein ist (seltene Ereignisse!).
Der Erwartungswert A ist dann gleich n - 7. Beachte, die Unabhingigkeit (genauer die Unkorreliertheit, siehe spiter)
Es gilt also abgekiirzt geschrieben ist wesentlich. Hat man als Extremfall, z.B. zwei Ereignisse bei denen das
eine das andere voraussetzt (Scheidungen, Scheidungen mit Streit um das
X~ B(n,m) fynct X = Po(n ) Sorgerecht fiir Kinder), so ist die Gesamtzahl nicht mehr Poisson-verteilt.
 klein Es muss gelten, wenn X + Y Poisson-verteilt ware:
Hat man mehrere unabhéngige , Poisson-Prozesse", also dynamische Var(X + Y) = E(X + ¥) = E(X) + E(Y) = Var(X) + Var(Y)
Simulationen, bei denen die Ereignisanzahl Poisson-verteilt ist, also z.B. !
verschiedene deviante Verhalt , so ist die G hi der was aber bei abhingigen (korrelierten) X und Y verletzt ist.
i Ereignis hlen wieder Poi teilt: genauer gilt
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Normalverteilung | Normalverteilung 1l
X . . . X The Normal Distribution 2
Die Normalverteilung ist wohl das wichtigste Verteilungsmodell der yra—ef
g

Statistik, denn

@ viele Zufallsvariablen sind (nach Transformation) (ungefihr)
normalverteilt.

@ beim Zusammenwirken vieler zufalliger Einfliisse ist der geeignet El E} E} El o T ) 3 0
N S . St dovin s o3 s
aggregierte Gesamteffekt oft approximativ normalverteilt (Zentraler - - — ~ - L . d - - p
Grenzwertsatz, Kap. 1.7). ®
@ die asymptotische Grenzverteilung, also die Verteilung bei unendlich U et o vedcumitrapecaieey,

groBem Stichprobenumfang, typischer statistischer GroBen ist die 1 R
Normalverteilung.

200
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Normalverteilung 111

P=0.8
P=055
P=0997
T T T T T T T
w36 w20 pec B peo mi2s pedo
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Grundlegende Eigenschaften

a) Die Dichte der Standardnormalverteilung wird oft mit ¢(x)
bezeichnet, also

)= = (—%)

und die zugehdrige Verteilungsfunktion mit

b) ®(x) lasst sich nicht in geschlossener Form durch bekannte
Funktionen beschreiben = numerische Berechnung, Tabellierung.

c) p und o2 sind genau der Erwartungswert und die Varianz, also, wenn
X ~ Np,0?), dann

E(X) = p und Var(X) = o2.
d) Die Dichte ist symmetrisch um g, d.h. f(p — x) = f(p+x).
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Definition Normalverteilung

Definition

Eine stetige Zufallsvariable X heiBt normalverteilt mit den Parametern 1
und 02, in Zeichen X ~ N(y,0?), wenn fiir ire Dichte gilt:

1 1 )
mexp(—p(x—u) ) x€R

und standardnormalverteilt, in Zeichen X ~ N(0;1), falls ;1 = 0 und
o2 =1 gilt (r ist hier die Kreiszahl = = 3.14...).

f(x)

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 202

Rechnen mit der Normalverteilung |

Es gilt:
O(—x) = 1— d(x)
(folgt aus der Symmetrie der Dichte).
Tabelliert sind die Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P(Z < z)
fiir z > 0.
Ablesebeispiel: ®(1.75) = 0.9509

Funktionswerte fiir negative Argumente: ®(~z) = 1 — (z)

Die z-Quantile ergeben sich iiber die Umkehrfunktion
Beispielsweise ist zp.9509 = 1.75 und zp.9750 = 1.96.
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Rechnen mit der Normalverteilung Il
Zentrale Idee: X zu standardnormalverteilter Zufallsvariable umformen,
d.h. standardisieren. Dabei muss die rechte Seite analog mit transformiert
werden:
X<a & X—p<a—p
X—pn iz
El

E
das heiBt x
P(x <a)=P(E—L <
E

Wegen

X—p

T~ N
gilt dann

X—p _a—np
P(TST):“’(

so dass sich der folgende Zusammenhang ergibt:

P(X <a)= m(%)
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Abgeschlossenheit gegeniiber Linearkombinationen

Seien X; und X> unabhingig und X; ~ N(//,,‘,rr?). i =1,2. Ferner seien
b, a1, a> feste reelle Zahlen. Dann gilt

aXi+ b~ N(ay + b afof)
Yy = atXi+ aXe ~ N(aipu + aap; ajof + a3o3).

Das Ergebnis ldsst sich auf mehrere Summanden verallgemeinern.
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Beispiel: 1Q

Der IQ st so konstruiert, dass er in der Bevilkerung normalverteilt ist mit
Erwartungswert 100 und Standardabweichung 15.

e P(IQ <110) =7
e P(IQ <70) =
@ Wie groB ist q, damit gilt P(/Q > g) = 0.01 ?

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 206

Lebensdauerverteilungen |

Zur Modellierung von Lebensdauern (im weiteren Sinne) ist die
Normalverteilung selten geeignet, da

@ Nur Werte > 0 mdglich
@ Symmetrie selten sinnvoll

Typische Verteilungen sind die Exponentialverteilung, die
teilung, und die Weibull

teilung
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Lebensdauern und Ereignisanalyse

Moderner Zweig V|eler empirischer Untersuchungen: Lebensdaueranalyse
bzw. all; i i lyse. Im Folgend
Einfiihrung, we\terfuhrende Texte sind

nur eine kurze

@ Rohwer und Pétter (2001): Grundziige der sozialwissenschaftlichen
Statistik, Teil Ill. Juventa, Soziologische Grundlagentexte.

@ Blossfeld, Hamerle, Mayer (1986): Ereignisanalyse: Statistische
Theorie und Anwendungen in den Wirtschafts- und
Sozialwissenschaften. Campus.

@ Diekmann und Mitter (1984): Methoden zur Analyse von
Zeitverldufen. Teubner.

@ Blossfeld und Rohwer (1995): Techniques of Event History
Modelling. Erlbaur.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 209

Die Exponentialverteilung

In Zeichen X ~ Ex(\) Der Parameter \ charakterisiert die Verteilung.
Der Erwartungswert (Lebenserwartung) ist +.

@ Modell: X ist die Lebensdauer eines Objekts, das nicht altert.

@ Dichte, Verteil ion und
x(x) Ae™ ™
Fx(x) 1—e™
1
Ex) -
1
v = &
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Lebensdauerverteilungen |11

Betrachtet wird die ZufallsgroBe ,, Zeit bis zu einem Ereignis”, z.B. Tod,
Riickkehr aus Arbeitslosigkeit, Konkurs. Um den zeitlichen Aspekt (time)
zu betonen, wird die interessierende Zufallsvariable haufig mit T statt
mit X bezeichnet.

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 210

Dichte und Verteilungsfunktion

03
Ep)

B0l
02

o1
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Die Survivorfunktion und Hazardrate

Die Survivorfunktion einer Verteilung ist definiert durch:
S(x):=P(X > x)=1-F(x)
Die Hazardrate ist definiert durch:

P(x < X < x+hX>x)
B

A(x) == M})

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Zusammenhénge zwischen S, F und Hazard

Es gelten folgende Zusammenhange:

_
A= 50
S(x) = exp (7 A(u)du)
/
Fx) = 1—exp|— [ ANu)du
(- o)

f(x) = Ax)-S(x)

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Zur Interpretation der Hazardrate

Statistik I SoSe 2013

Teil 1: bedingte Wahrscheinlichkeit mit Argument {x < X < x + h}
(Tod zwischen den Zeitpunkten x und x + h)

Teil 2: bedingendes Ereignis {X > x}: Uberleben bis mindestens
zum Zeitpunkt x

Teil 3: Intensitét relativ zur GroBe des betrachteten Intervalls
[x,x + h] mit Breite h.

Teil 4: Grenzwert h gegen 0 betrachten, d.h. h sehr klein machen.
Insgesamt: grobe, anschauliche Deutung:

Risiko, im nachsten Moment zu , sterben”, wenn man bis zum
Zeitpunkt x ,iiberlebt” hat.

Beachte: A(-) ist keine Wahrscheinlichkeit, kann Werte zwischen 0
und unendlich annehmen.

Sehr anschauliches Instrument zur Beschreibung von
Lebensdauerverteilungen.

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 214

Beispiel: Warten auf den Bus

X ist die Zeit bis der Bus kommt (10 Minuten Takt).
Fiir x € (0;10) gilt:

Statistik Il SoSe 2013

£(x) 01
F(x) = 0.1x
S(x) = 1-0.1x=0.1%(10-x)
_ fg_ 1
M) = 56 T To—x
Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 216



Exponentialv. Hazardrate und Survivorfunktion

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Beispiele Weibullverteilungen

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Weibullverteilung

X ~ Wh(c,a)
@ Modell: Verteilung fiir Bruchfestigkeit von Materialien. Die
Verteilung ist auch durch ihre Hazardrate charakterisiert und wird
daher auch als Lebensdauerverteilung benutzt.

@ Dichte, Ver ion und M

o - el (2))
F(x) = 1- exp< - (2))
© Hazardrate -
()

Q@ Fiir c= 1 erhilt man die Exponentialverteilung

217 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fii Statistik, LMU) 218

Beispiel: Uberleben von Intensivpatienten

@ Studie in Kooperation mit W. Hartl (Klinikum GroBhadern)
@ 1462 Patienten, die mehr als 4 Tage auf der Intensivstation waren

@ Fragestellung: Wie ist der Risikoverlauf (Hazrad) fiir
Intensivpatienten

@ Wie lange dauert es bis die Hazarrate konstant wird 7

@ Modell mit Weibullverteilung in zwei Phasen

219 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 220



Schétzung des Verlaufs Beispiel: Mobilitdt in Betrieben

s
R - © J. Briiderl (1990): Mobilitatsprozesse in Betrieben
E H T | @ Personaldaten 1976-1984 der Arbeiter eines groBen siiddeutschen
£ Separmaal e i ekl Maschinenbauunternehmens
Ly part of the hazard function
§s ,'I @ Analyse von Zeitdauern bis zur Beférderung bzw. Verlassen des
. : Betriebs
g / day 196 = sarting point for
/ fong-term survival anaiysis
g 7'\—_\
. pa P P
survival time (days after ICU admission)
Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 2 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhof (Institut fir Statistik, LMU)
Das Honeymoon-Modell nach J. Briiderl Die Miinchener Griinderstudie

Hazardrate Aufstieg und Verlassen des Betriebs

1

é @ Briiderl/Preisendérfer/Ziegler (1996) Der Erfolg neugegriindeter
- Betriebe. Duncker & Humblot.
©
% @ Gewerbemeldedaten der IHK Miinchen/Oberbayern 1985/86
§ @ Miindliche Befi von 1.849 Unterneh iindern im Jahr
¢ 1990
3
=

o 2@ o E) 0w w w = s e

Monate Guraton in monins.

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 223 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)



Betriebliche Sterberaten

betriebliche Sterberate

Monate seit Grandung

Modellierung mit der Log-logistischen Verteilung

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 25
Das i.i.d.-Modell
Betrachtet werden diskrete oder stetige Zufallsvariablen Xj, ..., X,, die

i.i.d. (independently, identically distributed) sind, d.h. die

1) unabhéngig sind und
2) die gleiche Verteilung besitzen

Ferner sollen der Erwartungswert 1 und die Varianz o2 existieren. Die
Verteilungsfunktion werde mit F bezeichnet.

Dies bildet insbesondere die Situation ab in der X, ..., X, eine
Stichprobe eines Merkmals X bei einer einfachen Zufallsauswahl sind.

Beispiel:

X Einkommen, n Personen zufillig ausgewshlt

X1
Xz

Xa

Statistik Il SoSe 2013

Einkommen der  ersten  zufillig ausgewihlten Person
Einkommen der  zweiten zuféllig ausgewihlten Person
Einkommen der  n-ten  zufillig ausgewihlten Person

227

Helmut Kiichenhoff (Instit

Grenzwertsatze: Einfiihrung

Gerade in der Soziologie beobachtet man hiufig groBe
Stichprobenumfange.

© Was ist das Besondere daran?

@ Vereinfacht sich etwas und wenn ja was?

@ Kann man , Wahrscheinlichk keiten" durch
Betrachten vielfacher Wiederholungen erkennen?

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Stichprobenvariable

Jede Funktion von X, ...,
arithmetische Mittel oder die Stichprobenvarianz

Iyx o w-lyexy
i=1

i=1

X, ist wieder eine Zufallsvariable, z.B. das

Wabhrschei méglich = Wahr

anwenden

rechnung

0 Gerade bei diesen ZufallsgraBen ist die Abhangigkeit von n oft

wichtig, man schreibt dann X, 52
@ Sind Xi,..., X,

jeweils {0, 1}-Variablen, so ist X, gerade die

empirische relative Haufigkeit von Einsen in der Stichprobe vom

Umfang n. Notation: H,

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat
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Erwartungswert und Varianz von X,

X1, Xo, .., X, seien unabhingig und identisch verteilt.

X1, Xz, Xn iid.

Ist E(X;) = p und Var(X;) = 02, so gilt:

EXi+Xo+...+ X)) = np
Var(Xy + Xo + ...+ X,) = no®
1
1E<;(x,+x2+.“+xn)> = u
1 2
Vay<7(x,+xz+.”+x")> = Z
n n

Diese Eigenschaften bilden die Grundlage fiir die folgenden Satze

Statsk 1 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoft (nstitt i Statsik, LMU) 2
Simulationen
B H B L T eappee—
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Das schwache Gesetz der groBen Zahlen

Betrachte fiir wachsenden Stichprobenumfang n:

® Xi,.... X, iid.
© X; € {0,1} bindre Variablen mit 7 = P(X; = 1)
Beispiele: Pro/Contra, Kopf/Zahl, A tritt ein/A tritt nicht ein
@ H, = die relative Hiufigkeit der Einsen in den ersten n Versuchen.

relative T

Haufigkei wahrer Wert

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 230

Beobachtungen

@ Am Anfang sehr unterschiedlicher, unregelmiBiger Verlauf der

Pfade.

@ Mit wachsendem n pendeln sich die Pfade immer stirker um =

herum ein, d.h. mit wachsendem Stichprobenumfang konvergiert die
relative Haufigkeiten eines Ereignisses gegen seine
Wahrscheinlichkeit.

@ Formalisierung von 2.: Legt man sehr kleine Korridore/Intervalle um

, so ist bei sehr groBem n der Wert von H, fast sicher in diesem
Korridor.

Das Ereignis ,, Die relative Haufigkeit H,, liegt im Intervall der Breite
2¢ um m,, lasst sich schreiben als:

m—e< H, <m+e
—< H,—m <e
|Hp—7| <e

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 232



Theorem von Bernoulli

Seien X1, ..., X, i.i.d. mit X; € {0,1} und P(X; = 1) = m. Dann gilt fiir

1 &
o= Z X;
=)
(relative Haufigkeit der , Einsen®) und beliebig kleines € > 0
lim P(|H, — 7| <€) =1
n—oo

Anschauliche Interpretation: Die relative Haufigkeit eines Ereignisses
nahert sich praktisch sicher mit wachsender Versuchszahl an die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses an.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In

o Statti, LML)
Gesetz der groBen Zahl (allgemein)

Das Ergebnis lisst sich verallgemeinern auf Mittelwerte beliebiger
Zufallsvariablen:

Gegeben seien X X, i.i.d. Zufallsvariablen mit (existierendem)
Erwartungswert u und (existierender) Varianz o2. Dann gilt fiir

. 1<
Xoi= = ; Xi
und beliebiges ¢ > 0:
im P(1%, | <) =1
Schreibweise:
p A
(..Stochastische Konvergenz*“, , X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit

gegen ")

Statistik 1l SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit

Zwei wichtige Konsequenzen

1) Haufigkei iten:

P(A), die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A, kann man sich
vorstellen als Grenzwert der relativen Haufigkeit des Eintretens von A
in einer unendlichen Versuchsreihe identischer Wiederholungen eines
Zufallsexperiments.

pretation von

Induktion: Man kann dieses Ergebnis nutzen, um Information iiber
eine unbekannte Wahrscheinlichkeit (7 = Anteil in einer
Grundgesamtheit) zu erhalten.

Sei z.B. 7 der (unbekannte) Anteil der SPD Wihler, so ist die relative
Haufigkeit in der Stichprobe eine , gute Schitzung fiir 7. Je groBer
die Stichprobe ist, umso groBer ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
relative Haufigkeit sehr nahe beim wahren Anteil 7 ist.
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Konsequenz

@ Interpretation des Erwartungswerts: 1 kann in der Tat
interpretiert werden als Durchschnittswert in einer unendlichen
Folge von Wiederholungen des Zufallsexperiments

@ Spiele. Wenn ein Spiel mit negativem Erwartungswert haufig
gespielt wird, verliert man mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit (Grund
fiir Rentabilitit von Spielbanken und Wettbiiros)
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Die Verteilungsfunktion

Jetzt betrachten wir die empirische Verteilungsfunktion: In jedem Punkt
X ist Fp(x) vor der Stichprobe eine Zufallsvariable, also ist F, eine
zuféllige Funktion

Wie vergleicht man die zufillige Funktion F,(x) mit der Funktion F(x)?
Der Abstand hangt ja von dem Punkt x ab, in dem gemessen wird!

Idee: Maximaler Abstand
FXiXa(x) — Fi
max |F; (x) = F(x)|

Existiert nicht immer; formal muss man das sogenannte Supremum
betrachten.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In
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Interpretation

@ , Ertraglichkeitsschranke” ¢ vorgegeben. Wsk, dass maximaler
Abstand gréBer c ist geht fiir hinreichend groBes n gegen 0 =
iiberall kleiner Abstand. Man kann {D, > c} interpretieren als ,Die
Stichprobe fiihrt den Betrachter hinter das Licht.". Dann ist also die
Wahrscheinlichkeit mit hinreichend groBem n praktisch null

Anschaulich: Praktisch sicher spiegelt die empirische
Verteilungsfunktion einer unendlichen Stichprobe die wahre
Verteilungsfunktion wider.

Falls die Stichprobe groB genug ist, so wird letztendlich immer
representativ fiir die Grundgesamtheit, d.h. man kann
VerteilungsgesetzmaBigkeiten durch Beobachtungen erlernen

(grundlegend fiir die Statistik) — ,,Hauptsatz

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit

Hauptsatz der Statistik

Seien Xi,..., X, i.i.d. mit Verteilungsfunktion F und sei F,(x) die
empirische Verteilungsfunktion der ersten n Beobachtungen. Mit

Dy = sup|Fo(x) = F(x)],

gilt fiir jedes ¢ > 0
lim P(D,>c)=0.
n—o0
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Beispiele
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Der zentrale Grenzwertsatz |

@ Gibt es fiir groBe Stichprot
Verteilungstyp?

igkeiten im

@ Gibt es eine Standardverteilung, mit der man oft bei groBen
empirischen Untersuchungen rechnen kann?

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Standardisieren

Die Funktion kommt durch
zustande

und durch

mitteln
Dabei ist es wichtig, durch \/n (und nicht durch n) zu teilen.

XX
1y

— verliert sich; Var(}" X;) — oo

— Var (137 X) =0

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit

Der zentrale Grenzwertsatz |1

Seien Xy, ...,

X, ii.d. mit E(X;) = g und Var(X;) = 02 > 0 sowie

%(

Dann gilt: Z, ist asymptotisch standardnormalverteilt, in Zeichen:
Z, 2 N(0;1), d.h. es gilt fiir jedes z

1

z, 7

nhj‘x P(Z, < z) = ®(2).

Fiir die Eingangsfragen gilt also:

Ja, wenn man die Variablen geeignet mittelt und standardisiert, dann
kann man bei groBem n niherungsweise mit der Normalverteilung
rechnen. Dabei ist fiir festes n die Approximation umso besser, je
.symmetrischer" die urspriingliche Verteilung ist.
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Beispiele
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Anwendung des zentralen Grenzwertsatz auf X | Anwendung des zentralen Grenzwertsatz auf X |1

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt

GemiB dem Gesetz der groBen Zahlen weiB man: X, — s

) L N ; ) Yy Xi—
Fiir die Praxis ist es aber zudem wichtig, die konkreten Abweichungen bei T
groBem aber endlichem n zu quantifizieren, etwa zur Beantwortung _ N
folgender Fragen: nXyp—np  Xo—pt a
= T = ~N(0.1)
@ Gegeben eine Fehlermarge ¢ und Stichprobenumfang n: Wie groB ist Vn-o a/Vn
die Wahrscheinlichkeit, dass X héchstens um & von p abweicht? oder auch N
@ Gegeben eine Fehlermarge ¢ und eine X AN o
., Sicherheitswahrscheinlichkeit" v: Wie groB muss man n mindestens " # n)’
wihlen, damit mit mindestens Wahrscheinlichkeit v das 2 . . .
Stichprobenmittel hochstens um & von  abweicht - wird mit wachsendem n immer kleiner
(Stichprobenplanung)? * Schwankung im richtigen Wert (1)
* Ausschlige werden kleiner
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Approximation der Binomialverteilung | Approximation der Binomialverteilung Il
Sei X ~ B(n,m). Kann man die Verteilung von X approximieren?
. . . . Damit l3sst sich der zentrale Grenzwertsatz anwenden:
Hier hat man zunschst nur ein X. Der zentrale Grenzwertsatz gilt aber
fiir cine Summe vieler Glieder. ] 18 Yi—n 1Y Yi-nr
Idee: Schreibe X als Summe von biniren Zufallsvariablen NG 2 NN

X ist die Anzahl der Treffer in einer i.i.d. Folge Y1,...,Y, von
Einzelversuchen, wobei

LYi-nm a1

y — 1 Treffer
"7 0 kein Treffer und damit

Derselbe Trick wurde bei der Berechnung von Erwartungswerten
angewendet. so dass
Die Y; sind i.i.d. Zufallsvariablen mit Y; ~ Bin(1,7) und es gilt

X = Z Yi, E(Y)=m, Var(Y;)=m-(1-m). falls n groB genug.
=t
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Faustregeln

Es gibt verschiedene Faustregeln, ab wann diese Approximation gut ist,
z.B.
n-m>5und n-(1-7)>5

nor(l-m)>9

Wichtig: Ob die Approximation hinreichend genau ist, hiangt
insb dere vom subst: i tlichen Kontext ab

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Beispiel

Ein Politiker ist von einer gewissen umstrittenen MaBnahme iiberzeugt
und iiberlegt, ob es taktisch geschickt ist, zur Unterstiitzung der

Argumentation eine Mitgliederbefragung zu dem Thema durchzufiihren.

Er wihlt dazu 200 Mitglieder zuféllig aus und beschlieBt, eine

Mitgliederbefragung zu ,, riskieren*, falls er in der Stichprobe mindestens

52% Zustimmung erhilt.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe mindestens 52%
Zustimmung zu erhalten, obwohl der wahre Anteil nur 48% betrigt?

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Stetigkeitskorrektur

Durch die Approximation der di Binomialverteilung durch die
stetige Normalverteilung geht der diskrete Charakter verloren. Man erhilt
als Approximation P(X = x) & 0 fiir jedes x € N, was gerade fiir
mittleres n unerwiinscht ist.

Benutze deshalb

P(X <x)=P(X <x+0.5)
bei ganzzahligem x € N.

Man erhilt als bessere Approximation

P(ng)z@(

P(X:x)z@(x+0'57nﬁ> 7®<><—0.5—n7r)
nm(1—7) nr(1—7)

x+0.5—n7r>
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Lésung

@ X Anzahl der Ja-Stimmen
@ X ja/nein = Binomialmodell
@ X ~ B(n,m) mit n =200 und 7 = 48%

@ n-m=96und n-(1—7)=104: Faustregel erfiillt, die
Normalapproximation darf also let werden.

Gesucht: W'keit dass mind. 52%, also 104 Mitglieder, zustimmen, d.h

P(X >104) = 1-P(X <103)
Lo g XH05—mm,
B nr(l—m)

103.5 — 200 - 0.48
200 - 0.48(1 — 0.48)

= 1-®(1.06)

= 1-0.8554 =14.5%

1-o(
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Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Im Folgenden Besc auf den disk Fall und idi ional
Zufallsvariablen.
Vorstellung: Auswerten eines mehrdimensionalen Merkmals

X

Y
also z.B. w € Q, zufillig gezogene Person und damit X(w) und Y (w)
Auswertung der Merkmale jeweils an gerse/bsn Person.

= zweidimensionale Zufallsvariable ();f) (wie bei Zusammenhangsanalyse

in Statistik 1)
Das Hauptinteresse gilt (entsprechend der Kontingenztafel in Statistik I)
der gemeinsamen Verteilung

PUX =x}n{Y =y})

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Bedingte Verteilungen

PX =xly =y) = PEZ0Y=n)

P(Y =)
P(Y = yj|X = x) 7'7()(;;"72; %)

Stetiger Fall: Zufallsvariable mit zweidimensionaler Dichtefunktion
f(x,y):

Pla<X<bc<Y<d) :/b (/df(x,y)dy> dx

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Zweidimensionale Verteilungen

e X und

Betrachtet werden zwei eindi ionale diskrete Zufallsel

Iben Zufallsexperiment). Die Wahrschei

Y (zu d

P(X =x,Y = y) = P({X = x} N {Y = y3})

in Abhangigkeit von x; und y; heiBt gemeinsame Verteilung der
mehrdimensionalen Zufallsvariable () bzw. der Variablen X und Y.
Randwahrscheinlichkeiten:

Statistik Il SoSe 2013

Kovarianz

Definition

pie = P(X=x)=3 P(X=xY=y)

k
P = P(Y=y)=) P(X=x.Y=y)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen. Dann heiBt

oxy = Cov(X, ¥) =E((X ~ BQO)Y ~ E(Y)))

Kovarianz von X und Y.

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Rechenregeln

@ Cov(X,X) = Var(X)

e Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)-E(Y)

@ Cov(X,Y) = Cov(Y.X)

@ Mit X = axX + bx und ¥ = ay Y + by ist
Cov(X, V) = ax - ay - Cov(X, Y)

@ Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) +2- Cov(X, Y)

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Korrelationskoeffizient

Definition
Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y. Dann heiBt

Cov(X,Y)

PXY) = Var(X)+/Var(Y)

Korrelationskoeffizient von X und Y.

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Korrelation

Definition
Zwei Zufallsvariablen X und Y mit Cov(X,Y) = 0 heiBen unkorreliert.

@ Stochastisch unabhangige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die
Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht.

@ Vergleiche Statistik I: Kovarianz misst nur lineare Zusammenhange.
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Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten

® Mit X = axX + by und ¥ = ay Y + by ist
(X, V)| = 1p(X, V).

e —1<p(X,Y) <1

o [p(X,Y) =1 Y=aX+b

@ Sind Var(X) > 0 und Var(Y) >0, so gilt p(X,Y) = 0 genau dann,
wenn Cov(X,Y)=0.
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Beispiel: Chuck a Luck Berechnungen
X1 Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf 1 gesetzt wird.
Xs Gewinn, wenn beim ersten Wurf ein Einsatz auf 6 gesetzt wird

Kovarianz zwischen Xj und Xs:

(%) | P(X1 = x1, X6 = Xe) (%) | P(X1=x1, X6 = %)
6 1 = E(Xi-Xs) —50/216 = —0.23148
(-1,-1) 216 (=1.3) 316 Cov(Xy, Xs) —0.23148 — (—0.0787) - (—0.0787) = —0.23768
48 1
(-11) 216 (3.-1) 216 Xy und Xg sind negativ korreliert.
48 24
(1,-1) 516 (1.1) o6
12 3
(-1,2) 216 (1,2) 216
12 3
(2.-1) 276 (1.2) 216
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st UL Stttk ‘ STABLAB [ l Grundprinzipien der induktiven Statistik
Ziel: Reprisentati Schluss von einer
Stichprobe auf Eigenschaften der Grund heit, aus der sie stammt

@ Von Interesse sei ein Merkmal X in der Grundgesamtheit [0}
@ Ziehe eine Stichprobe (w1, ... ,wn) von Elementen aus € und werte
X jeweils aus.

@ Man erhilt Werte x, ..., x,. Diese sind Realisationen der i.i.d

@ statistische Inferenz

Zufallsvariablen oder Zuf:’-xllselemente Xiyooos Xp, wobei die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der X, ..., X, genau die
Haufigk hiltnisse in der Grund, heit wid |
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Statistische Inferenz

Ziel: Schliisse von Stichprobe auf Grundgesamtheit

Schliisse von Experiment auf allgemeines Phinomen

Zentrale Fragen:
@ Wie kann die Zufilligkeit in korrekter Weise beriicksichtigt werden?
@ Wann sind Ergebnisse in der Stichprobe zufallsbedingt?

@ Wie sind korrekte Schliisse méglich?

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In
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Voraussetzungen fiir das Anwenden statistischer Inferenz

@ Stichprobe sollte zufillig sein
@ Experimentelle Situation
@ Nicht nétig (geeignet) bei Vollerhebungen

@ Nicht geeignet bei Vollerhebungen mit geringem Riicklauf

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit 267

Inferenzprinzipien

@ Schitzen:
Von Interesse ist der Wert eines P
z.B. Mittelwert oder Anteil

in der Grund, heit

@ Punktschitzung: Angabe eines Wertes
a Intervallschitzung (Konfidenzintervall): Angabe eines
Bereiches, in dem der Wert mit hoher Sicherheit liegt

@ Testen (Signifikanztest):
Untersuchung, ob eine bestimmte Hypothese mit Hilfe der Daten
widerlegt werden kann
z.B. Gewisse Satzkonstruktionen fiihren zuschnellerer Reaktion
Beispiele:
@ Punktschatzung: z.B. wahrer Anteil 0.4751
@ Intervallschatzung: z.B. wahrer Anteil liegt zwischen 0.46 und 0.48

@ Hpothesentest: Die Annahme, der Anteil liegt hochstens bei 50%
kann nicht aufrecht erhalten werden
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Zentrale Fragestellung

Wie kommt man von Realisationen xq,. .., Xp von i.i.d. Zufallsvariablen

Xi...., X, auf die Verteilung der X;?

@ Dazu nimmt man hdufig an, man kenne den Grundtyp der Verteilung
der Xi,...,X,. Unbekannt seien nur einzelne Parameter davon.
Beispiel: X; sei normalverteilt, unbekannt seien nur 1, 0%
= parametrische Verteilungsannahme (meist im Folgenden)

Alternativ: Verteilungstyp nicht oder nur schwach festgelegt (z.B.
symmetrische Verteilung)

== nichtparametrische Modelle

Klarerweise gilt im Allgemeinen (generelles Problem bei der
Modellierung): Parametrische Modelle liefern schirfere Aussagen —
wenn ihre Annahmen zutreffen. Wenn ihre Annahmen nicht
zutreffen, dann existiert die groBe Gefahr von Fehlschliissen.
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Punktschétzung

Beispiel:
Parameter:  Mittelwert der taglichen Fernsehdauer von Jugendlichen
in Deutschland
Schitzung:  Mittelwert der Fernsehdauer in der Stichprobe

oder: Median aus der Stichprobe?
oder: Mittelwert ohne groBten und kleinsten Wert?

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In
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Beispiel 2: Wiirfeln mit potentiell gefdlschtem Wiirfel

Wie groB ist der Erwartungswert beim Wiirfeln mit potentiell gefilschtem
Wiirfel?

Ziehe Stichprobe und berechne Mittelwert X
X liefert plausible Schitzung fiir den wahren (theoretischen) Mittelwert.

Simulation mit R

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit

Beispiel 1: Schatzer X

Grundgesamtheit

1 4 5
130 131 132 140 142
Wahrer Wert: 1.35

Ziehe Stichprobe vom Umfang n=2 und berechne X

S [ S X P

1 2 | 1305 | 01

1 3 | 1310 | 0.1

1 4 [ 1350 | 0.1

1 5 | 1360 | 0.1

2 3 | 1315 | 0.1 . Pech®

2 4 [ 1355 | 0.1

2 5 | 1365 | 0.1

3 4 | 1.360 | 0.1

3 5 | 1370 [ 0.1

4 5 1.410 | 0.1
Statioti Il SoSe 2013 Helmat Kichenhalt (nsitt fr Statsik, LMU) 20
Punktschétzung

Beachte: Auswahl zufillig = Schitzung zufillig

Die Merkmale der gezogenen n Einheiten sind also ZufallsgréBen.

Bezeichnung: Xi,..., X,

Wird der Parameter einer Merkmalsverteilung durch eine Funktion
der ZufallsgréBen Xi, ..., X, der Stichprobe geschitzt, so spricht
man bei diesem Vorgang von Punktschitzung.

Die dabei benutzte Funktion wird auch Schéatzfunktion,
Schitzstatistik oder kurz Schitzer genannt
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Schéatzfunktionen

Definition

Sei Xi, ..., X, i.i.d. Stichprobe. Eine Funktion
T=g(Xt, ... Xn)

heiBt Schatzer oder Schatzfunktion.

Inhaltlich ist g(-) eine Auswertungsregel der Stichprobe:

. Welche Werte sich auch in der Stichprobe ergeben, ich wende das durch
g(-) beschriebene Verfahren auf sie an.(z.B. Mittelwert)"

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

73
Beispiele fiir Schatzfunktionen Il
@ GroBter Stichprobenwert:
Xy = 8(X,.., Xa) = max X;
=100
@ Kleinster Stichprobenwert:
Xoy=g(X..-.. X)) = min X;
Statistik 1l SoSe 2013
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Beispiele fiir Schatzfunktionen |

@ Arithmetisches Mittel der Stichprobe:

Fiir binire, dummy-kodierte X; ist X auch die relative Hiufigkeit
des Auftretens von , X; = 1" in der Stichprobe

@ Stichprobenvarianz:

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Qualitatsmerkmal eines Schitzers

Erwartungstreue, Bias:
Gegeben sei eine Stichprobe Xi, ..., X, und eine Schatzfunktion
T=g(X,..., X,) (mit existierendem Erwartungswert).

o T heiBt erwartungstreu fiir den Parameter 1), falls gilt

Ey(T)=1
fiir alle .
@ Die GroBe
Biasy(T) = Eo(T) — ¥
heiBt Bias (oder Verzerrung) der Schitzfunktion. Erwartungstreue

Schitzfunktionen haben per Definition einen Bias von 0.

Man schreibt E4(T) und Biasy(T), um deutlich zu machen, dass die
GroBen von dem wahren 1) abhingen.
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Bias und Erwartungstreue fiir X

Das arithmetische Mittel X =1 577 | X; ist erwartungstreu fiir den
Mittelwert p einer Grundgesamtheit

Aus Xi, ..., X, iid. und B, (%) = E,(Xo) = ... = pu folgt:

EX) =

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Bias und Erwartungstreue fiir 52

Fiir die korrigierte Stichprobenvarianz hingegen gilt:

E,2(5?)

Also ist S? erwartungstreu fiir 2. Diese Eigenschaft ist auch die
Motivation fiir die Korrektur der Stichprobenvarianz.

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Bias und Erwartungstreue fiir 52

Sei o2 die Varianz in der Grundgesamtheit. Es gilt

B, (5%) =

also ist 52 nicht erwartungstreu fiir o2.

B 1 1
Bias,2(52) = = P

(Fiir n — oo geht Bias,2(5?) gegen 0, 52 ist , asymptotisch
erwartungstreu".)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 278

Nichtlineare Funktionen

Vorsicht: Im Allgemeinen gilt fiir beliebige, nichtlineare Funktionen g
Eg(X) # g(E(X))-
Man kann also nicht einfach z.B. /" und E vertauschen. In der Tat gilt:

52 ist zwar erwartungstreu fiir o2, aber v/S2 ist nicht erwartungstreu fiir
7 _
02 =o.
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Wahlumfrage Anteil als erwartungstreuer Schiatzer

Gegeben sei eine Stichprobe der wahlberechtigten Bundesbiirger. Geben
Sie einen erwartungstreuen Schitzer des Anteils der rot-griin Wahler an.

Grundgesamtheit: Dichotomes Merkmal Aus den Uberlegungen zum arithmetischen Mittel folgt, dass

%_ 1 rot/griin: ja
~ 10 rot/griin: nein

Der Mittelwert 7 von X ist der Anteil der rot/griin-Wihler in der

7 ein erwartungstreuer Schatzer fiir den hier betrachteten Parameter 7 ist
Grundgesamtheit.

Also verwendet man die relative Haufigkeit in der Stichprobe, um den
Stichprobe X1, ..., X, vom Umfang n: wahren Anteil 7 in der Grundgesamtheit zu schitzen

X 1 i-te Person wiahlt rot/griin
"7 10 sonst

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In
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Bedeutung der Erwartungstreue Effizienz |

Beispiel Wahlumfrage
Erwartungstreue ist ein schwaches Kriterium! . R N .
Gegeben sind zwei erwartungstreue Schitzer (n sei gerade):

Betrachte die offensichtlich unsinnige Schatzfunktion

I
o= -3 X
T2 =g(X1...., Xn) = X1, n ;
2
d.h. T, = 100%, falls der erste Befragte rot-griin wihlt und 7> = 0% I = 1 o X
sonst. ) Zl i
Die Schatzfunktion ignoriert fast alle Daten, ist aber erwartungtreu: =
E(T>) = E(X)) = 1 Was unterscheidet formal T; von dem unsinnigen Schitzer T, der die in
der Stichprobe enthaltene Information nicht vollstindig ausnutzt?
Deshalb betrachtet man zusitzlich die Effizienz eines Schitzers Vergleiche die Schitzer iiber ihre Varianz, nicht nur iiber den
Erwartungswert!
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Effizienz 11

Wenn n so groB ist, dass der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden
kann, dann gilt approximativ

n

Sxi-m ZX,*WW

1 i=1 = =
Vi \/r(1—n)
und damit

Statistik 11 SoSe 2013

Effizienz IV

Helmut Kiichenhoft (In

itut fir Statistik, LMU)

Ein erwartungstreuer Schatzer ist umso besser, je kleiner seine Varianz ist.

Var(T) = Erwartete quadratische Abweichung von T von E(T)
)

Je kleiner die Varianz, umso mehr konzentriert sich die Verteilung eines
erwartungstreuen Schitzers um den wahren Wert.

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit

Effizienz 1l

Analog kann man zeigen:

n/2

TQ:$§)<,~N(«.W(+/’Z”)).

Ty und T sind approximativ normalverteilt, wobei T eine deutlich
kleinere Varianz als T, hat.

Ti1 und T treffen beide im Durchschnitt den richtigen Wert . Ty
schwankt aber weniger um das wahre T, ist also ,,im Durchschnitt

genauer".
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Beste Schiatzer

@ Gegeben seien zwei erwartungstreue Schitzfunktionen Ty und Ty
fiir einen Parameter 4. Gilt

Vary(Ty) < Vary(T>) fiir alle ¢

und
Vary-(Ty) < Vary-(T) fiir mindestens ein 9*
so heiBt Ty effizienter als T,.

@ Eine fiir ¢ erwartungstreue Schitzfunktion T heiBt
UMVU-Schitzfunktion fiir 9 (uniformly minimum variance
unbiased), falls

Vary(T) < Vary(T")

fiir alle ¥ und fiir alle erwartungstreuen Schitzfunktionen T*.
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UMVU-Schéatzer Verzerrte Schatzer

o Ist Xy,..., X, mit X; € {0.1} eine i.i.d. Stichprobe mit

o Inhaltliche Bemerkung: Der (tiefere) Sinn von Optimalititskriterien o },( o ;)m;am" iit{ e }ref:t’fve' Haut g'ie‘?’t“}f m
wird Klassischerweise insbesondere auch in der Gewshrleistung von vt il
Objektivitit gesehen :

o Ist Xi,..., X, eine i.id. Stichprobe mit X; ~ N(z, 02), dann st

a X UMVU-Schitzfunktion fiir 2 und
o 52 UMVU-Schitzfunktion fiir o2.

@ Bei nicht erwartungstreuen Schitzern macht es keinen Sinn, sich
ausschlieBlich auf die Varianz zu konzentrieren.

© Z.B. hat der unsinnige Schitzer T = g(Xi,..., X,) = 42, der die
Stichprobe nicht beachtet, Varianz 0.
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MSE Asymptotische Erwartungstreue

* Eine Schitzfunktion heiBt asymptotisch erwartungstreu, falls
Man zieht dann den sogenannten Mean Squared Error

lim E(f) =6
MSE,(T) = Eg(T — 9)° e
bzw.
zur Beurteilung heran. Es gilt lim Bias((;) —0
n—00
MSE(T) = Vary(T) + (Biasy(T))>. gelten.

Der MSE kann als Kompromiss zwischen zwei Auffassungen von * Abschwichung des Begriffs der Erwartungstreue: Gilt nur noch bei
Prazision gesehen werden: maglichst geringe systematische Verzerrung einer unendlich groBen Stichprobe.

(Bias) und méglichst geringe Schwankung (Varianz). * Erwartungstreue Schitzer sind auch asymptotisch erwartungstreu.

*

Sowohl $2 als auch 52 sind asymptotisch erwartungstreu

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 201 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 202



Konsistenz

@ Fiir komplexere Modelle ist oft die Erwartungstreue der Verfahren
ein zu restriktives Kriterium. Man fordert deshalb oft nur, dass sich
der Schitzer wenigstens fiir groBe Stichproben gut verhilt. Hierzu
gibt es v.a. zwei verwandte aber , etwas" unterschiedliche Kriterien

@ Ein Schétzer heiBt (MSE-)konsistent oder konsistent im
quadratischen Mittel, wenn gilt

lim (MSE(T)) = 0.
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Maximum-Likelihood—Prinzip |

Sie wissen als Wirt, dass heute die Lokalparteien ihre Busausfliige
unternehmen: Es werden Busse mit je 100 Personen von der jeweiliger
Partei organisiert.

@ Bus |: 85% Partei A, 15% Partei B

@ Bus II: 15% Partei A, 85% Partei B

Bus fahrt vor, anhand Stichprobe ermitteln, ob Bild von ... von der

Wand genommen werden soll oder nicht.
Stichprobe von 10 Personen ergibt 80% Anhanger der Partei A.

@ Welche Partei: wohl A, aber B nicht ausgeschlossen bei
ungliicklicher Auswahl.

@ Warum: A ist plausibler, da die Wahrscheinlichkeit, ungefahr den in
der Stichprobe beobachteten Wert zu erhalten (bzw. erhalten zu
haben) bei Bus | wesentlich groBer ist als bei Bus Il

205
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Konsistenz von X

Der MSE von X ist gegeben durch

MSE(X) = Var(X) + Bias*(X) =

X ist also ein MSE-konsistente Schiter fiir den Erwartungswert
Anschaulich bedeutet die Konsistenz, dass sich die Verteilung des
Schitzers fiir wachsenden Stichprobenumfang n immer starker beim
richtigen Wert ,,zusammenzieht". Er trifft also fiir unendlich groBe
Stichproben praktische sicher den wahren Wert. (Dies gilt als eine
Minimal. derung an statistische Verfahren.)

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Maximum-Likelihood—Prinzip 11

Aufgabe: Schitze den Parameter 1) eines parametrischen Modells anhand
einer i.i.d. Stichprobe Xy, ..., X, mit der konkreten Realisation xy, ..., Xp.

Idee der Maximium-Likelihood (ML) Schitzung fiir diskrete Verteilungen:

@ Man kann fiir jedes ¥ die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, genau die
Stichprobe x1, ..., x, zu erhalten:

Py(X1 = x1, X2 = Xa,...

=JIPatxi=x)
i1

o Je groBer fiir ein b o die Wahrschei it ist, die
konkrete Stichprobe erhalten zu haben, umso plausibler ist es, dass
tatsichlich Jo der wahre Wert ist (gute Ubereinstimmung zwischen
Modell und Daten).
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Maximum-Likelihood—Prinzip: Beispiel Wabhrscheinlichkeit fiir einige Werte von 7

0.1 0.0000000000001
0.2 0.0000000227200
0.3 0.0000040425220

T P(Xi=6,..., X = 47)

Li.d. Stichprobe vom Umfang n =5 aus einer B(10, 7)-Verteilung:

6 5 3 4 4 0.4 0.0003025481000

0.5  0.0002487367000

Wahrscheinlichkeit der Stichprobe fiir gegebenes 7: 0.6 0.0000026561150

0.7 0.0000000250490

P =6..... X5 =4l[r) = P(Xi=6|[r)-...-P(Xs = 4[|r) 0.8 0.0000000000055

_ <1:) ALy (1“0) 21— ). 0.9 0.0000000000000
. P(....||m) Wahrscheinlichkeit, wenn 7 der wahre Parameter ist" Man nennt daher L(1)) = Py(X; = x1..... X, = X,), nun als Funktion
von ¥ gesehen, die Likelihood (deutsch: Plausibilitit, MutmaBlichkeit)

von 12 gegeben die Realisation xq, ..., Xp. Derjenige Wert

U =0(x1,..., ), der L(1}) maximiert, heiBt
Maximum-Likelihood-Schatzwert; die zugehdrige Schitzfunktion

T(X1,. .y Xn) Maximum-Likelihood-Schatzer
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Py(X1 = x1,..., Xo = %) Definition Maximum Likelihood
@ Deduktiv (Wahrscheinlichkeitsrechnung):  bekannt, xy, . . ., x,
2uféllig (, unbekannt™) L _ BT ’
Gegeb die Realisation xq,..., .i.d. Stichprobe. Di
o Induktiv (Statistik): 0 unbekannt, 1, .., xy bekannt. P o <ot Sy Trealsatlon ...y €ler LLC. Stchprobe. ie
n
TIPo(Xi = x) falls X; diskret
Deduktiv Induktiv L) ={ 75
=917
o H fo(xi) falls X; stetig.
geg: Parameter bekannt ges: Plausibilitit des Parameters ey
Po(Xa =x, .., Po(Xy = X1, Xo = xn) heiBt Likelihood des Parameters ¥ bei der Beobachtung xi, ..., Xp.
E:in?etg:":/%n Xa-ees Xn Egi"}(etsl?:r:z?ﬁ' X Derjenige Wert = :.‘7(x1,. ., Xn), der L(1}) maximiert, heiBt
Maximum-Likelihood-Schatzwert; die zugehdrige Schatzfunktion
T(Xi.....X,) Maximum-Likelihood-Schatzer.
ges: Wskt von Beobachtungen geg: Beobachtung bekannt

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 299 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 300



Likelihood bei stetige Verteilungen

@ In diesem Fall verwendet man die Dichte

als MaB fiir die Plausibilitat von ).

@ Fiir die praktische Berechnung maximiert man statt der Likelihood
typischerweise die Log-Likelihood

1(9) = In(L(¥)) = In H Py(Xi = x) = Z In Py(X; = ;)
i=1 i=1
bzw.

1) =0 TAle) = 3 mfo).
i=1

i=1
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ML Schatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung 11

@ Bestimme die Likelihoodfunktion

L(r) = POXG=x,...

i1
n n
X n— z Xi
= miml (1—q) =1
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ML Schéatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung |

{1 falls Rot/Griin
X =
0 sonst
Verteilung der X;: Binomialverteilung B(1,7) (Bernoulliverteilung)
P(Xi=1) = =
P(Xi=0) = 1-7
PXi=x) = - (1-7)', xe{0;1}.

Hier ist 7 der unbekannte Parameter, der allgemeine mit 1) bezeichnet
wird.
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ML Schitzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung 111

@ Berechne die logarithmierte Likelihoodfunktion

I(7) = In(P(Xa = x1,-.. Xo = xa)) = _ xiIn(m)+(n—_ x)-In(1-7)
i=1

i=1

1-m

(1)
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ML Schatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung IV ML Schéatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung V

© Berechnung des ML-Schitzers durch Nullsetzen der abgeleiteten
Loglikelihoodfunktion

@ Bemerkung zur Loglikelihood on
Der Logarithmus ist streng monoton wachsend. Allgemein gilt fiir
streng monoton wachsende Funktionen g: xp Stelle des Maximums
von L(x) <= X auch Stelle des Maximums von g(L(x)).

also

Also ist X der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir .

Statiste 11 SoSo 2013 Helmut Kichenhaft (nstitut fir Staisti, LMU) 205 Staistk 11 SoSe 2013 Helmut Kichenhalt (nstitut (o Statsti, LMU)
ML-Schatzung bei Normalverteilung | ML-Schitzung bei Normalverteilung 11
© Bestimme die Likelihoodfunktion
1 2
L) H f a7 P =553 (0 = H) o Ableiten und Nullsetzen der Loglikelihoodfunktion
1 1 <& 0l(y, 02) 1 u
. o - i Ut P . ) —
275 (02)E & < 2 Z xi=h) ) o 2? -Z(X
) ) o ) Mp,o®)
@ Bestimme die Log:Likelihoodfunktion e = 2 a? + s ”2 o Z
I(,0%) = In(L(p.0%)
n n 1 &
In(1) ~ 5 In(2m) - 3 In(0?) — EZ(X, —n)?
i=1
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ML-Schiatzung bei Normalverteilung

@ Auflésen der beiden Gleichungen nach p und o
Aus der ersten Gleichung erhalten wir

n
Zx,—nu:O also  fi=X.
-1

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir durch Einsetzen von fi = X

also
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Einige allgemeine Eigenschaften von ML-Schatzern

@ ML-Schitzer f sind im Allgemeinen nicht erwartungstreu.
@ ML-Schitzer f sind asymptotisch erwartungstreu.

@ ML-Schtzer 0 sind konsistent (und meist in einem asymptotischen
Sinne effizient).

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 31

Fazit

@ Der ML-Schitzer ji = X fiir u stimmt mit dem iiblichen Schitzer
fiir den Erwartungswert iiberein.

@ Der ML-Schitzer 62 = 52 fiir o ist verzerrt, d.h. nicht
erwartungstreu.
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Intervallschdtzung: Motivation und Hinfiihrung

Der wahre Anteil der rot-griin Wahler 2009 war genau 33.7%. Wie groB
ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Zufallsstichprobe von 1000 Personen

genau einen relativen Anteil von 33.7% von rot-griin Anhiangern erhalten
zu haben?

{1. rot/griin

0, sonst
1) = 7=0337

n
X = 3" Xi~ B(n,7) mit n=1000

i=1
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Punktschatzer

P(X=337) = (") (L)
x
1
= 30;0 -0.337%%7 . (1 - 0.337)%%
= 0.02668164

D.h., mit Wahrscheinlichkeit von etwa 97.3%, verfehlt der Schitzer den
wahren Wert.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Symmetrische Intervallschitzung
Basierend auf einer Schitzfunktion T = g(Xy,..., X,) sucht man:
I(T)=[T-aT+3

»Trade off* bei der Wahl von a:

@ Je groBer man a wihlt, also je breiter man das Intervall /(T) macht,

@ umso groBer ist die Wahrscheinlichkeit, dass /(T) den wahren Wert
iiberdeckt,

@ aber umso weniger aussagekraftig ist dann die Schitzung.

Extremfall im Wahlbeispiel: /(T) = [0, 1] iiberdeckt sicher 7, macht aber
eine wertlose Aussage

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Konsequenzen

@ Insbesondere Vorsicht bei der Interpretation , knapper Ergebnisse”
(z.B. Anteil 50.2%)

@ Suche Schitzer mit méglichst kleiner Varianz, um ,,im Durchschnitt
moglichst nahe dran zu sein*

@ Es ist hiufig auch gar nicht nétig, sich genau auf einen Wert
festzulegen. Oft reicht die Angabe eines Intervalls, von dem man
hofft, dass es den wahren Wert iiberdeckt: Intervallschitzung
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Typisches Vorgehen

© Man gebe sich durch inhaltliche Uberlegungen einen Sicherheitsgrad
(Konfidenzniveau) ~y vor.

@ Dann konstruiert man das Intervall so, dass es mindestens mit der
Wahrscheinlichkeit  den wahren Parameter iiberdeckt.
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Definition von Konfidenzintervallen

Definition
Gegeben sei eine i.i.d. Stichprobe Xi, ..., Xp zur Schitzung eines
Parameters 1) und eine Zahl v € (0;1). Ein zufalliges Intervall

A% 0505 X) heiBt K vall zum Sicherheit d
(Konfidenzniveau ), falls fiir jedes ¥ gilt:
Py(We C(Xi,....Xn) )=>1.
S
zufilliges Intervall
Die Wahrscheinlichkeitsaussage bezieht sich auf das Ereignis, dass das
zuféllige Intervall den festen, wahren Parameter iiberdeckt. Streng
genommen darf man im objektivistischen Verstandnis von
Wabhrscheinlichkeit nicht von der Wahrscheinlichkeit sprechen, ,,dass ¥ in

dem Intervall liegt", da ¥ nicht zufillig ist und somit keine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung besitzt.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 317

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
(normalverteiltes Merkmal, Varianz bekannt)

Xisos X, i.i.d. Stichprobe gemaB X; ~ N(y, 02), wobei 0% bekannt sei

@ Starte mit der Verteilung von X:

X ~ N(u, 02 /n).

@ Dann erfiillt

X —pu

o

z

-v/n~N(0; 1)
die obigen Bedingungen an eine PivotgréBe.

© Bestimme jetzt einen Bereich [—z, 2], wobei z so gewahlt sei, dass

P(Zel-z2) =7
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Konstruktion von Konfidenzintervallen

Praktische Vorgehensweise: Suche Zufallsvariable Zy, die
@ den gesuchten Parameter ¥ enthlt und

o deren Verteilung aber nicht mehr von dem Parameter abhingt,
(,PivotgréBe”, dt. Angelpunkt).

© Dann wahle den Bereich C; so, dass Py(Zy € Cz) = v und

@ lése nach 9 auf.
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Kl-Bestimmung Strategie

Bestimmung von z:

1.
P(Zel-zz)=y < PZ>z)= Tj
beziehungsweise
1-4 2-1 1414
P(z<z)—1-tz0_271%n 149
2 2 2
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Wichtige Quantile der NV

Die GréBe z heiBt das 1—‘2"—Quantil und wird mit Z1a bezeichnet.

= 90% 1;7 =05% 2005 =165
144
95% ; L —97.5% 20075 = 1.96
1
5 =99% % —99.5% 20005 = 2.58

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

K1 fiir Mittelwert (NV mit bekanntem o)

Damit ergibt sich:

Konfi intervall fiir ;2 bei b Varianz

Statistik 1l SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Herleitung KiI

-
P(—zu%sZ,LSZUJ)—PCzus “-ﬁgz,.,) .

5
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Eigenschaften

Je gréBer o, desto groBer das Intervall!

(GréBeres o = Grundgesamtheit beziiglich des betrachteten
Merkmals heterogener, also groBere Streuung von X = ungenauere
Aussagen.)

Je groBer 9, desto groBer iz
(Je mehr Sicherheit/Vorsicht desto breiter das Intervall)

Je gréBer n und damit \/n, desto schmaler ist das Intervall

(Je gréBer der Stichprobenumfang ist, desto genauer!)

Aufpassen, die Genauigkeit nimmt nur mit \/n zu. Halbierung des
Intervalls, Vervierfachung des Stichprobenumfangs.

Kann man zur Stichprobenplanung verwenden!
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Konfidenzintervall fiir den Mittelwert t-Verteilung
(normalverteiltes Merkmal, Varianz unbekannt)

Neben dem Erwartungswert ist auch o2 unbekannt und muss

entsprechend durch den UMVU-Schitzer Definition
" Gegeben sei eine i.i.d. Stichprobe X1, ..., X, mit X; ~ N (u,a?). Dann
Z(X - Xy heiBt die Verteilung von
i )
i1 o
X—p
Z= -v/n
(mit S = v/52) geschatzt werden. Allerdings ist S
X—a t-Verteilung (oder Student-Verteilung) mit v = n — 1 Freiheitsgraden.
Z="5—Vn In Zeichen: Z ~ t(v).

jetzt nicht mehr normalverteilt, denn S ist zufillig.

— Wir fiihren deshalb ein neues Verteilungsmodell ein.

Statstk 1 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoft (insttut fir Statstik, LMU) a2 Statistk I SoSe 2013 Helmut Kiichenhalf (Insttut i Statstik, LMU) 26
Dichte einer t-Verteilung Eigenschaften t-Verteilung

Die Dichte einer t-Verteilung ist der Dichte der Standardnormalverteilung
sehr dhnlich: Sie ist auch symmetrisch um 0, besitzt aber etwas hohere
Dichte fiir extreme Werte (,,schwerere Enden").

@ Je groBer v ist, umso dhnlicher sind sich die t(v)-Verteilung und die
Standardnormalverteilung.

o Fiir v — oo sind sie gleich.
o Ab v = 30 gilt der Unterschied als vernachlassigbar.

@ Je groBer n, desto geringer ist der Unterschied zwischen 52 und o2
und damit zwischen X—S‘iﬁ und X—nkﬁ

Dichten von t-Verteilungen fiir
v=1(—),=2(-), =5 (---) und = 20 (——) Freiheitsgrade.

Unsicherheit durch zusatzliche Schitzung von o ldsst Daten starker
schwanken.
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Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau Eigenschaften

Ausgehend von

e X o
P (—r‘.g" <Stvas rﬁﬁ") =5 o Es gelten analoge Aussagen zum Stichprobenumfang und
Konfidenzniveau wie bei bekannter Varianz.
wie im Beispiel mit bekannter Varianz nach 41 auflsen (mit S statt o) o Fiir jedes v (und jedes 1) gilt
(‘nfl) .S tiy > Ziy
2 > 2

t

PX-
also ist das t-Verteilungs-Konfidenzintervall (etwas) breiter.
Hintergrund: Da o2 unbekannt ist, muss es geschitzt werden. Dies
fiihrt zu etwas groBerer Ungenauigkeit.
Konfi i vall fiir ;1 bei unb Varianz @ Je groBer v, umso kleiner ist der Unterschied. Fiir n > 30 rechnet
man einfach auch bei der t-Verteilung mit Z1n

Damit ergibt sich:
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Beispiel Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Beispiel Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau v

Eine Maschine fiillt Gummibarchen in Tiiten ab, die laut Aufdruck 250g
Fiillgewicht versprechen. Wir nehmen im folgenden an, dass das
Fiillgewicht normalverteilt ist. Bei 16 zufillig aus der Produktion
herausgegriffenen Tiiten wird ein mittleres Fiillgewicht von 245g und eine
Stichprobenstreuung (Standardabweichung) von 10g festgestellt. o 16 Tiiten gezogen = n = 16.
@ Mittleres Fiillgewicht in der Stichprobe: X = 245g.

o Fiillgewicht normalverteilt. (12 = 250g nicht benétigt)

a) Berechnen Sie ein Konfidenzintervall fiir das mittlere Fiillgewicht zum
Sicherheitsniveau von 95%.

b) Wenn lhnen zusatzlich bekannt wiirde, dass die Stichprobenstreuung
gleich der tatsichlichen Streuung ist, ware dann das unter a) zu
berechnende Konfidenzintervall fiir das mittlere Fiillgewicht breiter
oder schmiler? Begriinden Sie ihre Antwort ohne Rechnung.

@ Stichprobenstreuung: s = 10g.

332
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Beispiel Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau ~ Beispiel Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau ~

a) Konstruktion des Konfidenzintervalls:

o Da die Varianz o2 unbekannt ist, muss das Konfidenzintervall b) Jetzt sei o? bekannt.

basierend auf der t-Verteilung konstruiert werden: o Dann kann man mit dem Normalverteilungs-Intervall rechnen

X s (n— 1) %}

Aus dem Sicherheitsniveau = 0.95 errechnet sich Da jetzt o bekannt, ist die Unsicherheit geringer und damit

5 = 0975, das Konfidenzintervall schmaler
Nachschauen in t-Tabelle bei 0.975 und 15 Freiheitsgraden o In der Tat ist zie < tiis.
Xeu = : P . . L5
(T = Zgty/mist t-verteilt mit n-1 Freiheitsgeraden) liefert o Rechnerisch ergibt sich mit zi.. = 1.96 das Konfidenzintervall
to.975 = 2.13. z
o Einsetzen liefert damit [240.100; 249.900]

10
[245 + 213 - 7] = [230.675;250.325)]
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Approximative Konfidenzintervalle Approximatives Konfidenzintervall fiir einen Anteil
Gesucht: Konfidenzintervall fiir den Anteilswert p = P(X = 1) einer

Ist der Stichprobenumfang groB genug, so kann wegen des zentralen Bernoulli-ZufallsgroBe X

Grenzwertsatzes das Normalverteilungs-Konfidenzintervall auf den @ Xi,...,X, iid. Stichprobe
Erwartungswert beliebiger Merkmale (mit existierender Varianz)

angewendet werden. Man erhilt approximative Konfidenzintervalle, die
meist auch der Berechnung mit Software zugrundeliegen. @ vorgegebenes Sicherheitsniveau 7 (,,gamma”")

@ n hinreichend groB (Faustregel n > 30)

pproximatives Konfidenzintervall

iir den Mittelwert (n groB)

pproximatives Konfidenzintervall fiir =
e 3]
n

% wird als Standardfehler (Standard error) bezeichnet.

R = Anteil aus der Stichprobe

21 st das 232-Quantil der Standardnormalverteilung.
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Beispiel: Wahlumfrage

@ Gegeben:

—1.96
0.465(1 — 0.465)
= [0.465+1.96. ) 2
{ 500
— [0.421;0508]
Statsk 1 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoft (nstitt i Statsik, LMU) 37

Bestimmung des Stichprobenumfangs fiir die Anteilsschdtzung

@ Genauigkeit ist inhaltlich vorzugeben

@ Je genauer und sicherer, desto gréBer muss der Stichprobenumfang
sein

© Genauigkeit: Halbe Lange g des Konfidenzintervalls

@ Gib Konfidenzniveau (oft 95%) vor und bestimme n so, dass g
kleiner ist als bestimmter Wert
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Inhaltliche Bemerkung (Beispiel: Wahlumfrage)

© Man beachte die relativ groBe Breite, trotz immerhin mittelgroBer
Stichprobe

® Zum Sicherheitsniveau 95% ist keine eindeutige Aussage iiber die
Mehrheitsverhiltnisse moglich. Beriicksichtigen, wenn man iiber
Wahlumfrage urteilt

@ In der Praxis sind aber Wahlumfragen etwas genauer, da man
Zusatzinformation verwendet (insbesondere auch friihere
Wahlergebnisse). ,, Gebundene Hochrechnung*
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Konkrete Umsetzung

~:  Konfidenzniveau
g Genauigkeit

> 5
g = g

Auflésen nach n:
Beachte: R(1 —

R) <0.25
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Beispiel: Stichprobenplanung bei Anteilsschdtzung

Gegeben:
@ Konfidenzniveau: 0.05

@ Genauigkeit: 10%

Bestimmung von n:

1

= WI,QBQ -0.25 = 96.04

1

n> ?z%a -R(1-R)
Beachte: R(1— R) < 0.25
Also sollten ca. 100 Personen befragt werden.

Bei g = 5% ergibt sich n = 385
Bei g = 1% ergibt sich n = 9604

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Konfidenzintervall fiir die Differenz von Mittelwerten
(unabhéngige Stichproben)

Unterschied der Mittelwerte zwischen zwei Gruppen jux — puy

@ Zwei inander stochastisch bhingige Stichproben
o Daten aus Gruppe 1: Xi,..., X, X; iid.
o Daten aus Gruppe 2: Y1,..., Yo, Yjiid.

@ Stichprobenumfinge hinreichend groB (n > 30, m > 30)
@ Schitzung: X — ¥ = 1320, X, - £ Y;

Approximatives Kl fiir Differenz von Mittelwerten
(unabhingigen Stichproben, n groB)

2

[(>'< — V)= 21 S (X = V) + 210 .sd]

mit
G
@ Sa=ymt

@ z1, ist das 1—;'LQuantil der Standardnormalverteilung
)
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Weitere Konfidenzintervalle

@ Differenz von Mittelwerten bei unabhingigen Stichproben
@ Differenz von Anteilen bei unabhingigen Stichproben

@ Differenz von Mittelwerten bei verbundenen Stichproben

341 Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Beispiel: Radioh6rdauer Ost-West

Westen: X = 11.4 Stunden und sx = 8.4
Osten: ¥ = 9.5 Stunden und sy =84

Die Differenz liegt also zwischen 0.38 und 3.42 h/Woche

343 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Konfidenzintervall fiir die Differenz von Anteilen
(unabhingige Stichproben)
Vergleich von Anteilen iiber die Differenz px — py

@ Zwei voneinander stochastisch unabhangige Stichproben
o Daten aus Gruppe 1: X, ..., Xp, X; 1.id.
o Daten aus Gruppe 2: Yi,..., ¥, Y] iid.

@ Stichprobenumfinge hinreichend groB (n > 30, m > 30)
@ Schitzung: Rx — Ry (Rx und Ry: Anteil in den Gruppen 1 und 2)

Approximatives Kl fiir Differenz von Anteilen
(unabhingigen Stichproben, n groB)
[(Rx = Rv) = 2152 -S43 (Rx — Ry) + 2152 - ]
mit
_ [Re(=Rx) | Rv-(1-Ry)
0 5= /RellRd | Re v

@ z1, ist das 22-Quantil der Standardnormalverteilung
5
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Verbundene Stichproben

@ Gleiche GréBe zweimal (davor - danach)
@ Zwei GréBen bei derselben Person

@, Matched Pair"

Hauptidee:
Verwende Differenzen W; = X; — Y;

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Statistik 11 SoSe 2013
Konfidenzintervall fiir die Differenz von Mittelwerten

(verbundene Stichproben)

Beispiel: Ist Fernsehen informativ?

nein | ja
alte BL: X 47 | 206 253
neue BL: Y [ 185 | 747 932
232 | 953 || 1185

206 747
RX—Ryfﬁ—ﬁfo,Sl—OBO

Konfidenzintervall: [-0.04;0.07]

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Unterschied zwischen zwei verbundenen Gruppen p, = jix — j1y

@ Zwei verbundene Stichproben

o Daten: (X1, Y1), (X2, Y2), - - (X, Ya),

@ Stichprobenumfang hinreichend groB (n > 30)

@ Schitzung W =157 W, =157 (X -VY)

Approximatives Kl fiir Differenz von Mittelwerten
(verbundene Stichproben, n groB)
- S q Su
W*Z#'W.W‘FZHTN‘W
mit:
o Si = i (Wi - Wy
0 zi ist das 147-Quantil der Standardnormalverteilung
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STABILAB

e
e

Institut fiir Statistik ‘

o Hypothesentests

Statistische Testtheorie

SchlieBe von Stichprobe Experiment auf Grundgesamtheit bzw. Allg.

Gesetz
Vorgehen:

@ Inhaltliche Hypothese aufstellen

@ Operationalisierung

@ Inhaltliche Hypothese in statistische Hypothese . “Ubersetzen*
@ Statistischer Test

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit

Statistik Il SoSe 2013

Statistik Il SoSe 2013

l Hypothese

., Behauptung einer Tatsache, deren Uberpriifung noch aussteht"
(Leutner in: Endruweit, Trommsdorff: Wérterbuch der Soziologie,
1989).

Statistischer Test: Uberpriifung von Hypothesen iiber die
Grundgesamtheit anhand einer Stichprobe

Idealtypische Vorgehensweise
Wissenschaftlicher Fortschritt durch Falsifikation von Hypothesen

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 350

Bemerkungen

o Statistische Tests:
Die am hiufigsten verwendete Art statistischer Inferenz

o Statistische Signifikanz:
Zentrales Argument bei vielen empirischen Arbeiten

@ Voraussetzung fiir Testverfahren:
Zufallsstichprobe oder Experiment

Ist ein beobachtetes Phanomen in Stichproben ein reines Zufallsprodukt
oder mit groBer Sicherheit auf einen realen Effekt zuriickzufiihren?
— Dazu notwendig:

Formale Entscheidungsregel = Statistischer Test

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat 352




Beispiel: Miinzdrehen (2€) Miinzhypothese

@ Vermutung:
Zeitungsberichte: 2€Miinzen nicht ,fair" 2€- Miinze nicht fair
o Uberpriifung: 10-Mal die Miinze werfen, Anzahl ,,Zahl" notieren

Magliche Ergebnisse des Experiments

@ 5-Mal "Zahl"
— deutet nicht auf eine unfaire Miinze hin
10-Mal "Zah!"
— verdichtig, die Miinze ist vermutlich nicht fair
0-Mal " ZahI”
— verdichtig, die Miinze ist vermutlich nicht fair

8-Mal " Zah!”
— 77 mehr Zahlwiirfe als erwartet. Zufall? Oder Miinze nicht fair?
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Miinzhypothese Uberpriifung der Miinzhypothese
@ Vermutung: @ Experiment: Wir werfen n = 10-Mal die Miinze
2€- Miinze nicht fair n
o Statistische Formulierung: ZXr ~ B(n=10,7)
X Bernoulli-Variable =1
1 "Zah" @ Welche Ergebnisse sind wahrscheinlich, falls die Miinze fair ist?
X =
0 "Adler” ® Falls die Miinze fair ist, so ist die Anzahl ,,Zahl" binomialverteilt
mit p = 0.5.
@ Wahrscheinlichkeit fiir Zahl 10
T o= P(X=1) S X ~ B(n=10.7=05)
i=1

@ ,,Die Miinze ist nicht fair" heiBt

Falls die Miinze fair ist, so sollte 2}21 X; mit einer
T # 05 Wahrscheinlichkeit von 90 % nicht weit entfernt vom
Erwartungswert 5 liegen.
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Binomialverteilung

Binomialverteilung

Y B(n=10,p=0,5) ” B(n=10,p=0,5)
2 Oe_ o) Ml O-_
S 5 1234506708081 S 0123456785910
N x
« |l 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | o | 10 x || o | v | 2 | 3 | 4 |5 |6 | 7 | 8 | o | 10
Bl R N N N N ) ‘ 0001 | 0010 | 004 | o117 | 0205 | 026 | 0205 | 017 | 004s | 0010 | 0001
024
= > =0.246
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Binomialverteilung Binomialverteilung
. B(n=10,p=0,5) o
o)l I|I Oe_ : :.DII|IID:.
© 0123456780910 <
x x
x |l o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 x || o | 1 | 2 | 3 | 4 | s | & | 7 | 8 | 9 | 10
f(x) || 0001 | 0.010 | 0.044 | 0117 | 0205 | 0246 | 0205 | 0.117 | 0.044 | 0010 | 0001 x) || 0001 | 0010 | 0044 | 0117 | 0205 | 0246 | 0205 | 0.117 | 0.044 | 0010 | 0.001
0205 | 0240 | 0205 ot | o205 | 046 | 020 | o117
3 = 0.656 3 =0.890
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Binomialverteilung Miinzhypothese

B(n=10,p=0,5) o Falls die Miinze fair ist, so liegt die Anzahl " Zahl" bei n = 10
g Wiirfen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% im
8 Bereich
8 {2,3,4,5,6,7,8}
s @ Falls die Anzahl "Zahl" im Bereich {0,1,9,10} liegt, kann dies zwei
8 Ursachen haben
g8l I I — @ Ein sehr unwahrscheinliches Ereignis ist eingetreten.
0123456788910 - L . .
N @ Unsere Annahme, dass die Miinze fair ist, stimmt nicht.
Entscheidungsregel, statistischer Test
iy ‘i i i i i ot o i ot ot i i i oo Falls die Anzahl "Zah!" im Bereich {0,1,9, 10} liegt, verwerfen wir die
0044 ] 0117 ] 0205 | 0246 | 0205 | 0.7 | 0044 Vermutung, dass die Miinze fair ist und gehen davon aus, dass die Miinze
nicht fair ist.
> =00978
(Wir kénnen uns natiirlich irren.)
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Statistischer Test: Hypothese Statistischer Test: PriifgroBe, Teststatistik

Statistischer Test

Wizl b wew € bibpeiies dibar cite G sl i o Eine PriifgraBe (Teststatistik) T ist eine zufallige GroBe,
Hilfe einer Stichprobe widerlegen kann.
@ anhand der wir entscheiden, ob die Nullhypothese Hy plausibel
ist.

© Nullhypothese Ho= Hypothese, die widerlegt werden soll. @ deren Verteilung wir kennen, falls die Nullhypothese Hy zutrifft.

Beispiel: Die Miinze ist fair
o Beispiel: Anzahl " Zahl" bei n = 10 Wiirfen. Unter Hy gilt:
Ho : m=05

10
@ Gegenhypothese H;= Alternative zur Nullhypothese. T= Zxr ~ B(n=10,7 = 0.5)
Beispiel: Die Miinze ist nicht fair =1

H i w#05
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Statistischer Test: Annahme- und Ablehnbereich

@ Der Annahmebereich des Tests ist der Bereich, in dem die PriifgroBe
T mit einer hohen Wahrscheinlichkeit (mindestens 1 — ) liegt.
Beispiel: @ = 0.1 und

Annahmebereich = {2,3,4,5,6,7,8}

@ « heiBt das Signifikanzniveau des Tests.

@ Der Ablehnbereich (kritische Bereich) ist der Bereich, in dem die
PriifgroBe T mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit (héchstens o)
liegt.

Beispiel: a = 0.1 und

Ablehnbereich = {0,1,9,10}
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Statistischer Test: Experiment und Entscheidung

Wir ziehen eine Stichprobe und berechnen den Wert der Teststatistik T.

1. Fall: Der Wert der Teststatistik liegt im Annahmebereich.
— Wir behalten die Nullhypothese Hy bei.

2. Fall: Der Wert der Teststatistik liegt im Ablehnbereich.
— Wir lehnen die Nullhypothese Hy zugunsten der
Gegenhypothese H; ab.
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Beispiel Annahme- und Ablehnbereich

Ablehnbereich

Annahmeberelch
Staist I SoSe 2013 Helmut Kicheahalt (institu (i Statsik, LMU) 306

Festlegung des Signifikanzniveaus «

Beim Testen sind folgende Entscheidungen méglich:
Ho: ablehnen oder Hy: beibehalten

Damit sind zwei verschiedene Arten von Fehlern moglich:

Wahrheit Aktion | Hy beibehalten | Hp ablehnen
Hy wahr N Fehler 1.Art
Hy falsch Fehler 2. Art

Man kann nicht beide Fehlerwahrscheinlichkeiten gleichzeitig
kontrollieren! (Tradeoff!)
= asymmetrische Vorgehensweise:

Der Fehler 1. Art wird kontrolliert durch die Angabe einer Oberschranke
a (,,Signifikanzniveau")
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Signifikanzniveau

Ubliche Werte fiir den Fehler erster Art sind

a=01 «a=005 a=001 o=0.001

@ Implizit wird also der Fehler 1. Art als schwerwiegender betrachtet.

@ , konservative Perspektive": Nullhypothese erst ablehnen, wenn
wirklich nicht mehr mit den Daten vertriglich.

@ 2.B. in der Medizin: Ho: keine Wirkung
= Nur wenn die Wirkung des Medikaments iiberzeugend ist, soll es
zugelassen werden.

Statistik 11 SoSe 2013

Fehler 2. Art (5-Fehler):

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 360

@ Die Nullhypothese wird beibehalten, obwohl sie in Wirklichkeit
falsch ist.

@ Ein guter statistischer Test garantiert bei einem vergegebenen
niedrigen Signifikanzniveau (als Schranke fiir den Fehler 1. Art)
auch einen méglichst geringen Fehler 2. Art.

Statistik 1l SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit

Fehler 1. Art (a-Fehler):

@ Die Nullhypothese wird abgelehnt, obwohl sie in Wirklichkeit richtig
ist. Z.B.: Man behauptet, es bestiinde ein Zusammenhang, obwohl
in Wirklichkeit kein Zusammenhang besteht.

@ Der Fehler 1. Art soll klein sein (iiblich sind 5% oder 10%).
Allerdings kann man nicht fordern, dass der Fehler 1. Art bei 0%
liegen soll, sonst wiirde man die Nullhypothese nie ablehnen kénnen.

= Fehler 2. Art

Statsic Il SoSe 2013 Helmut Kichenhalf (nstitat fr Statsik, LMU) m
Folgerungen
o Die Nullhypothese wird héchstens mit Wahrscheinlichkeit o

falschlicherweise verworfen.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art konnen wir nicht
kontrollieren.

Ungleichbehandlung beider Fehlerarten
—+ Grund fiir Formulierung eigentlicher Forschungsfrage
als statistische Alternative:
Entscheidung fiir H durch « statistisch abgesichert!

Statistik Il SoSe 2013 a2

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat



Veranschaulichung

@ Ein Angeklagter steht vor Gericht.

@ Hypothesen
Ho: , Angeklagter ist unschuldig*
un
Hiy: , Angeklagter ist schuldig”

Urteil: schuldig/nicht schuldig

Hp und H; sind so formuliert, da das Gericht die Schuld des
Angeklagten beweisen muss, und nicht der Angeklagte seine
Unschuld

@ Fehler 1. Art: Unschuldiger wird verurteilt

@ Fehler 2. Art: Schuldiger wird nicht verurteilt
Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

p-Wert Bestimmung: Einseitiger Test

Pry(10 Zahl) = 0.001
10 Zahl = p-Wert 0.001

Pry(9 Zahl) = 0.01

— Py, (mehr als 9 Zahl)
=0.001+0.01 =0.011

9 Zahl = p-Wert = 0.011

Pr,(8 Zahl) = 0.044

— Py, (mehr als 8 Zahl)
=0.001 + 0.01 + 0.044 = 0.055
8 Zahl = p-Wert = 0.055

Pr,(7 Zahl) = 0.117

— Py,(mehr als 7 Zahl)
=0.001+0.01 +0.044 +0.117 = 0.172
7 Zahl = p-Wert =0.172

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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p-Wert

p-Wert
Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, dass die TestgroBe

@ den beobachteten Wert oder einen noch extremeren Wert (,,weiter
weg von Hp") annimmt

@ unter der Bedingung, dass Hp wahr ist.

Bemerkungen

@ Fiir die Berechnung der p-Werte benétigt man eine Statistik-
Software oder Tabellen

@ Viele Statistik-Programme geben als Ergebnis eines statistischen
Tests nur den p-Wert aus.
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p-Wert Bestimmung: Zweiseitiger Test

Py (10 Zahl) + Pyyy(0 Zahl) = 0,002
10 Zahl = p-Wert 0.002

Pry(9 Zahl) = 0.01

— Pp,(mindestens 9 Zahl oder héchstens 1 Zahl )
=0.001 +0.01 4 0.01 + 0.001 = 0.022

9 Zahl = p-Wert = 0.022

® Pyy(8 Zahl) = 0.044
— P, (mindestens 8 Zahl oder héchstens 2 Zahl)
=24(0.001 + 0.01 + 0.044) = 0.055
8 Zahl = p-Wert = 0.110

® Pyy(7 Zahl) = 0.117

— Py, (mehr als 7 Zahl oder héchstens 2 Zahl)
=2%(0.001 + 0.01 + 0.044 + 0.117) = 0.344
7 Zahl = p-Wert =0.344
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p-Wert und Testentscheidung Testentscheidung durch p-Wert

p-Wert und Signifikanzniveau

@ Die Nullhypothese wird zum Niveau a genau dann abgelehnt, wenn Die Nullhypothese wird genau dann abgelehnt, wenn der p-Wert kleiner

der p-Wert kleiner als a ist oder gleich a ist.
@ Je kleiner der p-Wert desto weniger passen die Daten zur
Nullhypothese Das ermdglicht ein direktes Ablesen der Testentscheidung aus
ntspr den C programmen. Daher wird der p-Wert meist zu

den Test angegeben.
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p-Wert: Interpretation Zweiseitiger approximativer Test auf den Anteilswert

@ X Bernoulli-Variable mit p = P(X = 1)

@ Wahrscheinlichkeit betrifft das Auftreten der Daten und nicht die @ Zweiseitige Hypothese iiber den Anteilswert p
Wahrscheinlichkeit von Hy Ho p=rpo
@ p-Wert ist kein MaB fiir die Starke des Effekts. Daher sollten H : p#p

Begriffe wie "hochsignifikant” eher vermieden werden

@ Angabe des p-Wertes immer mit Schitzung des Effekts und © TestgrdBe: Anteil in der Stichprobe X;..... X,

Konfidenzintervall n
R =1 > X
@ Bei kleinen p-Werten sollte nur p < 0.001 o.4. angegeben werden. n& '

@ Stichprobenumfang n ist geniigend groB
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Zweiseitiger approximativer Test auf den Anteilswert Beispiel: Miinzwurf

@ Nullhypothese: p = py = 0.5 (,,Miinze ist fair.")
Hypothesen: Hy : p = po versus Hy : p # po @ Signifikanzniveau: a = 0.05
@ n =50 Miinzwiirfe

Te idi zum Signifi i «@

Annahmebereich @ Faustregel giiltig?

. (L — po) 5005 (1 —0.5) = 50 0.25 = 12.5 > 9 — Normalverteilung
potzis-
: i @ Annahmebereich
Ho wird abgelehnt, falls
= - 5(1-0.
Re<pozia/PL=P) pora s |PETR) sy, (250 205)
2 n 2 n 2 50
o = 0.5+ z.975/0.005
o(1— po) ~ 0.5+1.96-0.07
R>potzg- 5 = 054014
 Ho wird beibehalten, falls: R € [0.36; 0.64]
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Einseitiger Test auf den Anteilswert Einseitiger Test auf den Anteilswert

@ X Bernoulli-Variable mit # = P(X = 1). Hypothesen: Hy : m<mg vs. Hy : m>mo

@ Einseitige Hypothese iiber den Anteilswert 7 T —
Te zum a
5
Hy : msm Annahmebereich
Hy : w>m
mo(1 — 7o)
. . < o ——2
@ TestgréBe: Anteil in der Stichprobe X, ..., X, R < m+z-a -
1 Ho wird abgelehnt, falls
R = =YX 1
@ Stichprobenumfang n ist geniigend groB 7 ist das (1 — @)-Quantil der Standardnormalverteilung.

(Faustregel: nmo(1 — mo) > 9)
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Einseitiger Test auf den Anteilswert

@ X Bernoulli-Variable mit = = P(X = 1).

@ Einseitige Hypothese iiber den Anteilswert p

Hy : 7w>m
Hy, : w<mp
@ TestgroBe: Anteil in der Stichprobe Xi,.... X,
1
R = -> X

)

i—1

@ Stichprobenumfang n ist geniigend groB

(Faustregel: nmo(1 — mo) > 9)
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Vergleich einseitige Tests und zweiseitiger Test

Test auf Anteil mit einer Stichprobe der GréBe n = 50 und
Signifikanzniveau o = 0.05

Ho:m =05 Ho:m<05 Ho:m>05
Hy:m#05 Hy:m>05 Hy:m<05
. . w005 . w005
0.36;0.64] [0;0.62] [0.38;1]
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Einseitiger Test auf den Anteilswert

Hypothesen: Hp : m>7g vs. Hy : m<mo

Test i zum Sigpnifil i a

Annahmebereich

R > mo—zy-y =)
n
Ho wird abgelehnt, falls
R < m—zia- M

7, ist das (1 — &)-Quantil der Standardnormalverteilung.
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p-Wert: Ein- und zweiseitiger Test

In vielen Fillen halbiert sich der p-Wert bei einseitiger Fragestellung.
Beispiel: Binomialtest 10 Experimente T Anzahl Treffer
Ergebnis: T =9
o zweiseitiger Test: Hp : 7 = 0.5 gegen Hy : 7w # 0.5.
Extrem oder gleich extreme Werte von T: 9,10,1,0
p-Wert =
Puy(T € {9,10,0,1}) = 0.01 + 0.001 + 0.01 + 0.001 = 0.022
® einseitiger Test: Hy : 7 < 0.5 gegen Hy : 7 > 0.5
Extrem oder gleich extreme Werte von T: 9, 10
p-Wert = P, (T € {9,10}) = 0.11
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Test auf den Erwartungswert Zweiseitiger Gauss-Test auf den Erwartungswert ;.

o X ZufallsgréBe mit Erwartungwert .

@ Wir interessieren uns fiir den Erwartungswert 1z einer metrischen @ Zweiseitige Hypothese iiber s
ZufallsgroBe.
Beispiele: Alter, Einkommen, KérpergréBe, Scorewert ... Ho : p=npo
Hyoo op# o

@ Wir kénnen einseitige oder zweiseitige Hypothesen formulieren
@ Beispiele o TestgroBe: Mittelwert in der Stichprobe Xi, ..., Xy:

@ "Vor 10 Jahren betrug die DurchschnittsgroBe von n
Studienanfangern und -anfangerinnen 167 cm. Heute sind sie X = EZX’
im Schnitt groBer als 167 cm.” ni=

a Die Differenz zwischen Gewicht vor und nach einer Diit ist 0.

@ Stichprobenumfang n ist geniigend groB
(Faustregel n > 30)
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Zweiseitiger Gauss-Test auf den Erwartungswert Zweiseitiger Gauss-Test: p—Wert

Hypothesen: Ho : pu = po vs. Hy @ pu # pio

Te i zum Signifi i @

Annahmebereich Der p-Wert ergibt sich zu :

[l

@ ist die Verteilungsfunktion der Standard Normalverteilung

x- ua)/@

Ho wird abgelehnt, falls wird als t-Wert (oder z-Wert) bezeichnet.

- S2 -
X <po—z-3\/% oder X> otz

214 ist das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.
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Beispiel:
Verandert sich der Blutdruck nach einer Intervention

Beispiel zweiseitiger Test
@ Nullhypothese: Die Blutdruckdifferenz ist 0.
Hy : p=0
Ho: op#0
@ TestgréBe: Durchschnittlicher Bluddruck

@ Faustregel n = 62 > 30 ist erfiillt
— zweiseitiger GauB-Test

@ Falls wir annehmen, dass die Blutdruckdifferenz normalverteilt ist,
konnen wir auch den zweiseitigen t-Test anwenden.
(Standardeinstellung in SPSS)
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Einseitiger Gauss-Test auf den Erwartungswert 1

@ X ZufallsgréBe mit Erwartungwert 1.
@ Einseitige Hypothese iiber y:

Ho < po
Hy 1> po

@ TestgréBe: Mittelwert in der Stichprobe X, ..., X:
_ 1
X = ;Z;x,
=

@ Stichprobenumfang n ist geniigend groB
(Faustregel n > 30)
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Dualitdt Test und Konfidenzintervall

@ Annahmebereich: Wir behalten Hy bei, falls die TestgréBe T in der
Nihe von pyq liegt:

° Aquivalente Formulierung iiber ein Konfidenzintervall: Wir behalten
Ho bei, falls g in der Nahe der TestgroBe liegt

@ Wir behalten Hy bei, falls 119 im Konfidenzintervall fiir die Differenz
liegt

@ Dabei hingen das K ! 7 und das Signifik i @

wie folgt zusammen:
l-a=y

Dies gilt sehr allgemein fiir zweiseitige Test und Konfidenzintervalle

Dies Prinzip kann zur Konstruktion von Konfidenzintervallen
verwendet werden

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 304

Einseitiger Gauss-Test auf den Erwartungswert

Hypothesen: Ho : pu < pig vs. Hy @ p1 > pio

Test idi zum Signil a

Annahmebereich

- 52
< &
X < potza -
Ho wird abgelehnt, falls
- 52
X > po+za i

21, ist das (1 — a)-Quantil der Standardnormalverteilung,
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Ein- bzw. zweiseitiger t-Test auf den Erwartungswert Verbundene und unverbundene Stichprobe

. . . L Verbundene, abhingige Stichprobe
Was tun wir, falls die Faustregel n > 30 nicht erfillt ist? L . .
Zwei Stichproben heiBen verbunden, falls an einem Merkmalstrager (z.B.
Zusiitzliche Voraussetzung einer Person) zwei vergleichbare Merkmale erhoben werden.
Man nennt verbundene Stichproben oft auch abhzngige Stichproben.
@ ZufallsgrBe X ist normalverteilt.

an die Stichpi groBe n. Beispiel: Das Ziel einer medizinischen Studie ist es, die Wirkung eines
cholesterin-senkenden Medikaments zu iiberpriifen.

Wir stellen keine B

t-Test

@ Unterteilung der Probanden und Probandinnen in 2 Gruppen:
1 Gruppe erhilt das Medikament, 1 Gruppe erhilt ein Placebo
unverbundene Stichprobe

 Der einseitige bzw. der zweiseitige t-Test auf den Erwartungswert 1
hat die gleiche Form wie der einseitige bzw. zweiseitige Gauss-Test.

@ Der t-Test unterscheidet sich vom Gauss-Test dadurch, dass wir das
Quantil z der Standardnormalverteilung durch das Quantil t der
t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ersetzen.

@ Alle Probanden und Probandi erhalten das Medik Von
allen Personen wird der Cholesterinspiegel am Anfang und am Ende
der Studie erhoben.
verbundene Stichprobe
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Approximativer Test auf Erwartungswert-Differenz Differenz von Erwartungswerten bei unabhingigen
bei unabhingigen Stichproben Stichproben
Annahmebereich
Voraussetzungen: " . — — "
. . . Fiir die beiden einseitigen Tests und den zweiseitigen Test auf die
@ X und Y sind zwei GroBen mit Erwartungswerten px und py Differenz

@ Xi,...,Xmund Yi,..., Y, unabhdngige Stichproben
" ! Ho : pix — py = do Ho : px —py < do Ho : pix — py > do

o TestgroBe: standardisierte Differenz der Mittelwerte Bkt dy gy > d Mo < o
T = X-v ist der Annahmebereich
1 1w
= Iy x-1yy
m; ! n; ! dotzig-s ]—oo,do+z1-0-5] [do— z1—a - 5, 00[
mit
@ Faustregel: Stichprobenumfange m, n > 30
s =
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Beispiel: Radio-Hoérdauer Ost-West

@ Horen Personen in den alten Bundesldndern im Schnitt mehr Radio?
X : Hordauer im den alten Bundeslandern,
Y: Radiodauer in den neuen Bundeslindern
Ho px —py <0
H t opx—py >0

@ Befragung unter 253 Personen aus den alten Bundeslandern und
932 Personen aus den neuen Bundesliandern

o unverbundene Stichproben Xi, ..., Xos3 und Yi,. .., Yoz
o StichprobengroBen m = 253, n = 932 > 30

@ Durchschnittliche Hordauer:
11.4 h (Standardabweichung 8.4 h) in den alten Bundeslindern
9.5 h (Standardabweichung 8.4 h) in den neuen Bundeslindern

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Doppelter t-Test auf die Erwartungswertdifferenz bei
unabhéngigen Stichproben

Voraussetzungen:
@ X und Y sind zwei GroBen mit Erwartungswerten px und py
@ Xi,...,Xmund Yi,..., Y, unabhingige Stichproben

@ TestgroBe: Differenz der Mittelwerte

<I

T =

I
3= Xl
MS

Lo
Xi= -3V
i=1

@ X und Y sind normalverteilt.

@ Die Varianzen sind gleich 0% = o}

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Beispiel: Radio-Hoérdauer Ost-West

o Signifikanzniveau: a = 0,1
@ Differenz der Radio-Hérdauer

X-Y = 114-95=19

@ Annahmebereich

2 2
X-V < 2 Q.\/ﬂ
m n
84 84
Y -t
09"\ 932 " 253
~ 1.28-0.65
~ 083

© Hy wird abgelehnt, Personen aus den alten Bundeslindern héren
signifikant langer Radio.
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Doppelter t-Test auf die Erwartungswertdifferenz bei
unabhéngigen Stichproben

Annahmebereich

Fiir die beiden einseitigen t-Tests und den zweiseitigen t-Test auf die

Differenz

Ho : px — py = do
Hiipx —py < do

Ho : px — py < do
Hytpx —py > do

Ho : pix — py = do

Hy:pix = py # do
ist der Annahmebereich

[do — t(m-+n—2:1—a)Sd, 00[

do £ timin-21-5)5s ] —00,do+ tmin-21-a)5d]

— ((m—1)S% +(n—1)S})
tmn—21-5) Und t(min-21-a) sind die Quantile der t-Verteilung mit
m + n — 2 Freiheitsgraden.

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 404



Tests auf Erwartungswertdifferenz bei abhéngigen

Stichproben

@ Gegeben ist eine verbundene Stichprobe
Xy, Xpund Yy,..., Y,

@ Bilde die Differenz

W =

@ Fiihre einen Test auf den Erwartungswert von W durch

@ n>30 — GauB-Test
e W normalverteilt — t-Test

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Differenz von Anteilen bei unabhéngigen Stichproben

Annahmebereich
Fiir die beiden einseitigen Tests und den zweiseitigen Test auf die
Differenz

Ho:px —py 20
Hi:px —py <0

Ho:px —py <0
Hi:ipx —py >0

Ho:px —py =0

Hiipx —py #0
ist der Annahmebereich

[~21-a - SR, 00[

[-21-3 sriz1-5 s8] ]—00,z1 0 - sR]

).,nd R M- Rx+n-Ry
m+n
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Differenz von Anteilen bei unabhingigen Stichproben

@ X und Y sind zwei Bernoulli-GroBen mit

px = P(X=1)
by o= P(Y=1)

° Xp,. mund Yq,..., Y, unabhéngige Stichproben

@ TestgroBe: Differenz der Anteile

T = Rx-Ry
1 & 1
= ;;x;—;;vf

@ Faustregel: Stichprobenumfange m, n > 30
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Beispiel: Ist Fernsehen informativ?

Weiterfihrung des Beispiels aus dem Thema , Schitzen”

@ Beurteilen Personen aus den alten Bundeslandern den
Informationsgehalt im Fernsehen anders als Personen aus den neuen
Bundeslandern?
zweiseitiger Test
X: Person aus den alten Bundeslindern halt Fernsehen fiir
informativ
Y': Person aus den neuen Bundeslandern hilt Fernsehen fiir
informativ

Signifikanzniveau: o = 0.05

Umfrage: 253 Personen aus den alten Bundeslandern, 932 Personen
aus den neuen Bundeslandern:
, Halten Sie Fernsehen fiir informativ? Ja/Nein”
o unverbundene Stichproben Xi, ..., Xas3 und Y, .
o StichprobengréBen m = 253, n = 932 > 30

. Yoz

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stat 408
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Beispiel: Ist Fernsehen informativ?

@ alte Bundeslander: 206 Personen halten Fernsehen fiir informativ
neue Bundeslinder: 747 Personen halten Fernsehen fiir informativ
@ Anteile
206 747

Rx = 253 ~081 wund Ry= A =~ 0.80

@ Standardfehler

g _ m-Rx+n-Ry 253-081+932.08

m+n 932 + 253
L B
® o= R(l—R)(%Jr%): 0.802- (1 — 0.802) ($+22—3>
~ 0.03
Stttk 1 SoSe 2013 Helmut Kichenhalt (nstitu fr Staisi, LMU) o

Zusammenhang zwischen 2 kategorialen Merkmalen

Sind zwei kategoriale Merkmale unabhingig?
Beispiele
@ Gibt es einen Zusammenhang zwischen besuchter Schule
(Hauptschule, Realschule, Gymnasium) und Fernsehkonsum
(hoch /niedrig)?
@ Gibt es einen Zusammenhang zwischen Geschlecht (m/w) und der
Affinitit zu FuBball (Fan/kein Fan)?

— Empirische Untersuchung mittels Kontingenztafeln und Kennzahlen

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) ann

Beispiel: Ist Fernsehen informativ?

@ Annahmebereich

tz1g ¢ ~ *z0075-003
+1.96-0.03
+0.059

Q

2

@ Differenz der Anteile in der Stichprobe
Rx —Ry ~ 081-08=0.01

@ Hy wird beibehalten, der Unterschied zwischen alten und neuen
Bundeslindern ist nicht signifikant
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Randverteilungen
Die zu den einzelnen Merkmalen gehdrigen empirischen
Haufigkei il heiBen Randverteil oder gil
Verteilungen.
Tt ja nein Summe
ey
m 87 10 97
w 23 31 54
Summe 110 41 151

Randverteilung Geschlecht Randverteilung FuBballfan

m | w | ja_| nein |

97 | 54 | < Absolute Haufigkeiten 110 | 41 | < Absolute Haufigkeiten

1% | T | « Relative Haufigkeiten 12 | {% | < Relative Haufigkeiten
Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) a2



Bedingte Verteilung

Unter der bedingten Verteilung von X gegeben Y = B; versteht man
die Verteilung von X in der Tei heit der Untersuc
die die Ausprigung B; des Merkmals Y aufweisen.

G\ﬁ’“’\““ ja nein Summe
m 87 10 97
w 23 31 54

Summe 110 a4 151

Verteilung ,, FuBballfan"

Verteilung “Geschlecht"
bei Mannern

bei FuBballfans

ja nein | Ges. m w Ges.
87 10 97 87 23 110
90% | 10% | 100% 79% | 21% | 100%
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*-Unabhingigkeitstest
@ Zwei ZufallsgroBen X und Y mit k bzw. | Auspragungen
py=P(X=i,Y =)
pie = P(X=i) py=P(Y=))
@ Hypothesen
Ho : Xund Y sind stochastisch unabhangig
P = Pie - poj fiiralle i =1,... .k, j=1,..., /
Hy : Xund Y sind stochastisch abhingig
Pij # Pie - Pj fiir mindestens eine ij-Kombination
@ PriifgréBe: P
=1 j=1
@ Faustregel n; > 5 fiir alle 7, j
Statistik 1l SoSe 2013
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a3

Empirische Unabhidngigkeit
@ Falls die beiden Merkmale unabhingig voneinander sind, so sollte

,.relative Haufigkeit FuBballfan”
~ , relative Haufigkeit FuBballfans unter Frauen”
~, relative Haufigkeit FuBballfans unter Mannern”

@ Formel:

bedingte relative Haufigkeit Dy M relative Randhaufigkeit
n, n

@ Daraus folgt
NjeNj
g = —
v n
ist die unter Unabhéngigkeit erwartete Anzahl.

@ Falls die Merkmale unabhingig sind, sollte gelten:

& ~
Statistk Il Sose 2013 Helmut Kiichenholf (Instiut far Statistik, LMU) e
x?-Unabhingigkeitstest

Annahmebereich

Fiir den x*-U test ist der A ich

¥ < qia (k—1)(1-1)

Die Nullhypothese wird abgelehnt, falls

X2 > Qi-a,(k-1)(-1)

Dabei ist g1 (k-1)(-1) das
o (1 - @)-Quantil
@ der x> Verteilung

@ mit (k — 1) - (I — 1) Freiheitsgraden.
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Dichte der y?-Verteilung mit n Freiheitsgraden

Dichte der Chi2-Verteilung

)
0.10 0.15

0.05

0.00
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Beispiel

@ Signifikanzniveau: a = 0.01

@ Faustregel giiltig?
Besetzungszahlen n; > 5

@ Bestimmung der Freiheitsgrade: k =/ =2

Freiheitsgrade = (k—1)-(/—1)=(2—

Qo001 2-1)2-1) = Go.g9;1 ~ 6,63

@ Ho wird abgelehnt

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Beispiel

Erwartete E

Besetzungszahlen bei Unabhangigheit

ja(=1) nein (j=2)

Statistik Il SoSe 2013

910 7 941 06
~ B1

54110 o 39 5441 15

5T

2 2 2
23 -39 31-15
L@ @1

39 15

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) a18

Unabhiéngigkeit und Differenz von Anteilen

Die beide Fragen:

@ Gibt es Unterschiede in den Anteilen von Y = 1 zweier Gruppen ?

o Gibt es einen Zusammenhang zwischen Gruppen—Zugehérigkeit und

einem biniren Merkmal Y ?

sind dquivalent.

Die beiden Testprozeduren Gauss Test fiir Differenzen von Anteilen und
\2-Unabhangigkeitstest fihren zum gleichen Ergebnis.

Statistik Il SoSe 2013
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Differenz von Anteilen bei abhingigen Stichproben

Voraussetzungen:

@ X und Y sind zwei Bernoulli-GréBen mit

Px
Py

@ (X1, Y1),...,(Xn, Ya) abhdngige, verbundene Stichproben

@ Absolute Hiufigkeiten werden in einer Kontingenztafel festgehalten

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In

itut fir Statistik, LMU)
Nichtparametrische Tests
@ Bis auf den y?>-Unabhéngigkeits-Test bauen alle Tests auf der

(zumindestens approximativen Giiltigkeit der)
Normalverteilungsannahme auf.

Problematisch, z.B.

@ bei kleinen Stichprobenumfangen (z.B. in der Vorbereitung von

strukturierten Beobachtungen, bei nicht reaktiven Verfahren
oder in der Psychologie und Medizin)

o oder bei ordinalen Daten mit wenigen unterschiedlichen
Auspragungen

Hier kann die unreflektierte Anwendung der Standardtests zu
Fehlergebnissen fiihren.

Ein wichtiger Ausweg: nichtparametrische Tests = Verteilungsfreie
Verfahren

Hier wird die Information in den Beobachtungen auf Range, bzw.
groBer /Kleiner Vergleiche reduziert

@ Bekannteste Beispiele: Wilcoxon-Test, Vorzeichentest.

Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Instit

Der Test von McNemar

Voraussetzungen:

® (X1, Y1), .., (X, Y,) abhiingige, verbundene binire

Zufallsvariable

@ Absolute Hiufigkeiten werden in einer Kontingenztafel festgehalten

Nullhypothese Ho : P(X = 1) = P(Y

=1)

Die beiden Zellen nj1 und n,2 liefern keine Information zum Unterschied
der beiden Wahrscheinlichkeiten P (X=1) und P(Y=1). Betrachte die
beiden Zellen der Wechsler: ny und np;

Unter der Nullhypothese sollte nj» = no; gelten

Daher ist unter Hp:

2 ~ B(ny + np1,0.5)

Man fiihrt also einen Binomialtest mit 7 = 0.5 und n = ny2 + nz durch.

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) a2

Der Wilcoxon Test fiir unabhdngige Stichproben

Voraussetzungen:
@ X und Y sind zwei GroBen mit Medianen medx und medy
Y, unabhéngige Stichproben
@ Hp: medx = medy vs. H; : medx # medy
Grundidee: Betrachte die Range aus allen Beobachtungen X; und Y; und
bezeichne diese mit rg(X;) und rg(Y;), z.B
X1 =3, X%=5Y1=6 Y=1 Y3=4 =
rg(X1) =2, rg(Xz) = 4, rg(V1) = 5, rg(Y2) =1, rg(¥3) =3

TestgroBe:
T=3 rg(X;)
i=1

Die exakte Verteilung von T kann berechnet werden. Fiir hinreichend
groBe n und m kann sie durch eine NV approximiert werden. Ablehnung
von Hy falls groBe und kleine T.
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Multiple Testprobleme Bestimmung des Stichprobenumfangs

@ Gegeben sei ein rein zufilliger Datensatz mit 50 Variablen ohne
irgendeinen Zusammenhang.

@ Testen aller Vari e auf einen hang (1225 Tests)
Bei vor L Irrt hrscheinli it von 5% gilt fiir die
Anzahl filschlich verworfener Nullhypothesen X ~ B(1225,0.05)
und somit E(X) = 61.25.

Im Durchschnitt wird also mehr als 61 mal die Nullhypothese, dass °
kein Zusammenhang besteht, verworfen.

Bestimmung mit Obergrenze fiir Fehler 2. Art (3-Fehler)
Interessante GroBen:

@ 3 = P(Nullhypothese wird nicht abgelehnt | H; wahr)
= wenige, sinnvolle Hypothesen vorher inhaltlich iiberlegen. In den
Daten entdeckte ,, Zusammenhinge" als statistisch signifikant N
nachzuweisen, ist (fast) zirkular. @ Ublicher Wert: Power = 0.8 bzw. 3 = 0.2
Es gibt Ansdtze, wie man bei groBen Hypothesensystemen diesem

Problem entkommt.

@ 1— j3 wird auch als Power bezeichnet

¥

Theorie des multiplen Testens

Z.B. Adjustierung des Irrtumswahrscheinlichkeit: Statt a betrachte
man a/(Anzahl der Tests). Diese spezielle Korrektur ist aber meist
iiberkonservativ und kann durch bessere Korrekturen ersetzt werden.
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Fehler 2. Art im Binomialtest Fehler 2. Art im Beispiel des Binomialtests

Interessante GroBen: Numerische Werte:

@ Hp: ™= 0.5 versus
Hy:m>05

© 3: P(Ho wird beibehalten | H;)

@ m,: wahre
Erfolgswahrscheinlichkeit

@ c: kritischer Wert
(Uberschreiten fiihrt zu
Ablehnung von Hp)

10und c=7

Fehler 2. Art sinkt hier mit:

@ Wachsender wahrer Erfolgswahrscheinlichkeit (7 > 0.5)

@ Wachsendem Stichprobenumfang

A 0.007
. £ < 0.0001
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Stichprobenumfangsbestimmung Bestimmung des Stichprobenumfangs beim t-Test

Festlegen von:

. 3, EffektgroBs
@, | extgrobe my, Vergleich zweier Gruppen

© Beispiel: o ZielgroBe: Y
T = 0.
= n=20 = (3 =0.58 zu klein @ Relevanter Unterschied: d
= n=100 = =007 zu groB @ Annahme zur Streuung: o
@ Wihle kleinstes n mit: @ Signifikanzniveau: o = 0.05
F<02 o Fehler 2.Art: 3 = 0.2
@ Hier:
n=37,3=019
n=36,
Statsk 1 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoft (nstitt i Statsik, LMU) 2 Statsi Il SoSe 2013 Helmut Kichenhalt (nstitt fir Statsik, LMU) 0
Bestimmung des Stichprobenumfangs beim t-Test Zusammenfassung Tests

Einige Werte fiir den Stichprobenumfang im Zwei-Stichproben t-Test
@ unter a = 0.05,5 = 0.2 Statistischer Test
@ zweiseitige Fragestellung Ein statistischer Test ist eine Untersuchung, ob man eine Hypothese iiber
die Grundgesamtheit mit Hilfe einer Stichprobe widerlegen kann
Beachte: Es kommt nur auf das Verhiltnis d /o (Effektstirke) an.
Wichtige Tests

dfoc nm=n P .
d/e m=m_ @ einseitiger Test +— zweiseitiger Test

1233 1523 @ Tests auf Anteile, Erwartungswerte und deren Differenzen
1 17 @ eine Stichprobe

0.66 37 @ zwei Stichproben — verbunden oder unverbunden

058 50 o Test auf Unabhangigkeit: y*-Unabhingigkeitstest

0.29 100
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Interpretation eines Tests

Statistische Signifikanz bedeutet: Das Ergebnis ist nicht durch
Zufall erklarbar.

Statistische bedeutet nicht unbedi
Unterschied relevant ist.
— Daher immer die GréBe des Effekts (Schatzung) angeben!

, dass der

Ein statistischer Test liefert aber allein noch keinen kausalen
Zusammenhang.

Bei nicht signifikantem Ergebnis immer Konfidenzintervalle der
entsprechenden Parameter angeben. Sie geben eine Idee, wie groB
der nicht nachgewiesene Effekt sein kdnnte.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Lineare Regressionsmodelle

Deskriptive Statistik:

Gegeben Datenpunkte (Y;, X;) schitze die beste Gerade

Yi=pFo+AX, i=1,..., n.

( mit der Methode der kleinsten Quadrate )

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Institut fir Statistik

‘ ‘ STﬂBI.AB

e Regression

433

Statistisches Modell

@ Linearer Zusammenhang

@ Im Folgenden:
Probabilistische Modelle in Analogie zu den deskriptiven Modellen
aus Statistik |
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Lineare Einfachregression

Zunichst Modelle mit nur einer unabhngigen Variable

Statistische Sichtweise:

@ Modell
¥i = Bo+ Bux +&i

B, Elastizitit": Wirkung der Anderung von X; um eine Einheit

@ gestort durch zufillige Fehler ;

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 437

Lineare Einfachregression

Bo+ P1-xa

Bo+P1-xu

X1 x2

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 439

Modellannahmen

Beobachtung von Datenpaaren (X, Y;), i =1,..., n mit
Yi=Bo+ b Xi+ei,
wobei sich die Annahmen auf den zufilligen Storterm beziehen:
@ E(e;)=0
@ Var(e;) = o? fiir alle i gleich
@ &1, ¢ stochastisch unabhingig fiir iy # i

o ¢; ~ N(0,0?) (zusatzlich, bei groBen Stichproben nicht erforderlich)

Statistik I SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 438

Schétzung der Parameter

Die Schitzwerte werden iiblicherweise mit 50.31 und 62 bezeichnet.
In der eben beschriebenen Situation gilt:

@ Die (Maximum Likelihood) Schatzer lauten:

5, = ZX-X)(Yi-V)
X (X =Xy

fo = YV-HX

R T

S P

mit den geschatzten Residuen

& =Y~ o AiX:.
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Konstruktion von TestgroBen Konfidenzintervalle

Mit
o\ XP
55 = I el 4 P— . -
Bo " 12 @ [ und f3; sind die KQ-Schitzer aus Statistik |. Unter
Y (Xi = X) Normalverteilung fllt hier das ML- mit dem KQ-Prinzip zusammen
gilt @ Man kann unmittelbar Tests und Konfidenzintervalle ermitteln
(n-2) (véllig analog zum Vorgehen in Kapitel 3 und 4).
Konfidenzintervalle zum Sicherheitsgrad ~:
und analog mit N
b= A fiir o : [Bo by, -t}
T - X)? R
i ) fir fr o [BrEas -t
gilt
Statistik Il Sase 2013 Helmut Kiichenhof (Institut far Statistik, LMU) w Statistk Il Sose 2013 Helmut Kiichenholf (Instiut far Statistik, LMU) w2
Tests fiir die Parameter des Modells Typischer Qutput

Mit der Teststatistik

ergibt sich Koeffizienten?
— - Standardisierte
Hypothesen kritische Region i
p B | Standardfehler Beta T | Signifikanz
I Ho:pr<B; p>p T4 g
! Ho A N 31 gegen él 13& o s Konstante Bo G, 5) 1 3)
. Ho:Bur=p] gegen Bi<fpf Unabhangige Variable | 3 55, 6) 2) 4)
W Ho:By=p7 gegen pBr#p;
(analog fiir fo).
Von besonderem Interesse ist der Fall 3; = 0 (Steigung gleich 0): Hiermit
kann man iiberpriifen, ob die Xi,..., X, einen signifikanten Einfluss hat
oder nicht.
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Typischer Output: Erkldarung

1) Wert der Teststatistik

zum Testen von Hy: o = 0 gegen Hi: By # 0.
2) Analog: Wert von

zum Testen von Hy: 1 = 0 gegen Hi: f; # 0.
3) p-Wert zu 1)
4) p-Wert zu 2)

5), 6) hier nicht von Interesse.

Die Testentscheidung B signifikant von 0 verschieden entspricht dem
statistischen Nachweis eines Einflusses von X.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 445

Multiples Regressionsmodell: Interpretation

@ Geschitzte Regressionsgerade fiir die Manner:

9= bBo+ P14 Bz i

@ Geschitzte Regressionsgerade fiir die Frauen:

i Bo+ 810+ 5 i
Bo+ B2 xai
Statistik Il SoSe 2013

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) aa7

Multiples Regressionsmodell: Beispiel

Beispiel: Arbeitszeit und Einkommen

Yi = Bo + Pxi + PBaxai + i

X = {1 mannlich

0 weiblich
X, = (vertragliche) Arbeitszeit
Y = Einkommen
Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhof (Institut fir Statistik, LMU) 446

Grundidee (ANCOVA)

y
N b 8
A A
o {
X2
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Modellbildung

Bo  Grundlevel
B> durchschnittlicher Stundenlohn
81 Zusatzeffekt des Geschlechts zum Grundlevel

Die 0-1 Variable dient als Schalter, mit dem man den Mannereffekt
an/abschaltet.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Dummycodierung |1

Idee: Mache aus der einen Variable mit g (hier 3) Ausprigungen g — 1

(hier 2) Variablen mit den Ausprigungen ja/nein (20/1). Diese
Dummyvariablen diirfen dann in der Regression verwendet werden.

1 CDU/CSU oder FDP
X =

0 andere
X = 1 SPD, Griine

0 andere

Durch die Ausprigungen von X; und X sind alle méglichen
Auspragungen von X vollstindig beschrieben:

X | Text [ X | X |
1 | CDU/CSU, FDP | 1 0
2 | SPD, Griine 0 1
3 | Sonstige 0 0

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

449

451

Statistik Il SoSe 2013

abhangige Variable

metrisch/quasistetig

Statistik Il SoSe 2013

Dummykodierung |

Nominales Merkmal mit g Kategorien,
2.B. X = Parteipriferenz mit

1 CDU/CSU oder FDP
X = {2 SPD oder Griine
3 Sonstige

Man darf X nicht einfach mit Werten 1 bis 3 besetzen, da es sich um ein
nominales Merkmal handelt.

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 50

Multiples Regressionsmodell

Xin
/ Xia
Xip
unabhéngige Variablen
metrische/quasistetige oder
dichotome (0/1) Variablen

(kategoriale Variablen mit mehr Kategorien —
Dummy-Kodierung)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 52



Multiple lineare Regression Multiple lineare Regression

@ Analoger Modellierungsansatz, aber mit mehreren erkldrenden Es gilt fiir jedes j=0,.... P

Variablen:

Yi=Bo+ BiXin + BoXip + ...+ BpXip + i
o Schitzung von fo, fi, . ., B, und o2 sinnvollerweise iiber und man erhilt wieder Konfidenzintervalle fiir 3;:
Matrixrechnung bzw. Software.

—1)
Aus dem SPSS-Output sind ﬁn.él, .. :

15+

2 Bp sowie 65,65, ...

ablesbar. sowie entsprechende Tests.
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Multiple lineare Regression: Tests Multiple lineare Regression: Interpretation
Von besonderem Interesse ist wieder der Test o Fiir Befragte mit X;; = 0 fiir alle j gilt:

Ho:B;=0, Hy: 3 #0.

Der zugehérige p-Wert findet sich im Ausdruck (Vorsicht mit
Problematik des multiplen Testens!).
Man kann auch simultan testen, z.B. E(Y) = 6o+ 5

@ Ist Xj; = 1 und Xj = 0 fiir j > 2, so gilt

B

o Ist X;y = 1 und X;p = 1, sowie X; = 0 fiir j > 3, so gilt

Dies fiihrt zu einem sogenannten F-Test (— Software).
& ( ) E(Y) = fo + B + B

Sind alle Xj 0/1-wertig, so erhalt man eine sogenannte Varianzanalyse,

was dem Vergleich von mehreren Mittelwerten entspricht. @ etc.
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Varianzanalyse (Analysis of Variance, ANOVA)

@ Vor allem in der angewandten Literatur, etwa in der Psychologie,
wird die Vari ly bhangig vom Regressi dell

entwickelt.

Ziel: Mittelwertvergleiche in mehreren Gruppen, haufig in (quasi-)
experimentellen Situationen.

Verallgemeinerung des t-Tests. Dort nur zwei Gruppen.

Hier nur einfaktorielle Varianzanalyse (Eine Gruppierungsvariable)

Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU)

Statisi I SoSe 2013
Modellformulierung

Modell (Referenzcodierung):

Yi=uwtBte =
mit
g Mittelwert der Referenz
Bj  Effekt der Kategorie j im Vergleich zur Referenz J
e zufillige StorgroBe
gj  ~N(0,0%), en,en2.... €,n, unabhingig
Testproblem:

Statistik 1l SoSe 2013

Varianzanalyse: Beispiel

Einstellung zu Atomkraft anhand eines Scores, nachdem ein Film gezeigt
wurde.

3 Gruppen (, Faktorstufen®):
@ Pro-Atomkraft-Film
@ Contra-Atomkraft-Film
@ ausgewogener Film

Varianzanalyse: Vergleich der Variabilitit in und zwischen den Gruppen
Beobachtungen: Yj;

,J  Faktorstufen

J
i .,n; Personenindex in der j-ten Faktorstufe
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Streuungszerlegung
Mittelwerte:

Y.e Gesamtmittelwert in der Stichprobe
V., Mittelwert in der j-ten Faktorstufe

Es gilt (vgl. Statistik 1) die Streuungszerlegung:

S B J ~ B
Y=V = n(Ve - Ve
j=1j=1 j=1
SQE
Variabilitit der Gruppen = SQR
Variabilitit in den Gruppen
459 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stal 460




F-Test

Die TestgroBe
_SQE/(J-1)
" SQR/(n—1J)

ist geeignet zum Testen der Hypothesen

F

Ho @ Bi=5=
gegen
Hy : Bj#0 fiir mindestens ein j
Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fir Statistik, LMU) 461

Beispiel: Wer gewinnt die Bundestagswahl

Literatur: Helmut Norpth und Thomas Gschwend: The chancellor model:
Forecasting German elections. International Journal of Forecasting 26
(2010) 42-53.

Prognosemodell zur Vorhersage des Wahlausgangs

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit

463

Testprozedur

o Kritische Region: groBe Werten von F
Also Hy ablehnen, falls
T>FR_o(J-1,n-1J),

mit dem entsprechenden (1 — a)-Quantil der F-Verteilung mit
(J—1) und (n— J) Freiheitsgraden

(Je gréBer die Variabilitit zwischen den Gruppen im Vergleich zu
der Variabilitat in den Gruppen, desto unplausibler ist die
Nullhypothese, dass alle Gruppenmittelwerte gleich sind.)

Bei Ablehnung des globalen Tests ist dann oft von Interesse, welche
Gruppen sich unterscheiden.

= Testen spezifischer Hypothesen iiber die Effekte ;. Dabei tritt

allerdings die Problematik des multiplen Testens auf.
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth

How the Chancellor Model Picks Merkel in 2013 J

Thomas Gschwend (Mannheim) & Helmut Norpoth (Stony Brook)

Workshop “Election Forecasting”

Center for Advanced Studies (CAS)
LMU Miinchen
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth

i aren? - .
Was wollen wir erklaren? Langfristiger Wahlerriickhalt und Regierungswahl
60
Regierungswahl und Modellprognosen _ o
60 £ 01965
z % oior
e H 10576”70100
g 250
50 3
g < o0z
4 gz
s 45 1061
% é ®1998
i £ 02005
: ® a0
0198
35 40 45 50 55 60
fregaragptapusggtagsAgyeipnengaggiagsaggsagncsppcngangses) Langfristiger Wahlerrdckhalt der Regisrungsparieien (%)
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Das Modell Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth

Table 1
Statistical Estimates of Vote Predictors
i = Bo + B1PAR; + B2 KAN; + 33log(AMT;) + &; VOTE PREDICTORS COEFFICIENT (SE)
Vorgehen: Chancellor Support 0407 _(03)
Long term Partisanship o (07)
@ Schitzung der Parameter mit der KQ Methode Torm (ogged) 28 (58)
@ Bestimmung der aktuellen EinflussgréBen PAR, KAN AMT Consianl = €9
&2 096
© Prognose durch Einsetzen in der Regressionsgleichung e S Ty T
© Unsicherheit der Prognose aus der Schitzung der Varianz von ¢; (W] 05)
und der Unsicherheit der Schitzung ergibt Prognoseintervall B A 15
Lijung-Box Q (4 lags) 290

Note: Model estimation based on elections 1953-2000.
*p< 05:** p< 0L ** p< 001

e R — Ve ——
fac
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth

T
Wie kommen wir zu einer Prognose?

Stimmenanteil fir Schwarz/Gelb 2013 =
~7.940,74 - (PAR) + 0,40 - (KAN) ~ 2.8 - (AMT)

Q L i on
CDU/FDP st 46, 4%(= PAR).

@ Abniitzungseffekt bei 2. Amtsperiode
von CDU/FDP ist log(2)(= AMT).

@ Kanzlerunterstiitzung (= KAN) heute
noch nicht bekannt!

Aber Juli | Politoarometer: Merkel (62%):
Steinbriick

(29%). Daher KAN = 68%
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth

T
Wie kommen wir zu einer Prognose?

Stimmenanteil fiir Schwarz/Gelb 2013 =
~7,9+0.74- (PAR) + 0,40 - (KAN) — 2,8 (AMT) =

51.7%

@ Langfristiger n

al /or
CDU/FDP ist 46, 4%(= PAR)
© Abniitzungseffekt bei 2. Amtsperiode
von CDU/FDP ist log(2)(= AMT).
@ Kanzlerunterstiitzung (= KAN) heute
noch nicht bekannt!
Aber Juli | Politbarometer: Merkel (62%):
Steinbriick (29%). Daher KAN = 68%

[0 2o e s 5or oo SRS —] vy
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Quelle: T. Gschwend und H. Nordpoth
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Zusammenfassung

@ Regressionsmodelle wichtiges Instrument zur Prognose
@ Sorgfiltige Wahl des Modells und der EinflussgroBen Voraussetzung

@ Zentrale Annahme: Die Wirkungsstruktur gilt zu dem Zeitpunkt der
Prognose weiterhin.

@ Kausalitdt muss inhaltlich diskutiert werden
@ Vorsicht vor Uberanpassung des Modells an den Lerndaten

@ Aber: Es gibt viele erfolgreiche Prognosestrategien ohne inhaltliche
Interpretation
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