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© statistische Inferenz

Statistische Inferenz

Ziel: Schliisse von Stichprobe auf Grundgesamheit
Schliisse von Experiment auf allgemeines Phinomen

Zentrale Fragen:

@ Wie kann die Zufilligkeit in korrekter Weise beriicksichtigt werden?

@ Wann sind Ergebnisse in der Stichprobe zufallsbedingt?

@ Wie sind korrekte Schliisse méglich?

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Instit

Ziel:
Stichprobe auf Ej

: Schluss von einer
heit, aus der sie stammt.

. Reprisentati
ten der Grund|

@ Von Interesse sei ein Merkmal X in der Grundgesamtheit €.

@ Ziehe eine Stichprobe (w1, ..., wy) von Elementen aus € und werte
X jeweils aus.

@ Man erhilt Werte xq, ..., Xp. Diese sind Realisationen der i.i.d
Zufallsvariablen oder Zufallselemente Xi, ..., X,, wobei die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der X, ..., Xn genau die
Haufigkei hiltnisse in der Gr heit widerspiegel
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Inferenzprinzipien

@ Schitzen:
Von Interesse ist der Wert eines Parameters in der Grundgesamtheit,
z.B. Mittelwert oder Anteil
o Punktschatzung: Angabe eines Wertes
o Intervallschitzung (Konfidenzintervall): Angabe eines
Bereiches, in dem der Wert mit hoher Sicherheit liegt
@ Testen (Signifikanztest):
Untersuchung, ob eine bestimmte Hypothese mit Hilfe der Daten
widerlegt werden kann
z.B. Gewisse Satzkonstruktionen fiihren zuschnellerer Reaktion

Beispiele:
@ Punktschitzung: z.B. wahrer Anteil 0.4751
@ Intervallschatzung: z.B. wahrer Anteil liegt zwischen 0.46 und 0.48

@ Hpothesentest: Die Annahme, der Anteil liegt hdchstens bei 50%
kann nicht aufrecht erhalten werden
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Voraussetzungen fiir das Anwenden statistischer Inferenz

@ Stichprobe sollte zufillig sein
@ Experimentelle Situation
@ Nicht nétig (geeignet) bei Vollerhebungen

@ Nicht geeignet bei Vollerhebungen mit geringem Riicklauf
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Punktschatzung

Beispiel:

Parameter:  Mittelwert der taglichen Fernsehdauer von Jugendlichen
in Deutschland

Schitzung:  Mittelwert der Fernsehdauer in der Stichprobe

oder: Median aus der Stichprobe?
oder: Mittelwert ohne gréBten und kleinsten Wert?
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Zentrale Fragestellung

Wie kommt man von Realisationen xq, ..., Xp von i.i.d. Zufallsvariablen

Xi,.

.., Xy auf die Verteilung der X;?

Dazu nimmt man haufig an, man kenne den Grundtyp der Verteilung
der Xi,..., X,. Unbekannt seien nur einzelne Parameter davon
Beispiel: X; sei normalverteilt, unbekannt seien nur j, o2,

= parametrische Verteilungsannahme (meist im Folgenden)
Alternativ: Verteilungstyp nicht oder nur schwach festgelegt (z.B.
symmetrische Verteilung)

= nichtparametrische Modelle

Klarerweise gilt im All, i (g Problem bei der
Modellierung): Parametrische Modelle liefern schirfere Aussagen —
wenn ihre Annahmen zutreffen. Wenn ihre Annahmen nicht
zutreffen, dann existiert die groBe Gefahr von Fehlschliissen.
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Beispiel 1: Schitzer X

Grundgesamtheit
1 2 3

4 5

130 131 132 140 142

Wahrer Wert: 1.35

Ziehe Stichprobe vom Umfang n=2 und berechne X
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S| S X P
1 2 | 1.305 | 0.1
1 3 | 1310 [ 0.1
1 4 | 1350 | 0.1
1 5 11360 | 0.1
2 3 [ 1315 [ 0.1 . Pech”
2 4 | 1355 | 0.1
2 5 11365 | 0.1
3 ] 4]1360]01
3 5 | 1.370 [ 0.1
4 5 | 1410 [ 01

270




Beispiel 2: Wiirfeln mit potentiell gefalschtem Wiirfel Punktschétzung

Beachte: Auswahl zufillig = Schatzung zuféllig
Wie groB ist der Erwartungswert beim Wiirfeln mit potentiell gefslschtem

Wiirfel?
@ Die Merkmale der gezogenen n Einheiten sind also ZufallsgroBen.
Ziehe Stichprobe und berechne Mittelwert X @ Bezeichnung: Xi..... X,.
2P . . . @ Wird der Parameter einer Merkmalsverteilung durch eine Funktion
X liefert plausible Schitzung fiir den wahren (theoretischen) Mittelwert. der ZufallsgroBen Xi. ..., X, der Stichprobe geschatzt, so spricht
. . " man bei diesem Vorgang von Punktschétzung
Simulation mit R
@ Die dabei benutzte Funktion wird auch Schétzfunktion,
Schatzstatistik oder kurz Schatzer genannt.
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Schéatzfunktionen Beispiele fiir Schitzfunktionen |

@ Arithmetisches Mittel der Stichprobe:

X =g(X..... X)) ==> X
Definition g(x )=
Sei Xy, ..., X, ii.d. Stichprobe. Eine Funktion _
Fiir bindre, dummy-kodierte X; ist X auch die relative Haufigkeit
T =g(Xi,.--, Xn) des Auftretens von , X; = 1" in der Stichprobe

heiBt Schitzer oder Schatzfunktion. o Stichprobenvarianz:
Inhaltlich ist g(-) eine Auswertungsregel der Stichprobe:

. Welche Werte sich auch in der Stichprobe ergeben, ich wende das durch
g() beschriebene Verfahren auf sie an.(z.B. Mittelwert)"
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Beispiele fiir Schatzfunktionen |1

© GraBter Stichprobenwert:

Xy = 8(X1,-. ., Xn) = f:rrllax"X,

@ Kleinster Stichprobenwert:

Xa) = &(Xu,
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Bias und Erwartungstreue fiir X

Das arithmetische Mittel X = 1 3°7 | X; ist erwartungstreu fiir den
Mittelwert p einer Grundgesamtheit

Aus X1, X, iid. und E,,(X1) = E,(X;) = ... = ju folgt:
E(X) = E, 1ix» -1y X":x‘
(X) = a2 X ) =R B X
e
= 2 EX)
"r:l
— 1 - — 1 —
ToashT e
i=1
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Qualitatsmerkmal eines Schitzers

Erwartungstreue, Bias:
Gegeben sei eine Stichprobe Xi, ..., X, und eine Schatzfunktion
T =g(Xu,..., X;) (mit existierendem Erwartungswert).

o T heiBt erwartungstreu fiir den Parameter 9, falls gilt
By(T) =40
fiir alle ).

o Die GroBe
Biasy(T) = Eq(T) -0

heiBt Bias (oder Verzerrung) der Schitzfunktion. Erwartungstreue
Schitzfunktionen haben per Definition einen Bias von 0.

Man schreibt Ey(T) und Biasy(T), um deutlich zu machen, dass die

GroBen von dem wahren 1) abhingen.

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 276

Bias und Erwartungstreue fiir 52

Sei o2 die Varianz in der Grundgesamtheit. Es gilt

E,(5%) =

also ist 52 nicht erwartungstreu fiir 0.
. z n-1 1
Bias,(5) = 102 _ 2= _Lp2
n n

(Fiir n — oo geht Bias,(5?) gegen 0, 52 ist , asymptotisch
erwartungstreu".)
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Bias und Erwartungstreue fiir 52

Fiir die korrigierte Stichprobenvarianz hingegen gilt:

E,(8?) =

Also ist $2 erwartungstreu fiir o2. Diese Eigenschaft ist auch die
Motivation fiir die Korrektur der Stichprobenvarianz.
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Wahlumfrage

Gegeben sei eine Stichprobe der wahlberechtigten Bundesbiirger. Geben
Sie einen erwartungstreuen Schitzer des Anteils der rot-griin Wahler an

Grundgesamtheit: Dichotomes Merkmal

X= 1 rot/griin: ja
" |0 rot/griin: nein

Der Mittelwert 7 von X ist der Anteil der rot/griin-Wahler in der
Grundgesamtheit.

Stichprobe X, ..., X, vom Umfang n:

x _ J1 ite Person wahit rot/griin
"7 |0 sonst
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Nichtlineare Funktionen

Vorsicht: Im Allgemeinen gilt fiir beliebige, nichtlineare Funktionen g
Eg(X) # g(E(X))-

Man kann also nicht einfach z.B. \/* und E vertauschen. In der Tat gilt:
S? ist zwar erwartungstreu fiir o2, aber v/S2 ist nicht erwartungstreu fiir
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Anteil als erwartungstreuer Schatzer

Aus den Uberlegungen zum arithmetischen Mittel folgt, dass
1
X
=
ein erwartungstreuer Schatzer fiir den hier betrachteten Parameter 7 ist.

Also verwendet man die relative Haufigkeit in der Stichprobe, um den
wahren Anteil 7 in der Grundgesamtheit zu schatzen

X
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Bedeutung der Erwartungstreue

Erwartungstreue ist ein schwaches Kriterium!
Betrachte die offensichtlich unsinnige Schatzfunktion
T =g(Xi,. .., Xn) = X1,
d.h. T, = 100%, falls der erste Befragte rot-griin wihlt und 7> = 0%
sonst.
Die Schétzfunktion ignoriert fast alle Daten, ist aber erwartungtreu:
E(T2) = E(X1) =

Deshalb betrachtet man zusitzlich die Effizienz eines Schatzers

Statistik 11 SoSe 2013

Effizienz 11
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Wenn n so groB ist, dass der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden
kann, dann gilt approximativ

n

SXi-m > Xi-new

1= _
Vi /a1 —7)
und damit
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Effizienz |

Beispiel Wahlumfrage

Gegeben sind zwei erwartungstreue Schitzer (n sei gerade):

T o= %ZIX,

Was unterscheidet formal T; von dem unsinnigen Schitzer T, der die in
der Stichprobe enthaltene Information nicht vollstindig ausnutzt?
Vergleiche die Schitzer iiber ihre Varianz, nicht nur iiber den
Erwartungswert!

Statistik Il SoSe 2013

Effizienz 11
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Analog kann man zeigen:

n/2

Tz—ni/z;x,-NN(w."T).

Ty und T sind approximativ normalverteilt, wobei T; eine deutlich
kleinere Varianz als T hat.

Ty und T, treffen beide im Durchschnitt den richtigen Wert 7. Ty
schwankt aber weniger um das wahre , ist also ,,im Durchschnitt

genauer".
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Effizienz IV

Ein erwartungstreuer Schitzer ist umso besser, je kleiner seine Varianz ist

Var(T) = Erwartete quadratische Abweichung von T von E(T)
0

Je kleiner die Varianz, umso mehr konzentriert sich die Verteilung eines
erwartungstreuen Schitzers um den wahren Wert.

Statistik 11 SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (In

UMVU-Schéatzer

itut fir Statistik, LMU)

@ Inhaltliche Bemerkung: Der (tiefere) Sinn von Optimalitétskriterien
wird klassischerweise insbesondere auch in der Gewdhrleistung von
Objektivitit gesehen.

@ Ist Xq,..., X, eine i.i.d. Stichprobe mit X; ~ N(u, %), dann ist

@ X UMVU-Schitzfunktion fiir ;2 und
o S UMVU-Schitzfunktion fiir 0.
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Beste Schatzer

@ Gegeben seien zwei erwartungstreue Schitzfunktionen Ty und T»

fiir einen Parameter 1. Gilt
Vary(T1) < Vary(T>) fiir alle

und
Vary-(T1) < Vary-(T>) fiir mindestens ein 9*

so heiBt Ty effizienter als T,.

@ Eine fiir ¢ erwartungstreue Schatzfunktion T heiBt

UMVU-Schitzfunktion fiir 9 (uniformly minimum variance
unbiased), falls
Vary(T) < Vary(T")

fiir alle ¥ und fiir alle erwartungstreuen Schitzfunktionen T+,
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Verzerrte Schatzer

o st Xi,...., X, mit X; € {0,1} eine i.i.d. Stichprobe mit
m = P(X; = 1), dann ist die relative Hiufigkeit X
UMVU-Schatzfunktion fiir .

@ Bei nicht erwartungstreuen Schitzern macht es keinen Sinn, sich
ausschlieBlich auf die Varianz zu konzentrieren.

@ Z.B. hat der unsinnige Schitzer T = g(Xy, ..., Xp) = 42, der die
Stichprobe nicht beachtet, Varianz 0.
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MSE

Man zieht dann den sogenannten Mean Squared Error
MSE(T) = Eo(T —9)?
zur Beurteilung heran. Es gilt
MSE(T) = Vary(T) + (Biasy(T))>.

Der MSE kann als Kompromiss zwischen zwei Auffassungen von
Prazision gesehen werden: moglichst geringe systematische Verzerrung
(Bias) und méglichst geringe Schwankung (Varianz).
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Konsistenz

@ Fiir komplexere Modelle ist oft die Erwartungstreue der Verfahren
ein zu restriktives Kriterium. Man fordert deshalb oft nur, dass sich
der Schitzer wenigstens fiir groBe Stichproben gut verhilt. Hierzu
gibt es v.a. zwei verwandte aber , etwas" unterschiedliche Kriterien

 Ein Schiitzer heiBt (MSE-)konsistent oder konsistent im
quadratischen Mittel, wenn gilt

Jlim (MSE(T)) =0.

203
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Asymptotische Erwartungstreue

* Eine Schitzfunktion heiBt asymptotisch erwartungstreu, falls
lim E(0) =0
n—o0
bzw. N
lim Bias(f) =0
n—o0

gelten

* Abschwichung des Begriffs der Erwartungstreue: Gilt nur noch bei
einer unendlich groBen Stichprobe.

* Erwartungstreue Schitzer sind auch asymptotisch erwartungstreu.

* Sowohl S2 als auch 52 sind asymptotisch erwartungstreu
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Konsistenz von X

Der MSE von X ist gegeben durch

2

2

MSE(X) = Var(X) + Bias(X) = = +0= = 0.
X ist also ein MSE-konsistente Schiter fiir den Erwartungswert.
Anschaulich bedeutet die Konsistenz, dass sich die Verteilung des
Schitzers fiir wachsenden Stichprobenumfang n immer stirker beim
richtigen Wert ,,zusammenzieht". Er trifft also fiir unendlich groBe
Stichproben praktische sicher den wahren Wert. (Dies gilt als eine
Minimalanforderung an statistische Verfahren.)
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Maximum-Likelihood—Prinzip | Maximum-Likelihood—Prinzip 11

Sie wissen als Wirt, dass heute die Lokalparteien ihre Busausfliige

unternehmen: Es werden Busse mit je 100 Personen von der jeweiliger Aufgabe: Schitze den Parameter ©) eines parametrischen Modells anhand

Partei organisiert. einer i.i.d. Stichprobe Xi,..., X, mit der konkreten Realisation xy, ..., Xn-
@ Bus |: 85% Partei A, 15% Partei B Idee der Maximium-Likelihood (ML) Schitzung fiir diskrete Verteilungen:
@ Bus II: 15% Partei A, 85% Partei B @ Man kann fiir jedes ¥ die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, genau die

Stichprobe xq, ..., X, zu erhalten:

Bus fihrt vor, anhand Stichprobe ermitteln, ob Bild von von der

Wand genommen werden soll oder nicht
Po(Xa = x1, X0 = %a .., X =

ﬁ Py(Xi = xi)

Stichprobe von 10 Personen ergibt 80% Anhanger der Partei A.

@ Welche Partei: wohl A, aber B nicht ausgeschlossen bei

ungliicklicher Auswahl. @ Je groBer fiir ein gegebenes )y die Wahrscheinlichkeit ist, die

konkrete Stichprobe erhalten zu haben, umso plausibler ist es, dass
@ Warum: A ist plausibler, da die Wahrscheinlichkeit, ungefahr den in tatsachlich 0o der wahre Wert ist (gute Ubereinstimmung zwischen
der Stichprobe beobachteten Wert zu erhalten (bzw. erhalten zu Modell und Daten).
haben) bei Bus | wesentlich gréBer ist als bei Bus II.
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Maximum-Likelihood—Prinzip: Beispiel Wahrscheinlichkeit fiir einige Werte von 7:

T P(X1=6,.... X5 = 4|n)
0.1 0.0000000000001
0.2 0.0000000227200

Li.d. Stichprobe vom Umfang n =5 aus einer B(10, 7)-Verteilung: 03 0.0000040425220

6 5 3 4 4 0.4 0.0003025481000

0.5  0.0002487367000

Wabhrscheinlichkeit der Stichprobe fiir gegebenes 7: 0.6 0.0000026561150

0.7 0.0000000250490

P4 =6.... % =4|lr) = P(X=6|r)-... P(X; = 4|r) 0.8 0.0000000000055
1 1

_ < 60> ALy (40) " 0.9 0.0000000000000

Man nennt daher L(1) = Py(X; = x1 Xy = xp), nun als Funktion
von 1) gesehen, die Likelihood (deutsch: Plausibilitit, MutmaBlichkeit)
von ©) gegeben die Realisation x; . Xp. Derjenige Wert

0 =9(x1, ..., xa), der L(¥) maximiert, heiBt
Maximum-Likelihood-Schatzwert; die zugehdrige Schitzfunktion
T(X,...,Xn) Maximum-Likelihood-Schitzer

. P(...[|m) Wahrscheinlichkeit, wenn 7 der wahre Parameter ist"
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Py(Xi=x1...., Xy = Xn) : Definition Maximum Likelihood

@ Deduktiv (Wahrscheinlichkeitsrechnung):  bekannt, xi. ..., x,
fallig (, unbekannt®). . N
zuta Ig_ (,un e: a.nn ) Gegeben sei die Realisation xq, ..., X einer i.i.d. Stichprobe. Die
@ Induktiv (Statistik): ¢ unbekannt, xi,...,x, bekannt. Funktion in 9
n
TIPo(Xi=x) falls X; diskret
Deduktiv Induktiv L) =15
o 1T falls X; stetig.
geg: Parameter bekannt ges: Plausibilitat des Parameters iy
Py =, X = ) Po(X =, X = ) heiBt Likelihood des Parameters # bei der Beobachtung . . . xn
Funkion von .....% Funktonvon 0 Derionise Wt s, ), der L(3) masimir, i
Maximum-Likelihood-Schatzwert; die zugehdrige Schitzfunktion
T(X1,..., X») Maximum-Likelihood-Schitzer.
ges: Wskt von Beobachtungen geg: Beobachtung bekannt
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Likelihood bei stetige Verteilungen ML Schatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung |
@ In diesem Fall verwendet man die Dichte
n
folas-ox) = [ fo) . [1 falls Rot/Griin
=1 "7 |0 sonst
als Mab fiir die Plausibilitat von v. Verteilung der X;: Binomialverteilung B(1,7) (Bernoulliverteilung)
@ Fiir die praktische Berechnung maximiert man statt der Likelihood
typischerweise die Log-Likelihood P(Xi =1) 7r
P(X;=0) = 1-7

n n
100) = In(L(9)) = In [[ Po(Xi = x) = 3 In Po(X; = x;) P(Xi=x) = = -(1-m)'™, xe{01)
= =t Hier ist = der unbekannte Parameter, der allgemeine mit ¥ bezeichnet

bzw. wird.

1(9) = \nHﬂq(x,‘) = im Fa(x)-

i=1 i=1

Statistik 1l SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 301 Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 302



ML Schitzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung | ML Schéatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung 11

@ Berechne die logarithmierte Likelihoodfunktion

@ Bestimme die Likelihoodfunktion

L(m) = P(Xi=x1 00 Xn = Xn)

= [I=a-m
i=1

n n
g Xi nfg Xi

= 7=l (1-m) =1
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ML Schatzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung 111 ML Schitzung fiir 7 einer Bernoulliverteilung 1V

@ Berechnung des ML-Schitzers durch Nullsetzen der abgeleiteten
Loglikelihoodfunktion

@ Bemerkung zur Loglikelihood or

Der Logarithmus ist streng monoton wachsend. Allgemein gilt fiir
streng monoton wachsende Funktionen g: x; Stelle des Maximums
von L(x) <= xo auch Stelle des Maximums von g(L(x)).

also

Also ist X der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir .
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ML-Schéatzung bei Normalverteilung |

@ Bestimme die Likelihoodfunktion
L(p.0® H exp (10—
! f % 202"

- e (-2 )

@ Bestimme die Log-Likelihoodfunktion
o) = In(L(n,o%)

= In(1) - —In(27r) 2 In(0? 2”2 Z
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ML-Schéatzung bei Normalverteilung
o Auflésen der beiden Gleichungen nach 12 und o

Aus der ersten Gleichung erhalten wir

—nu=0 also ja=x.

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir durch Einsetzen von i =

i(x,‘ — %)% = no?
i=1

also
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X

ML-Schatzung bei Normalverteilung 11

@ Ableiten und Nullsetzen der Loglikelihoodfunktion

Mp,0?) B
el 5,72 Z )

)
D02 = 2 ,2 ,72 2 Z
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Fazit

@ Der ML-Schitzer ji = X fiir  stimmt mit dem iiblichen Schatzer

fiir den Erwartungswert iiberein.

@ Der ML-Schitzer 5% = 5 fiir o2 ist verzerrt, d.h. nicht
erwartungstreu.
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Einige allgemeine Eigenschaften von ML-Schitzern

@ ML-Schitzer fl sind im Allgemeinen nicht erwartungstreu.
@ ML-Schitzer f sind asymptotisch erwartungstreu.

@ ML-Schatzer @ sind konsistent (und meist in einem asymptotischen
Sinne effizient).
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