Bedingte Wahrscheinlichkeit |

. Herzoperation in Krankenhaus"

Uberleben der Operation

Alle Fille | Operation Operation P(nicht i)
tiberlebt nicht iiberlebt . Risiko"
Krankenhaus U 500 500 0.5
Krankenhaus K ‘ 900 100 0.1

Frage: ,In welchem Krankenhaus wiirden Sie sich behandeln lassen?"

Statistik 1| SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit |1

Schwere der behandelten Fille

schwere leichte

Falle Falle
Krankenhaus U 900 100
Krankenhaus K 100 900

Frage: ,Bleiben Sie bei lhrer Entscheidung?*

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit 111

Uberleben der Operation aufgeteilt nach der Schwere

Schwere Fille

der behandelten Fille

Operation Operation P(nicht @)

liberlebt nicht tberlebt ., Risiko"
Krankenhaus U 400 500 0.56
Krankenhaus K 30 70 0.7

Leichte Fille

Operation Operation P(nicht @)
iberlebt nicht iiberlebt ., Risiko"

Krankenhaus U
Krankenhaus K

Statistik Il SoSe 2013

100 0 0
870 30 0.033
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Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

In dem Beispiel betrachten wir das Risiko gegeben ,schwerer Fall*.
Das Risiko wird berechnet durch

Anzahl (schwere Fille und nicht iiberlebt)
Anzahl(schwere Fille)

Allgemein definieren wir die Wahrscheinlichkeit von
., Ereignis B gegeben A“
P(AN B)

P(BIA) = =54
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Bedinte Wahrscheinlichkeit: Beispiel

B: Nicht iiberleben
A: Schwerer Fall

Krankenhaus U Krankenhaus K

P(B) —  500/1000 = 0.5 P(B) —  100/1000 = 0.1

P(A) —  900/1000 = 0.9 P(A) — 100/1000 = 0.1

P(ANB) = 500/1000 = 0.5 P(ANB) = 70/1000 = 0.07

P(BJA) = 0.5/0.9 =056 P(BJA) = 0.07/0.1=0.7 = 70%
Schwere OoP oP P(nicht ii) Leichte oP oP P(nicht ii)

Fille iliberlebt nicht tberl. ., Risiko" Fille liberlebt nicht tiberl. ,Risiko"
Krankenh U ‘ 400 500 0.56 Krankenh U ‘ 100 0 0
Krankenh K 30 70 0.7 Krankenh K 870 30 0.033
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Einschrankung des Ergebnisraumes und
bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistik || SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Beispiel: Wiirfeln

Q = {1,2,3,4,5,6}

A = {2,4,6} ,gerade"

B = {456} ,groB"

ANB = {4,6}

P(A) =3/6

P(ANB) =2/6

P(BIA) = P(ANB)/P(A) = (2/6)/(3/6) = 2/3

Interpretation:
Wenn bekannt ist, dass die gewiirfelte Zahl gerade ist, steigt die
Wahrscheinlichkeit fiir ,,groB* auf 2/3.

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Medizinische Tests

1000 Personen

10 erkrankt 990 gesund

9 Test positiv 1 Test negativ 10 Test positiv 980 Test negativ

Statistik || SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beachte: Die Bedingung entspricht der Bezugspopulation:

@ 9 von 10 Kranken werden als solche erkannt:
P(Test OK (positiv) | Patient krank) = 9/10

@ 980 von 990 Gesunden werden als solche erkannt:
P(Test OK (negativ) | Patient gesund) = 98/99

@ 9 von 19 Patienten mit positivem Test sind tatsdchlich krank:

P(Diagnose OK (richtig) | Test positiv) = 9/19
Ohne Test: P(Patient krank) = 1/100

Bezugspopulation von zentraler Bedeutung

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Beispiel: Wahlverhalten und Schicht

B: zufillig gezogene Person wahlt Partei X
A: zufillig gezogene Person gehort der Oberschicht an
P(B): W'keit, dass zufillig gezogene Person Partei X wihlt

P(BNA): W'keit, dass zufillig gewahlte Person Partei X wahlt
und der Oberschicht angehért.

P(B|A): W'keit, dass zufillig gewshlte Person Partei X wiahlt,
wenn sie der Oberschicht angehért.

Unterschied:
P(BJA): Man betrachtet nur Angehérige der Oberschicht (A ist sicher
eingetreten)

Interpretation analog zu bedingten Hiufigkeiten in Statistik I: P(B|A) ist
die Wahrscheinlichkeit von B wenn man bereits weiB, dass A gilt.
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Bezug zu Statistik |

@ Die Beziehung zu Statistik | und den bedingten relativen
Haufigkeiten ergibt sich, wenn man wieder die durch A und B

erzeugte (2 x 2)—Tafel betrachtet.
@ An Stichprobenmodell denken: Grundgesamtheit 2

P(B)=fe1, P(ANB)=f;

=, entspricht"

[1]2]
fir | fi2 | fie
fr | f2 | foe
for | fo2

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Beispiel: Horerbefragung

@ 1000 Horerlnnen
@ 600 mannlich (M), davon 450 positiv (Pos)
@ 400 weiblich (W), davon 300 positiv (Pos)

Wir ziehen zufillig 1 Horer.

P(M) =06

P(W) =04

P(Pos) =0.75

P(M N Pos) =0.45

P(Pos|M) = P(MnN Pos)/P(M) = 0.45/0.6 = 0.75 = P(Pos)
P(M)|Pos) = P(MnN Pos)/P(Pos) = 0.45/0.75 = 0.6 = P(M)

Interpretation: Die Ereignisse ,,Mannlich“ und ,, Positiv" sind
unabhingig.
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Definition stochastische Unabhdngigkeit

Aquivalent sind unter P(A) > 0 und P(B) >0

1. P(BJA) = P(B)
2. P(AIB) = P(A)
3. P(ANB) = P(A)-P(B)

Definition
Zwei Ereignisse A und B heiBen stochastisch unabhangig wenn gilt:
P(AN B) = P(A)- P(B)

Diese Definition der Unabhangigkeit besitzt den Vorteil, dass man nicht
P(A) =0, P(B) = 0 ausschlieBen muss; fiir die Interpretation ist aber die
Bezugnahme auf bedingte Wahrscheinlichkeiten viel anschaulicher.

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 106



Koppelung von unabhdngigen Experimenten

Mit dem Begriff der Unabhangigkeit (und bedingten
Wahrscheinlichkeiten) kann man komplexere Situationen aus
., Einzelbausteinen" zusammensetzen:

Bisher: Unabhangigkeit als zu iiberpriifende Eigenschaft
P(A1 N Az) = P(Al) . P(Ag) = unabhangig.

Jetzt: Unabhingigkeit inhaltlich postulieren. Gegeben P(A;), P(Az) und
A; und A, unabhiangig. Dann gilt:

P(A1 n A2) = P(Al) . P(Ag)

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Formale Darstellung

Experiment | Experiment Il
Q1, Py D, P,
Unabhangigkeit
I

Gesamtexperiment (1 x 5, P) mit

P(A1 n A2) [: P(A1 X Az)] = P1(A1) . Pl(AQ)

Statistik 1| SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Beispiel

Werfen eines Wiirfels (; = {1,...,6}) und eines Oktaeders
(2 ={1,...,8}) unabhingig voneinander.

A1CQli A1:{5,6}, AQCQQZ A2:{7,8}
AiNA;: b oder 6 mit Wiirfel und 7 oder 8 mit Oktaeder”

Dann definiert man
P(A1 N Az) [Z: P(Al X A2) :] = 'Dl(Al) . P2(A2);

also erhilt man bei einem fairem Wiirfel und einem fairem Oktaeder mit

. 1. 1
Pl =g i=1....6. wnd  P(})=g.i=1...8
11 1
P(A1QA2) = 3 Z E

Diese Konstruktion fiihrt man fiir alle moglichen A; C 1, A C Qs
durch.
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Wiederholungen eines Experiments

Von besonderer Bedeutung ist der Fall unabhingiger und identischer
Wiederholungen, bei dem dasselbe Experiment wiederholt durchgefiihrt
wird.

Zufallsstichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen

Das Experiment ,, Ziehen einer Person und Ermittlung ihrer
Parteipraferenz* wird n-mal unabhingig (Befragte diirfen sich nicht
gegenseitig beeinflussen!) durchgefiihrt.

Berechnungen und Beispiele folgen spater mit Hilfe der
Binomialverteilung
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Koppelung abhdngiger Experimente

Als nichster Schritt werden komplexere Experimente aus viel einfacheren,
voneinander abhadngigen Einzelexperimenten gebaut. Gerade bei
komplexeren Anwendungen ist es meist bedeutend einfacher, (und auch
sicherer, da sich die Chance erhoht, korrektes Expertenwissen zu
erhalten) bedingte statt unbedingte Wahrscheinlichkeiten anzugeben.
Beispielsweise kann man versuchen, die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses dadurch zu bestimmen, dass man als Zwischenschritt ,,auf alle
Eventualitdten bedingt" und zunichst die entsprechenden bedingten
Wahrscheinlichkeiten bestimmt. (— Baumstruktur)

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

111



FuBball Beispiel

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, das Halbfinale zu gewinnen 7
Gesucht: P(B) mit B =, Sieg im Halbfinale"

Siegchancen sind abhangig vom jeweiligen Gegner!

—> bedingte Wahrscheinlichkeiten.

A1 Gegner ist Mannschaft 1

Az 2
As " 3
Bedingte Wahrscheinlichkeiten leicht(er) anzugeben:
P(BJA1) = 0.7
P(B|A;) = 0.65
P(B|As) = 0.2

Gegner wird ausgelost => Annahme: P(A;) = P(A2) = P(A3) = 3

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Wahrscheinlichkeitsbaum (FuBball Beispiel)

Gegner ins Finale
ja / nein
P(B|A1)=0.7 B AnNB
P(B|A;)=0.3 B
P(B|A2)=0.65 B AnB
A2<
P(B|A;)=0.35 B
P(B|A3)=0.2 B AsnB
A3<
P(B|A3)=0.8 B
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FuBball Beispiel(2)

Welche ,,Wege" im Wahrscheinlichkeitsbaum fiihren zu B?

P(AINB) = P(A)-P(B|A) =107
P(ANB) = P(A)-P(BlA)=1-065 b insgesamt: 0.52
P(AsNB) = P(As)-P(B|As) =1 .02
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Verallgemeinerung: Volistindige Zerlegung

@ A;, Ay, As bilden eine vollstindige Zerlegung.
@ (A1NB), (A2 N B) und (A3 N B) sind disjunkt und ergeben in der
Vereinigung B
Damit ergibt sich
P(B) = P((ALNB)U(A,NB)U(AsN B))
= P(AiNB)+ P(A2NB)+ P(AsNB)
= P(B|A1) - P(A1) + P(B|A2) - P(A2) + P(BJA3) - P(A3) = 0.52
Entlang der Aste multiplizieren, dann summieren
Das Ergebnis lasst sich verallgemeinern auf:

@ Beliebige Ereignisse B
@ und vollstindige Zerlegungen (A;)i=1,.. k-
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Gegeben sei eine vollstandige Zerlegung A1, As, ..., Ax. Dann gilt fiir
jedes Ereignis B

k k
ZP BIA;) - P(A) =Y P(BNA).

j=1

Allgemeiner erlauben bedingte Wahrscheinlichkeiten die Modellierung
komplexer ,Experimente”, welche aus sukzessiven , Einzelexperimenten*
bestehen, bei denen die Ergebnisse jeweils von den vorherigen
Experimenten abhingen diirfen (insb. dynamische stochastische Modelle).

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 116



Anwendungsbeispiele

@ Komplexere Urnenmodelle ohne Zuriicklegen, Wahrscheinlichkeit im
n-ten Zug ist davon abhingig, welche Kugeln vorher gezogen
wurden.

@ Sicherheitsstudie zu Kernkraftwerken: Wahrscheinlichkeit fiir
komplexe Pfade praktisch nicht angebbar, aber eben bedingte
Einzelwahrscheinlichkeiten.

@ Markovmodelle (dynamische Modelle mit , einfacher Bedingung")
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Markovmodelle |

@ Koppelung abhingiger Experimente
lesz...:QT:{al,...,ak}.

@ Der Index t =1,... T bezeichnet die Zeit.

@ Ay ist das Ereignis : Zustand j zum Zeitpunkt t
Markov—Eigenschaft:
P(Af+17jt+1|AtaJ't n Af—l,jrfl n.. ) = P(At+11jt+1|Atvjt)7 (11)

Man spricht von einem Markovmodell mit den Zustinden a1, ..., ai.

Sind die so genannten Ubergangswahrscheinlichkeiten in (1.1)
unabhéngig von der Zeit, gilt also P(A¢t1,j|Au) = pj fiir alle t,, 1, so
heiBt das Markovmodell homogen.
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Markovmodelle 11

Zeit} t%l t t-u—l

Vergangenheit Zukunft
Gegenwart

Markov-Eigenschaft: , Gegeben den Zustand in der Gegenwart sind
Vergangenheit und Zukunft unabhangig, d.h. die Zukunft hangt nur von
der Gegenwart ab, aber nicht von der Vergangenheit”.

Fiir die Prognose der weiteren Entwicklung zahlt also nur der aktuelle
Stand, nicht aber, wie man dorthin gelangt ist.

Bei sozialen Prozessen ist die Markoveigenschaft und die Homogenitat
immer kritisch zu hinterfragen!

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Markovmodelle: Typische Anwendungen:

@ Gliicksspiel: Die Wahrscheinlichkeit P(A¢+1,j) mit Aqr1j =, Spieler
hat zum Zeitpunkt t 4 1 Kapitalbestand a;" hangt nur vom
Kapitalbestand zum Zeitpunkt t ab.

@ BWL: Konsumentscheidungen / Produktwahl

@ Demographie: Geburts- und Todesprozesse

@ Bildet das Wetter mit Q =
{Sonniger Tag, bewdlkter Tag, regnerischer Tag, verschneiter Tag}
eine Markovkette?

@ Soziologie: z.B. Modelle sozialer Mobilitdt, Mobilitdt in Betrieben
e Rapoport (1980): Mathematische Methoden in der
Sozialwissenschaft, Physika

e Bartholomew (1982): Stochastic Models for Social Processes,
Wiley
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Beispiel Markovmodelle: Soziale Mobilitat

(nach Bartholomew (1982), S. 18f.)
Wie entwickelt sich der soziale Status durch die Generationen?

@ Markoveigenschaft bedeutet hier: Status der Kinder nur abhangig
vom Status der Eltern, aber nicht mehr zusatzlich vom Status der
GroBeltern oder vorheriger Generationen

@ Homogenitat bedeutet hier: Wahrscheinlichkeit fiir alle denkbaren
Statuswechsel zeitlich konstant: z.B. Wechselhaufigkeit von
Landwirtschaftssektor in Dienstleistungssektor?

Datengrundlage: mannliche Generationenfolge in Marion County, Indiana
(1905 — 1912)

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Ubergangsmatrix

Séhne
ai a as

Vater
nicht handwerkliche
Tatigkeit ar 0.594 0.396 0.009
handwerkliche
Tatigkeit a 0.211 0.782 0.007
landwirtschaftliche
Tatigkeit as 0.252 0.641 0.108

Die obige Matrix enthalt die (geschatzten)
Ubergangswahrscheinlichkeiten

i-te Zeile, j-te Spalte: P (A2j|A1i)
Wahrscheinlichkeit, dass die zweite Generation in Zustand j ist unter der
Bedingung, dass die erste Generation im Zustand i ist.
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Interpretation Ubergangsmatrix

Beispiel: Sohn , nicht handwerklich* unter der Bedingung Vater
»landwirtschaftlich*

P (Az1|A13) = 0.252
Fiir feste Ay ist P(Azj|A1/) als Funktion in Ay eine Wahrscheinlichkeits—
verteilung, d.h. die Zeileneintrage summieren sich zu 1.

Inhaltliche Interpretation:

@ Man sieht bei der handwerklichen Tétigkeit eine starke Tendenz zur
Statuskonstanz ( P(Axz|A12) = 0.782)

@ 3hnliches gilt abgeschwécht fiir die nicht handwerkliche Tatigkeit
(P(A21]A11) = 0.594),

@ wihrend sich der landwirtschaftliche Sektor deutlich aufldst; hier
bleibt nur etwa jeder Zehnte ( P(Ax3|A13) = 0.108), und ein
»Zugewinn* aus anderen Sektoren findet praktisch nicht statt (
P(A23|A11) = 0.009, P(A3|A12) = 0.007 liegen jeweils unter einem
Prozent).
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Weitere Berechnungen

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Enkel eines in der
Landwirtschaft Tatigen eine Tatigkeit im nicht handwerklichen Sektor
ausiiben wird? Wahrscheinlichkeit, dass die 3. Generation nicht
handwerklich unter der Bedingung, dass 1. Generation in Landwirtschaft

Aot Asy

erste Generation
Landwirtschaft

Statistik Il SoSe 2013 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)
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Formale Rechnung

3

P(As1|A13) = Z P(Asz1 N Ay|A13)
=1
3
= Z P(As1](A2 N A1z)) - P(Az]A13)
=1

3
= Z P(A31|A2/) . P(AZI‘AB)
1=1

3
= ZPB “P1 = P13 P11t P23 P12+ P33 P13
I=1

=0.252-0.594 4 0.641 - 0.211 + 0.108 - 0.252 = 0.312
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Prognosen

Kennt man die Startverteilung P(A11), P(A12), P(A13), so kann man die
weitere Verteilung auf die Sektoren berechnen.

3
P(Ay) = P(Ag|A1m) - P(A1m)
m=1

P(As)) = ZP Asj|Ayy) - P(Agr) =

3
= Z P(AsjlA2) - Y - P(A|Arm) - P(Arm) =
= m=1

3 3

3 3
= ZPJI : Z Pim * 'D(Alm) = Z Z PjiPim - 'D(Alm)
=1 m=1

I=1 m=1
usw.

Man kann auch (mit weiterfiihrenden Methoden) eine
Gleichgewichtsverteilung bestimmen.
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Kritische Aspekte

+ interessantes und sehr leistungsfahiges Modellierungsinstrument
aber nicht in Ehrfurcht vor Methode erstarren, sondern Annahme
kritisch hinterfragen

@ Markoveigenschaft nicht unproblematisch: zusatzliche Rolle der
GroBvater!

@ Zeitliche Homogenitét problematisch (in der Tat gute 30 Jahre
spater ps3 nochmals mehr als halbiert)
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