6 Konzentrations- und Armutsmessung



6.0 Vorbemerkungen

Konzentration: Ausmall der Ballung von groBen Anteilen an der gesamten Merkmals-

summe auf wenige Einheiten.
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Bem. 6.1. Durchgangige Annahmen in Kapitel 6.1 und 6.2

e X sei ein verhiltnisskaliertes Merkmal (mit Urliste z1,...,x,) und der GroBe nach
geordneten Ausprdagungen ai,...,< ag. und hq,...,h;. Ferner seien fq,..., fi die

zugehorigen absoluten bzw. relativen Haufigkeiten; die empirische Verteilungsfunktion
werde mit F'x(-) oder F'(-) bezeichnet.

n
e /udem sei x; > 0, furallez=1,...,n und in> 0
i=1
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e Betrachtet werden die der GroBe nach geordneten Daten:
T (1) < T (2) < ... < T (n)

(Achtung: Die Klammern im Index werden in der Literatur weggelassen (z.B in
(Fahrmeir et al. (2010)); dann muss man vor dem Anwenden der dortigen Formeln
die Daten ordnen. Allerdings wird auch hier angenommen, dass a1 < a9 < ... < ag
gilt, dass also diese Auspragungen bereits geordnet sind.)

e Hier wird also zundchst deskriptiv/diskret gearbeitet. Der stetige Fall wird dann in
Kapitel 6.3 betrachtet.
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Warum iiberhaupt Konzentrationsmessung als eigenes Gebiet?

Bem. 6.2. [Zum Ungeniigen der Varianz und des Variationskoeffizienten als
(alleiniges) MaB fiir (relative) Konzentration]

Es gibt eine Unmenge an Konzentrations- und UngleichheitsmaBen, z.B. Rinne (2003%)
fiuhrt liber 50 verschiedene MaBe auf, hier natiirlich nur Beschrankung auf ein paar
wesentliche.

Im Folgenden wird ofter, um die Beschreibung nicht zu komplex werden zu lassen,
von ,reich” und ,arm"” gesprochen, auch wenn andere Merkmale als Einkommen und
Vermogen betrachtet werden. Reich steht dann einfach fiir mit relativ grooem Anteil an
der Gesamtsumme (z.B. Umsatz, Stimmanteile).

*Rinne, H (2003): Taschenbuch der Statistik. Frankfurt am Main.

9. Januar 2013



Bem. 6.3. [Typische Anforderungen an KonzentrationsmaBe (, Axiome”, Piesch (1975,
S. 168 f.))]

Validitatsiiberpriifung durch mathematiche Eigenschaften

a) Unabhingigkeit von der Messskala:
X und a- X, a > 0 haben dieselbe Konzentration.

b) Symmetrie: Invarianz gegeniiber der Permutation der Einheiten

c) Stetigkeit:

d) ,, Verschiebungsprobe* (Umverteilungssensitivitat, Robin-Hood Sensitivitat): Bei Um-
verteilung von den , Reichen” zu den , Armen” soll die Konzentration sinken, sofern
nattrlich dadurch nicht die , Armen” zu , Reichen” werden.

e) Normierung: Wertebereich zwischen 0 und 1, am besten mit 0 und 1 als mogliche

9. Januar 2013



Werte.
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Unterschiede zwischen relativer und absoluter Konzentration werden deutlich
bei:

f) Proportionalitatsprobe: Ersetzt man jeden Merkmalstrager mit Anteil v; an der
Gesamtsumme durch ¢ > 1 gleichgroBe Einheiten mit Anteil %, so soll sich ein relatives
Konzentrationsmal nicht dndern, ein absolutes Konzentrationsmal verkleinern.

g) Erganzungsprobe: Nimmt man Einheiten mit Merkmalsauspraungen 0 dazu, so
verandert sich ein absolutes KonzentrationsmaB nicht, ein relatives nimmt zu.
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6.1 Relative Konzentration

6.1.1 Die Lorenzkurve

Def. 6.4.

Gegeben sei die geordnete Urliste x (1), 2(2), ..., Z() €ines verhdltnisskalierten Merkmals
X, das den Annahmen aus Bemerkung 6.1 geniigt.

Die stiickweise lineare Kurve durch die Punkte (0,0), (u1,v1), (u2,v2), ..., (Upn,Vn)

= (1,1), wobei fiir jedes j =1,...,n

9. Januar 2013



und

J J
Z L(4) Z L(4)
_ =1 _ =1
DT Y T
1=1 1=1

T}ji

heiBt Lorenzkurve von X.

e u; ist der Anteil der j kleinsten Merkmalstrager

e v; der anteilige Beitrag dieser Einheiten zur Gesamtsumme Y "  x;, = > | ()
(, kumulierte relative Merkmalssumme")
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Bem. 6.5.

a) Insbesondere bei groBeren Datensdtzen vereinfacht sich die Berechnung wesentlich,
wenn man die relativen/absoluten Haufigkeiten fy,..., fx bzw. hq,..., hy der der
GroBe nach geordneten Merkmalsauspragungen a1 < ag <, ..., < ar benutzt. Dann
st fur g =1,...,k

ujzzhl = fi=F(a) (6.1)

=1 =1
und
J J
d hicar Y fira
=1 =1
= _ = (6.2)
d hicar > fira
=1 =1
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b) Ist bei klassierten Daten mit den Klassen [co, ¢1), [c1,¢2), ..., [ck_1, ck] die Merkmals-
verteillung in den Klassen nicht bekannt - und will man als Funktionswert dennoch
eine einzelne Zahl -, so nimmt man wie beim arithmetischen Mittel als Approxima-

tion an, dass alle Ausprigungen in dieser Klasse auf die Klassenmitte m; = Cﬁ%w
fallen. Damit erhdlt man mit f, und hy, £ = 1,...,k, als relative bzw. absolute
Klassenhaufigkeiten und ay = my, £ =1,...,k:
J J
Zhe my Zfe'me
=1 (=1
Uj = 3 = 2 . (63)
Zhe my Zfe'me
=1 (=1
Wiahrend normalerweise bei Lorenzkurven nur die Punkte (0,0), (u1,v1), ... interpretier-

bar sind, interpretiert man bei klassierten Daten auch die linearen Zwischenstiicke.
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Bem. 6.6. [Zur Interpretation der Lorenzkurve]

Bsp. 6.7. Ubungsaufgabe

Gegeben sei ein Land mit folgender klassierter Vermagensverteilung

Klasse 1 2 3
(co_1,cp) [0;10) [10;227.5) | [227.5; c0)
arm mittel reich
fo fi=051] fo =04 fa3 =0.1

Man bestimme die Lorenzkurve.

mit ms3 := 500
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6.1.2 Der Gini-Koeffizient

Def. 6.8. [Gini-Koeffizient]

Gegeben sei die geordnete Urliste x (1), Z(2), - - . , Z(y) €Ines verhaltnisskalierten Merkmals
X, das den Annahmen aus Bemerkung 6.1 geniigt.

2> i1t %G ntl

G =
ny o 1T n

heiBt Gini-Koeffizient von X und

n

G* = .G

n—1

normierter Gini-Koeffizient (Lorenz-Miinzner-Koeffizient) von X.
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Bem. 6.9.

e Man kann durch die Herleitung iiber die Trapezformel zeigen (Toutenburg & Heu-
mann (2009)), dass gilt:

Flache zwischen Winkelhalbierender und Lorenzkurve

Flache zwischen Winkelhalbierender und Abszisse

= 2. Gesamtflache - Flache unter der Lorenzkurve

= 2 - Flache zwischen Winkelhalbierender und Lorenzkurve

In der Literatur gibt es verschiedene dquivalente Formen, den Gini-Koeffizient zu
berechnen.

e Betrachtet man wie in Bemerkung 6.1.1 die geordneten Auspragungen a; < a9 <
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... < ar mit den Haufigkeiten hq, ho, ..., hi, so gilt:

k k
D (wor +w) fi-a > (w1 +w)hi - a .
o _ =1 _ _ 1= =t . —1:1—Zfl(vl—1+”vz)
—1
> fira > hi-a
=1 =1
e Es gilt bei minimaler Konzentration G = 0 und bei maximaler Konzentration G =
n—1.
n !

e damit ist also G* = 0 bel minimaler Konzentration und G* = 1 bei maximaler

Konzentration. (Ist n sehr groB, so ist 2=* ~ 1, also G* ~ G.)

n
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Bsp. 6.10. [Konzentrationsmessung] Fortsetzung von Bsp. 6.7

Man veranschauliche und berechne in der Situation von Bsp. 6.7 den Ginikoeffizienten.
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6.1.3 Quantilsbezogene relative Konzentrationsmessung

Oft stehen die Daten in einer anderen Form zur Verfiigung:
Gegeben sind dann bestimmte Quantile (typischerweise Quartile, Quintile oder Dezile)
und die Anteile des Merkmals, die auf das jeweilige Quantil entfallen.

Wie kann man dann immer noch die Lorenzkurve berechnen?

Bem. 6.11. (,Quantilsbezogene Darstellung")

Gegeben sei eine , Einteilung der Abszisse”

O=tap < <...<qy<...<oa4-1<1=q

und die zugehorigen Quantile z,,,{ = 1,...,q (, so, dass oy - n ganzzahlig ist. Ferner
seien die Auspragungen von X echt groBer als 0 und die Quantile eindeutig).
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Dann ergibt fiir [ =1,...,¢q

denjenigen Anteil der Merkmalssumme, der auf Beobachtungen mit einer Merkmals-
auspragung in (o, ,,Tq,| entfdllt.

Wahlt man insbesondere die o, [ = 0, ..., q, aquidistant, also oy =1 - %, so erhadlt man
sozusagen quantilsbezogene Daten; z;, [ = 1,...,q, sei dann als [-ter Quantilsantesl
bezeichnet.

Umgekehrt werden Daten dieser Form (ay, 27);=1.... , mit 2; wie oben haufig verwendet,
um Konzentrationsverhaltnisse ohne Angabe der konkreten Merkmalsauspragungen zu
charakterisieren. Die Kurve durch die Punkte (u},v;") mit

U = o
v = g 2y
r<l
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fur { =0,...,q werde als induzierte Lorenzkurve bezeichnet, und

q
G*=1-) fivj,+))
=1

mit
j%* =0 — Q0p-1, [ = L,...,q
als induzierter Gini-Koeffizient.

Die induzierte Lorenzkurve ist wieder eine Lorenzkurve (zum Beispiel fiir das fiktive
Merkmal X* mit Ausprigungen z; = z;/f, | = 1,...,¢q, und Haufigkeitsverteilung
*,l=1,...,q). Ihr Graph verlduft nicht unterhalb der Graphes der Lorenzkurve des
Ausgangsmerkmals X; beide Graphen schneiden sich in den Punkten (u},v});=1,. 4
Ist G der Ginikoeffizient von X, so gilt G > G*.
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1. Bereich | 2. Bereich g-ter Bereich
ap = u;, kumul. Haufigkeiten | o o 1
I Einzelhaufigkeiten o1 g — 1 1 —ag-1
7, Einzelanteile 21 29 Zq
v, Gesamtanteile Z1 z1 + z9 1+t =1

Bsp. 6.12. [Zur internationalen Einkommensverteilung]
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6.1.4 Einige weitere quantilsbasierte Mal3e

Insbesondere basierend auf der , natiirlichen, dquidistanten Quantilseinteilung” lassen
sich weitere relative KonzentrationsmaBe definieren:

Robin-Hood-Index (maximaler Nivellierungssatz, Schutzkoeffizient, (z.B. Wagschal
(1999, S.135ff))

e Wie viel miisste den Reichen weggenommen werden, um zu einer Konzentration von
0 zu kommen?

e Ermittle fiir jedes Quantil mit einem Anteil von hochstens « den Abstand seines
Anteils zu o!

e Aufaddieren dieser Abstande liefert den Robin-Hood-Index. Dieser Anteil miisste
verteilt werden, um zu einer gleichen Verteilung zu kommen!
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Also mit der Notation
21 Anteil im I-ten Quantil, £ =1,...,q

und mit

q q q
1
RHI = g o — z¢| ( |2e — o] = 5 g |20 — oz|> (6.4)
¢

Es gilt ferner
RHI = max({ - o — vy); (6.5)

Der RHI ist also der ,, maximale senkrechte Abstand” zwischen der Winkelhalbierenden
und der Lorenzkurve durch (ug, vy),.
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Bem. 6.13. Quantilverhiltnisse

Ein weiteres anschauliches MaB sind Quantilsverhaltnisse, etwa das

e z.B. Dezilratio 90 : 10 = @, falls zg1 >0
L0.1

e beim Einkommensvergleich: also um welchen Faktor ist der untere Wert der 10%
Reichsten groBer als der obere Wert der 10% Armsten

e Minimale Konzentration: alles in einem Punkt 291 = 20 9
= Dezilratio = 1,

e Umgekehrt Vorsicht: bel extremer Konzentration.
Die MalB3zahl konnte fiir Entwicklungslander eventuell problematisch sein,

e aber etwa fiir Einkommensverhiltnisse in OECD-Landern sehr anschauliches MaB.
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Bsp. 6.14.

Dezilverhaltnisse 90:10 des Einkommens von Vollbeschaftigten im internationalen Ver-
gleich — Wagschal (1999, S.138)

Norwegen ltalien
Schweden Neuseeland
Danemark Japan

Belgien Frankreich
Finnland GroBbritannien
Deutschland Osterreich
Niederlande Kanada
Schweiz Portugal
Australien USA
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6.2 Absolute Konzentration

6.2.1 Vorbemerkungen: relative versus absoluter Konzentration

Vgl. Einleitung: Manche Autor(innen) verwenden fiir die , relative” Konzentration den
Begriff ,, Disparitat”. Dann wird , absolute Konzentration® meist schlicht als Konzentra-
tion bezeichnet.

6.2.2 Einige MalBzahlen der absoluten Konzentration

Def. 6.15.
Sei 0 < Ty < Xy < ... < Ty die geordnete Urliste eines verhaltnisskalierten

Merkmals mit sz > 0.
i=1
Mit
PG@) == s
Zj:l x]
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heiBt

CRQ — Z ]9(7,)

Konzentrationsrate (vom Grade g).

Bsp. 6.16.

t1=n—g+1

/weitstimmenanteile polit. Parteien bei Bundestagswahlen 1949-2009

CDU/CSU
SPD

FDP

Griine
PDS/Die Linke
Sonstige

1949
31,0%
29,2%
11,9%

27,9%

1953
45,2%
28,8%

9,5%

16,5%

1965
47,6%
39,3%

9.5%

1972
44 9%
45,8%

8,4%

0,9%

1983
48,8%
38,2%

7,0%

5,6%

0,4%

1994
41,5%
36,4%

6,9%

7.3%

4,4%

3,5%

2002
38,5%
38,5%

7,4%

8,6%

4,0%

3,0%

2005
35,2%
34,2%

9,8%

8,1%

8,7%

4,0%

2009
33,8%
23,0%
14,6%
10,7%
11,9%

7,0%
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Def. 6.17.

In der Situation von Def 1.12 heiBBt

H = ;p?@

Herfindahl-Index. Die GroBe 1 — H wird auch Rae-Index genannt.

In der Politikwissenschaft wird % auch als Anzahl der effektiven Parteien bezeichnet.
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Bsp. 6.20. [Herfindahl- und Rae-Index des deutschen Parteienwesens]
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Bsp. 6.21. [,,Durchschnittliche Fraktionalisierung von Parteiensystemen®]

(Wagschal S. 145 (1999), Ried! (2011))

Land durchschnittl.
Rae-Index 1945-93
USA 0.53
Osterreich 0.60
GroBbritannien 0.62
Deutschland 0.64
Schweiz 0.71
Italien 0.75
Frankreich 0.79
Niederlande 0.79
Finnland 0.82
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Bem. 6.22.

Es gibt eine groBe Anzahl weiterer KonzentrationsmaBe. Eine wichtige Klasse sind
Entropie-basierte Mal3e, insbesondere die normierte Entropie

~_ In(pgw)
NEnt := — :g:: I)<i)__i;IZ;;5__7
i=1

wobei fiir ¢ =1, ..., n vorausgesetzt wird: p(;) > 0.
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