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Die Mathematiker Familie Bernoulli 

• Bernoulli Familie war eine der bekanntesten Mathematiker 

Familien des 17. und 18. Jahrhunderts 

 

• Stammten ursprünglich aus den Niederlanden flüchteten 

aber aus religiösen Gründen in die Schweiz 

 

• Acht Mitglieder und durch vier Generationen hindurch 

befassen sich mit Naturwissenschaften und der Mathematik 

 

• Zwei davon, Jakob und Johann spielten eine sehr wichtige 

Rolle in der Mathematik: 

 

 Rivalen („Die Streitschriften von Jacob und Johann 

Bernoulli“) 

 

 Legten den Grundstein der Wahrscheinlichkeitstheorie 

 

 Grundstein für eine neue analytische Disziplin: die 

Variationsrechnung.  
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Lebenslauf (1) 

• Lebenszeit: 27. Dezember 1654 -16. August 1705 in Basel, 

Schweiz 

 

• Er studierte Philosophie und protestantische Theologie in 

Basel 

 

• Nebenbei besuchte er auch Vorlesungen für Mathematik 

und Astronomie 

 

• 1688: Wurde er Professor für Mathematik an der 

Universität Basel 

 

• Nach seinem Tod übernahm sein Bruder Johann seinen 

Lehrstuhl in Basel  
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Lebenslauf (2) 

• 1713: Nach seine Tod wird sein Werk „Ars Conjectandi“ von 

seinem Neffen Nikolaus Bernoulli herausgegeben (geschrieben 

ab 1680) 

 

 Teil I: Huygens: Abhandlung über die bei Glückspielen 

möglichen Berechnungen, mit Kommentaren von Bernoulli 

 

 Teil II: Permutations- und Kombinationslehre 

 

 Teil III: Anwendungen der Kombinatorik auf verschiedene 

Glücks- und Würfelspiele 

 

 Teil IV: Anwendung auf "bürgerliche, sittliche und 

wirtschaftliche Verhältnisse". Darin schwaches Gesetz der 

großen Zahl mit elementarem Beweis 
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Lebenslauf (3) 

• Bedeutung in der Mathematik: 

 

 Jakob Bernoulli ist der erst der ein Buch über die 

Wahrscheinlichkeitsrechnung herausgab, der den Begriff 

Wahrscheinlichkeit verwendet hat (Vgl.: Huygens hat den 

Begriff Erwartungswert verwendet) 

 

 Hat wesentlich zur Entwicklung der 

Wahrscheinlichkeitstheorie beigetragen 

 



 

• Herausgabe der Ars Conjectandi 

(Zusammenfassung der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung anderer 

Autoren und Weiterentwicklung) 

• Bernoulli-Verteilung 

 

 

Beitrag Bernoullis zur Wahrscheinlichkeitsrechnung 
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Was ist Wahrscheinlichkeit? (1) 
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• „Wenn ein Affe unendlich lange auf einer Schreibmaschine 

tippt geht die Wahrscheinlichkeit, dass er Goethes Faust 

schreibt, gegen 1.“  

 

→ Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie ist 

Probleme wie diese zu präzisieren 

 

• In der griechischen Antike meinte Aristoteles: „Denn 

wahrscheinlich ist, was sich meistens ereignet…“ 

 

• Carneades hat den Begriff als steigerungsfähig 

angesehen: „tatsächlich wahrscheinlich“, „scheinbar 

wahrscheinlich“ 

 

→ „Denn nicht alles was wahrscheinlich erscheint ist es 

auch“ 
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Was ist Wahrscheinlichkeit? (2) 
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• Man unterschiedet zwischen unterschiedlichen 

Wahrscheinlichkeitsbegriffen, zwei wichtige sind: 

 

1. Symmetrieprinzip – Klassische- oder 

Laplacesche Auffassung) 

 

2. Häufigkeitsprinzip – Statistische 

Wahrscheinlichkeitsauffassung 

Wahrscheinlichkeitsauffassungen 
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• Wahrscheinlichkeit ist das Verhältnis der günstigen 

Ereignise zur Anzahl aller möglichen Ereignisse 

(Bernoulli, Huygens, Laplace) 

 

 

 

 

• Beispiel: Würfel → jede Zahl hat die gleiche 

Chance, nämlich 
1

6
 

Symmetrieprinzip – Klassische- oder Laplacesche 

Auffassung) 
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Häufigkeitsprinzip – Statistische 

Wahrscheinlichkeitsauffassung 
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• Experiment wird so oft wie möglich wiederholt und dann werden 

die relativen Häufigkeiten des Ereignisses berechnet. 

 

• Beispiel:  GdgZ (dazu komme ich später) 
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Cardano 

(1501-1576) 

Pascal-Fermat  

(1623-1662) 

Huygens 

(1629-1695) 

• Italienischer 

Mathematiker der 

sich mit der 

Beschreibung mit 

Zufallserscheinung

en 

auseinandersetzt 

 

• Motiviert wurde er 

durch das 

Glückspiel 

 

• Untersucht in 

seinem Buch 

„Liber de ludo 

aleae“ (1663) das 

Spiel mit mehreren 

Würfeln 

• Zwei französische 

Mathematiker die 

durch ihren 

Briefwechsel:  

 

1. Wahrscheinlichkeit

srechnung 

revolutioniert 

haben 

 

2. Grundlagen für die 

moderne 

Wahrscheinlichkeit

stheorie gelegt 

haben 

• Niederländischer 

Astronom und 

Mathematiker 

 

• Einer der 

Begründer der 

Wahrscheinlichkei

tsrechnung 

 

• Er schrieb: De 

ratiociniis in ludo 

aleae (1657) 

Schöpfer der Wahrscheinlichkeitstheorie 



Ars Conjectandi 
(=Kunst des Vermutens) 
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• Baut auf die Wahrscheinlichkeitstheorien von 

Hyugens, Cardano etc. auf 

 

• Beschäftigt sich mit der 

Wahrscheinlichkeitstheorie ist aber nicht nur die 

Wissenschaft von Glückspielen sondern von 

allgemeinen rationalen Vermutungen 

 

• Somit ist Ars Conjectandi wegweisend für die 

Wahrscheinlichkeitstheorie 

 

• Beweis und Formulierung des Gesetztes der 

großen Zahlen 

 

• Weiterentwicklung der 

Wahrscheinlichkeitstheorie 

 

 

Über das Werk Ars Conjectandi 
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Teil I:  

Huygens: Abhandlung über die 

bei Glückspielen möglichen 

Berechnungen mit Kommentaren 

von Bernoulli 
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• Bernoulli beschäftigt sich im 1. Teil seines Buches mit 

welcher Wahrscheinlichkeit man bei einem Glücksspiel 

gewinnen kann. 

 

• Beispiel: 

– Person A spielt mit Person B.  

– Bedingung: Gewinner ist der, der zuerst dreimal 

gewinnt. 

– Ist-Zustand: Person A hat schon zweimal gewonnen, 

Person B nur einmal. 

 

• Frage: Wie wird der Spieleinsatz aufgeteilt bei Abbruch des 

Spieles? 
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Lösung: 

 

• Bernoulli lehnt sich an die Lösung von Huygens an. 

→ Dabei erhält A 3/4a und B  1/4a. 

 

• Bernoulli geht davon aus, dass folgende Fälle eintreten 

können:  

 

• Spieler A gewinnt und bekommt den ganzen Einsatz bzw. 

Spieler B gewinnt und es steht unentschieden. 

 

→  In diesem Fall steht jedem ein 1/2 a zu. Da aber das 

Spiel bei 2:1 unterbrochen wurde, erhält mit 

Rücksicht auf „Lehrsatz 1“ der Spieler mit 2 

gewonnenen Spielen die halbe Summe beider d.h. 

3/4a wobei a der Gesamteinsatz ist. 

→ Anschließend erfolgen eine Reihe von Anmerkungen. 

→ Bernoulli weit über die Betrachtungen Huygens 

hinaus und führt folgendes Beispiel auf: 
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Teil II:  

Permutations- und 

Kombinationslehre 
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Es werden behandelt: 

 

• Lehre von den Permutationen 

• Lehre von den Kombinationen 

• Kombinationen in Verbindung mit ihren 

Permutationen 
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Permutationen 
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Kombinationen 
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Kombinationen in Verbindung mit  ihren Permutationen 

(Variationen ohne Wiederholung) 



Jakob Bernoulli - Historische Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 

• Ausführliche Darstellung der 

Kombinationslehre 

 

• Behandlung der Bernoullischen Zahlen 

 

• Beispiele: 

 

Gegen Ende des 17. Jahrhundert gelingt es 

Bernoulli eine Formel für die Summe 

beliebiger Potenzen natürlicher Zahlen zu 

finden: 
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• Entspricht dem Pascalschen Dreieck 

(Binomialkoeffizienten). 

 

• 𝐵𝑚 sind die Bernoulli-Zahlen. 

 

• Die ersten Bernoulli-Zahlen sind: 

 

 

 

• Man kann damit die Summe der sechsten Potenzen 

ausrechnen.  

 

 

 

 

 



Teil III:  

Anwendungen der Kombinatorik 

auf verschiedene Glücks- und 

Würfelspiele 
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• Kombinatorik spielt in der Entwicklung der 

Wahrscheinlichkeitstheorie eine sehr große Rolle 

 

• Insbesondere bei der Untersuchung von 

Glücksspielen 

 

• Kombinatorik wird benutzt bei zukünftlichen 

Entwicklungen, die gleichwahrscheinlich sind 
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Teil IV:  

Anwendungen der 

vorhergehenden Lehre auf 

bürgerliche, sittliche 

und wirtschaftliche Verhältnisse. 

Darin schwaches Gesetz der 

großen Zahl mit elementarem 

Beweis 
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Schwaches Gesetz der großen Zahlen 

• Definition: 

 

 Es sei: 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 Bernoulli-Zufallsvariablen mit 

Erfolgswahrscheinlichkeit 𝑝 

 

 Es sei übrigens: 𝑋 =  𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 , die Anzahl der Erfolge in 

𝑛 −𝑚𝑎𝑙 unabhängig wiederholten Bernoulli-Experimenten 

 

→ Dann gilt:   ∀𝜀 > 0 ∶ 𝑃(|
𝑋

𝑛
− 𝑝| ≥ 𝜀) → 0  fü𝑟 𝑛 → ∞ 

 

• Interpretation:  

 

 Die Wahrscheinlichkeit, dass die Analogie der Erfolge  
𝑋

𝑛
 in 

𝑛 −𝑚𝑎𝑙 unabhängig wiederholten Bernoulli-Experimenten 

von der Erfolgswahrscheinlichkeit 𝑝 abweicht, konvergiert 

gegen 0 wenn das 𝑛 groß ist 
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Starkes Gesetz der großen Zahlen 

• Definition: 

 

 Es sei: 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 Bernoulli-Zufallsvariablen mit 

Erfolgswahrscheinlichkeit 𝑝 

 

 Es sei übrigens: 𝑋𝑛 =
1

𝑛
 (𝑋𝑖 − 𝐸 𝑋𝑖 )
𝑛
𝑖=1 , die Anzahl der 

Erfolge in 𝑛 −𝑚𝑎𝑙 unabhängig wiederholten Bernoulli-

Experimenten 

 

→ Dann gilt:   ∀𝜀 > 0 ∶ 𝑃(lim𝑛→∞ 𝑋𝑛 = 𝜇) = 1 

 

• Interpretation:  

 

 Die Wahrscheinlichkeit, dass der Arithmetische Mittelwert 

𝑋 ,wenn die Anzahl der Elemente in der Stichprobe größer 

werden, gleich dem Erwartungswert der Grundgesamtheit 𝜇 

ist, beträgt 1. 

Jakob Bernoulli - Historische Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 



• Ziel Bernoullis waren nicht die Glückspiele, sondern wie man zu 

objektiv angemessenen Entscheidungen kommen kann. 

 

• Glückspiele wurden von ihm nur zur Illustration der 

Vorgehensweise verwendet. 
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• Er beschreibt folgende Begriffe: 

1. Unterschied zwischen Gegenwart, Vergangenheit und 

Zukunft 

2. Begriff der Wahrscheinlichkeit 

3. Zufall 

4. Stochastik 
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Unterschied zwischen Gegenwart, Vergangenheit und 

Zukunft 
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Begriff der Wahrscheinlichkeit 
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Zufall 
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Stochastik 

Jakob Bernoulli - Historische Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 



 2/50 

Literatur 

• Bernoulli, Jakob; Haussner, Robert (translator) 

(1713/2002), “Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars 

conjectandi)“ (Deutsche Übersetzung) 

• Enzyklopädie: Stochastikon 

• Enzyklopädie: Wikipedia 

• Technische Universität Bergakademie Freiberg, Die 

Bernoullischen Zahlen 

• Romeike, Frank (2009); „Erfolgsfaktor Risiko-

Management 2.0“, Methoden, Beispiele, 

Checklisten, Praxishanduch für Industrie und 

Handel, 2. Auflage 

 

• Weitere Literaturangaben folgen… 
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