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Unter nichtparametrischen Methoden wird in dieser Arbeit die Modellierung von nichtparametrischer Re-
gression verstanden. Der wesentliche Unterschied zu parametrischen Modellierung (z. B. einfache lineare
Regression) ist, dass die Strukturkomponente nicht direkt subjektiv durch den Anwender spezifiziert wird.
Dadurch sind nichtparametrische Modelle flexibler als vergleichsweise parametrische Strukturen, da diese
weniger Annahmen bendtigen. Man gibt lediglich eine allgemeine Funktionsklasse an, welche dann anhand
der Daten geschatzt wird. Dies ist insbesondere sinnvoll, falls bei einer Problemstellung keine hinreichen-
den konkreten Zusammenhénge oder Theorien bestehen, welche eine genaue Spezifikation des Préadiktors
erlauben. Anstatt dessen schitzt man Funktionen, welche sich als Linearkombinationen darstellen lassen.
Siehe dazu Kapitel 2 oder (Fahrmeir et al., 2009, vgl. S. 320-340).




Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Erklarung des Modellierungsansatzes GAM (generalized addi-
tive model) und basiert im wesentlichen auf dem Buch Generalized additive models |Wood| (2006)). Zuerst
wird der allgemeine Aufbau eines GAMs erlautert. Im darauf folgenden Kapitel ist aufgezeigt, wie GAMs
als penalisierte GLMs aufgefasst werden kénnen. Dann wird der praktische Algorithmus zur Schatzung
allgemein erldutert und eine spezielle Form des Glattungssplines theoretisch dargestellt: Thin Plate Regres-
sion Splines. Im néchsten Kapitel geht es um die Schatzungsmoglichkeiten fiir den Glattungsparameter.
Am Ende des Theorieteils folgt noch eine kurzes Kapitel tiber Konfidenzbénder. Diese im Detail beschrie-
benen Verfahren werden dann im praktischen Teil anhand von simulierten Daten im Vergleich zu mit einem
parametrischen Modell GLM (generalized linear model) dargestellt.

2 Schatzung nichtparametrischer Modelle: GAM

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit GAM “s und deren Schétzung. Ein GAM wird wie folgt definiert (Wood,
20006, s. S. 119):

9(e) = Xpy + filzw) + fa(@ar) + f3(ap, zar) + ..+ folzer); k=1,...n; j=1,...J (1)

0, — b0
e = E(ye| X5, w1k, - -, o) und f(ye|Ok, o) = exp {ykk(b—k(k) + (Y, ¢k)}

(2)

Der erste Term X*# ist eine parametrische Einflussgrofe, wie im GLM der lineare Pradiktor, und die
restlichen Funktionen f() sind nichtparametrisch. k ist die Anzahl der Beobachtungen undDieses Modell
weist u. a. folgende Eigenschaften auf:

1. Wie beim GLM koénnen damit Response Variablen beliebigen Skalenniveaus geschétzt werden. Ein
Unterschied besteht darin, dass die Hauptaufgabe der Responsefunktion nicht mehr in der Daten-
passung besteht, sondern in der Abbildung in den geeigneten Wertebereich der Zielvariablen.

2. Es ist ebenfalls zugelassen, dass die Funktionen f;() von mehreren Einflussgréfsen abhéngen.

3. Es wird eine additiver Einfluss zwischen den einzelnen nichtparametrischen Funktionen und der
Zielvariablen unterstellt.

Die Annahme der additiven Struktur wird aufgrund des Dimensionsfluchs verwendet (Fahrmeir et al.|
2009, s. S. 395-396). Gegeben sei ein Wiirfel mit Daten der Dimension q und Kantenldnge o=1. Welche
Kantenldnge | muss nun ein Teilwiirfel haben, um einen Anteil p der Daten zu umfassen? Im trivialen Fall
fiir =1 gilt 1=p. Fiir ¢=2 wird die Fliche mit [*> = p ausgedriickt. Im Allgemeinen Fall q gilt { = p/?. Zum
Beispiel bei q=5 steigt | auf 0,63 im Vergleich zu 1=0,1 fiir g=1. Da nichtparametrische Modelle ziemlich
komplex sind, erhoht sich der computationale Ressourcenverbrauch bei hoheren Dimensionen deutlich.
Es ist schon ein sehr grofer Stichprobenumfang nétig um eine Funktion f(z1, 22, ...,2;) mit dhnlicher
Genauigkeit schitzen zu kénnen wie f(x1). Denn der Stichprobenumfang, welcher notig ist, um ungefiahr
den identischen MSE in hoheren Dimensionen zu erreichen, steigt exponentiell mit der Dimension q an
(Wasserman, 2006} vgl. S. 58). Bei Funktionen mit mehr als 4 Einflussgrofen ist die Modellierung meist zu
zeitintensiv. Deshalb wird bei einem GAM die allgemeinere Struktur f(zi, s, ...,z;) durch eine additive
Struktur f(xq, xa,...,x;) = fi(x1) + fo(z2) + ... + f;j(z;) ersetzt. Dies ist zwar nicht mehr so flexibel, aber
dafiir ist die Schétzung effizienter moglich, da der Dimensionsfluch vermieden wird (Kauermannl, 2006, s.
S. 144). Auferdem lésst sich die additive Struktur besser interpretieren. Man kann sich in einer Grafik den
additiven Einfluss von einzelnen Kovariablen auf die Zielgréfte ansehen. Im folgenden Kapitel wird eine
allgemeine Form der Sperzifikation der unbekannten Funktion f() formal dargestellt.



2.1 Konstruktion von GAMs als penalisierte GLMs

Damit die Funktion f() sinnvoll geschétzt werden kann, wird diese in eine lineare Form gebracht. Basierend
auf dem Ansatz der Gleichung |l| werden die nichtparametrischen Funktionen wie folgt definiert: (Wood,
2006, s. S. 163-164)

filz;) = Z Bjibji(x;) (3)

b;i(x;) stellt die i-te Basisfunktion der j-ten glatten Funktion dar. Damit ist es eine alternative Darstel-
lungsform von Vektoren. Es wurde gezeigt, dass es sich bei einem Splineraum um einen d-dimensionalen
Vektorraum handelt. (Fahrmeir et al., 2009, vgl. S. 298) d ist die Anzahl aller Variablen des Modells, d.h.
die Zielgrofe und die Einflussgrofen. Deshalb ist die Bezeichnung als Basis im Sinne der linearen Algebra
gerechtfertigt. Die Basisfunktion bestimmt den Raum der zulassigen Funktionen. ¢; ist dabei die maximale
Anzahl der Basisfunktionen der j-ten glatten Funktion und j;; enspricht den zu schétzenden Koeffizienten
ohne Penalisierung. Im folgenden wird die ganz einfache Basis des Polynomspline exemplarisch definiert
(Fahrmeir et al., 2009, s. S. 295):

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Polynomspline vom Grad | > 0 mit m Knoten
a=k <...<k, =0>, falls sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. f(x) ist (I-1)-mal stetig differenzierbar. Fiir I=1 entspricht dies der Forderung, dass f(x)
stetig ist, fiir I=0 werden keine Glattheitsanforderungen an f(x) gestellt.

2. f(x) ist auf den durch die Knoten gebildeten Intervallen [k,, k,+1) ein Polynom vom Grad
1.

Fiir den Fall von 1=3 handelt es sich um Polynom 3. Grades mit Knotenpunkten. Bei der Wahl der
Knoten ist insbesondere auf die Anzahl und die Position zu achten. (Fahrmeir et al., 2009} vgl. 301-302) Die
Lage der Knoten kann in gleichméfigen Absténden, nach Quantilen oder gezielt gesetzt werden. Je hoher
die Knotenanzahl ist, desto rauer und je weniger Knoten gesetzt werden, desto glatter wird die geschétzte
Kurve. Ein Polynomspline wird nun an einer Graphik von Léngsschnittdaten aus dem sozio6konomischen
Panel zwischen 1986 und 2007 mit 33841 Personen veranschaulicht:

In der Abbildung [1] ist auf der x-Achse das Alter in Jahren und auf der y-Achse siecht man den Zu-
friedenheitsscore auf einer ordinalen Skala von 0 bis 10. Die gestrichelte Kurve ist ein Modell mit einem
linear, gemischtes Modell mit kubischen Polynomen und die durchgezogene Kurve wurde durch ein semipa-
rametrisches, linear, gemischtes Modell mit einem kubischen Polynomspline gefittet. Bei einem gemischten
Modell variert der Einfluss der Kovariablen auf die Zielgrofe gruppenspezifisch, d.h. die Beobachtung
héngt von der zugehdrigen Gruppe des gezogenen Individuums ab. Man kann deutlich anhand der Grafik
erkennen, dass der semiparametrische Ansatz eine midlife crisis um 50 Jahre identifiziert, wahrend sich
dies bei einem rein parametrischen Ansatz nicht erkennen lasst (Wiencierz et al| |2011, vgl. S. 1729-1730).

Nach dem vorherigen Beispiel wird nun eine beliebige, gegebene Basisfunktion angenommen. Damit das
GAM identifizierbar bleibt muss jede Glattungsfunktion eine Zentrierungsrestriktion enthalten. Mit der
Bedingung von zentrierten Modellmatrizen kann die Gleichung auch explizit als GLM formuliert werden:

Identifizierbarkeitsbedingung: 17X jﬁj =0
X; = bji(5:)
B =By, Bigs]
Reparametrisierte Linkfunktion: g(ux) = Xif5; k=1,...,n
X=[X":X;:Xo:-]
Br =[5 8]
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Abbildung 1: Beispiel Polynomspline




Die Notation X = [X*: X; : X5 : ---] bedeutet, dass die Designmatrizen jeder Glattungsfunktion zu
einer grofen Matrix zusammengefasst wurden. Davon lésst sich dann die Likelihoodfunktion {(3) aufstellen
und mit Hilfe des IRLS-Verfahren und dem zugehorigen Fisher-Scoring Algorithmus l6sen. Die sich daraus
ergebende Schétzung hat den Nachteil, dass die Basisdimension vollstindig ausgenutzt wird, was zum
Overfitting fiihrt. Deshalb wird ein Penalisierungsterm in die Schitzung mit einfliefen, welcher zu starke
Anpassungen bestraft. Normalerweise wird ein quadratische Bestrafung im Sinne von

W) =19) = 3 S MBS, Bs =1 (10)

verwendet. ﬁjTSjﬁj ist der Penalisationsterm mit bekannter Matrix S;. A; ist das Gewicht der Penali-
sierung. Je grofer \; desto glatter wird die geschatzte Kurve. Dieser Parameter kann entweder festgelegt
als auch geschétzt werden. Darauf wird in Kapitel eingegangen.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch auf den Dispersionsparameter ¢ der Exponentialfamilie aus
dem Ansatz [I] eingegangen. Die Dispersion gibt an, wie stark die Streuung der Daten ist, denn es gilt
b(f) = ¢v(p) wobei v(p) die Varianzfunktion in Abhéngigkeit des Erwartungswerts ist. Um den Di-
spersionparameter in einem GAM zu schétzen, ist der Schétzer des Dispersionsparameters im GLM zu
erweitern Es sei die Hat-Matrix A gegeben, d.h. es gilt i = Ay. Der Dispersionsparameter kann mit

Z V () (g — ux)?

qB = = tr(A) geschétzt werden (Wood, 2006, s. S. 166-168). tr(A) sind dabei die effektiven
n —tr
Freiheitsgrade, d.h. die Anzahl der zu schitzenden Parameter abziiglich der Restriktionen. Im GAM kann

gezeigt werden, dass gilt

A= (XTWX +9) ' XTWX (11)

2.2 Algorithmus zur Schitzung von GAMs

Ahnlich wie beim GLM gibt es auch beim GAM einen Algorithmus zur Maximierung der penalisierten

Likelihood wie in Gleichung . Dieses Verfahren heifst P-IRLS (Penalized iterative reweighted least squa-

res) (Wood, 2006, s. S. 165-166). Zuerst wird angenommen, dass A; bekannt sind. Damit kann man die

Funktion in bekannte und nicht bekannte Teile neu formulieren mit S = > A;S; . Nun kann man mit dem
J

Quasi-Likelihood-Ansatz folgende Score-Funktion aufstellen:

ol ol yz ,uz a,uz
p aﬂj aﬁ] aﬁg [ ]] ( )
Zur Notation: Mit [- - - | ; Ist die j-te Zeile eines Vektors gemeint. Man kann zeigen, dass durch geeignete

Umformungen und bei bekannter Varianz diese Gleichung genau dem penalisieren, nichtlinearen, kleinsten
Quadrate Schéatzers entspricht. Diese Gleichung kann folgendermafien abgeschitzt werden:

NH (< — xp) H + 8758 (13)
14

V(Mgk])g ()2 .

A = gl (3 — 1) + X6 (15)

1 = Beobachtungen =1,...,n

Dabei ist g() Link-Funktion des Modells, z[¥! ist ein Vektor von Pseudodaten und W ist eine Dia-

[K]

gonalmatrix mit den Elementen w;". Die Losung eines GLM’s kann ebenfalls alternativ als gewichtete



KQ-Schétzung mit Pseudodaten aufgefasst werden. Mit diesen gegebenen Formeln lduft der Algorithmus
in diesen Schritten ab:

1. Bestimme einen Startwert fiir 3

(K]

7

2. Bestimme unter, gegegebenen Ak die Pseudodaten 2" sowie die Gewichte wz[k].
3. Minimiere die Gleichung , um B[k“] zu erhalten. Erhéhe k um 1.

Bl _ Gk
o]

4. Priife ob ein gegebenes Abbruchkriterium erfiillt ist, z. B. stope wenn

5. Falls dies nicht erfiillt ist, wiederhole den Algorithmus ab dem 2. Schritt.

2.3 Thin Plate Regression Splines

Unter einem Spline versteht man ein glatte, stiickweise zusammengesetzte Funktion. Glattungssplines sind
eine Methode, die unbekannte Funktion f() zu schétzen. Zunéchst wird eine Begriindung gegeben, warum
dieser Ansatz sinnvoll ist. Eine gute Begriindung hierfiir liefert u. a. Simon Wood (Wood, 2006} vgl. S.
142-144): Gegegeben seien {x;,y;|i = 1,...n} mit z; < z;4;. Wenn man diese Punkte interpolieren will,
ist der glatteste Ansatz ein natiirlicher, kubischer Spline r(z). Um diesen Ansatz zu verstehen ist zunéchst
der Begriff der absoluten Stetigkeit zu definieren (Elstrodt} 2009, s. S. 303):

Eine messbare Funktion F' : [a,b] — K heifit absolut stetig, wenn zu jedem £ > 0 ein § > 0 existiert, so
dass

Y IF(B) = Flaw)| < e (16)
K1

firallea <oy <fi<ay<fBo<...<a,<fB,<bmit > (Bpr—ax) <9
k=1
Dies bedeutet, der Abstand zwischen zwei Funktionswerten darf nicht sehr stark von den Absténden

der Funktionsargumente abweichen. Der natiirliche, kubische Spline ist bis zur 2. Ableitung stetig r”(z;) =
r"(x,) = 0 mit r(x;) = y;. Der natiirliche, kubische Spline wird fiir jedes Punktpaar [z;, z;11] aus kubischen
Polynomen zusammengesetzt. Von allen stetigen Funktionen auf [x1,z,], die absolut stetig in der ersten
Ableitung sind, welche die Punkte {x;,;} interpolieren minimiert g(z) folgenden Ausdruck:

min {Hy gEea [ f”(fv>2dx} a7
5

max ‘f— g‘ < @max{(xiﬂ — xi)4} max

f//// (18)

Es ist gezeigt worden, dass das Resultat der zweiten Gleichung im Bezug auf die Glattheit optimal ist.

Durch zusétzliche Penalisierung kann dann ein kubischer Glattungsspline konstruiert werden. Neben diesen
theoretischen Eigenschaften gab es ebenfalls Simulationen mit realen Datensétzen, bei denen Glattungs-
splines einen geringeren MSE aufwiesen als vergleichbare Lokalisierungstechniken (Kernel Regression).
(Aydin, 2007, vgl. S. 1) Unter anderem aufgrund dieser Eigenschaften ist es sinnvoll Glattungssplines fiir
die Schatzung zu verwenden, da diese glatte Funktionen sind und die Daten sehr genau interpolieren kon-
nen.
In diesem Abschnitt wird die Variante des Thin Plate Regression Splines (TPRS) formal dargestellt. Zu-
néchst wird die Theorie hinter Thin Plate Splines erklart und im Anschluss daran wie man diesen Ansatz
praktisch approximieren kann. Das Grundmodell des Thin Plate Splines kann formal in dieser Form be-
schrieben werden:

Y = g(zx) e k=1,...,n (19)

7



n ist die Anzahl der Beobachtungen und x; ist ein d-dimensionaler Vektor. Die Funktion f wird iiber
folgende Gleichung gefunden:

min {[ly — fI* + Aa (/) } (20)

y ist wie in in der Gleichung[19|der n-dimensionale Vektor, welcher den Beobachtungen der Zielvariablen
entspricht und die Funktion ist f = (f(x1), f(#2), ..., f(2))". Jimq misst die Rauheit der Funktion f, dass
heifst wenn dieser Wert grofs ist, wird die geschétzte Kurve flacher und umgekehrt. Die Index d ist die Anzahl
der Basisfunktionen und m bestimmt die hohe des Ableitungsgrads von J,,4. A ist ein Gewichtungsfaktor.
Bei diesem Ansatz wird im ersten Term die Anpassung der Kurve beriicksichtigt und andererseits im
zweiten Term glattet die Kurve, damit diese nicht nur die Daten interpoliert.

Die allgemeine Form von .J,,4 ist kompliziert darzustellen, deswegen wird hier auf ein Beispiel fiir

m=d=2 verwiesen:
AN 92f \*>  [2f\°
o= [ [ (52) + (awam) + () o o

m bestimmt den Rauheitsgrad, d.h. bis zur welcher Ableitung die Penalisierung berechnet wird. Dabei
werden alle moglichen Kombinationen der Kovariablen mit Dimension d quadratisch zusammengezahlt
und danach integriert. m ist unter folgender Restriktion wahlbar: 2m > d. Unter diesen Bedingungen lasst
sich zeigen, dass sich f (x) folgendermafen darstellen lasst:

f(z) = Z5k77md(Hx—$kH)+Z%¢i($) (22)

_1)ym+1+d/2 — )
m + d o 1 22"‘_171'(d/2)(m71)!(m7d/2)! T2 d log(T)7 d gera’de
M= (") o) = (23)
I'(d/2—m) y2m—d.

g2 (oD ; d ungerade

Die Gammafunktion lasst sich auch als Fakultétsfunktion darstellen: I'(m+1) = m! = mI'(m) mit m €
N sowie I'(1) = 1. ¢; sind linear unabhéngige Polynome vom Grad kleiner als m. Diese spannen den Null-
raum von J,,4 auf und sind damit vollsténdig glatt. Beispielsweise fiir m=d=2 gilt ¢1(x) = 1; ¢a(z) =
x1; ¢3(x) = 9. 0 und « sind Vektoren von zu schétzenden Koeffizienten. ¢ unterliegt der linearen Restrik-
Die bisher dargestellte Schatzung mit Hilfe eines Thin Plate Splines hat auch ihre Nachteile: Die Algorith-
men sind in dieser Form sehr rechenintensiv. Deswegen verwendet man in der Praxis eine Approximation
mit Hilfe von Thin Plate Regression Splines: Bei dieser Approximation werden die zu schétzenden Matrizen,
Fij = nma(|lxi — x;]|) mit Hilfe der Spektralzerlegung (auch als QR-Zerlegung bekannt) aufgeteilt. Nach
diesem Verfahren sind die restlichen Berechnungsschritte deutlich schneller durchfiihrbar. Eine Spektral-
zerlegung basiert auf der Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix. (Harville, |1997, vgl. S. 516, 518, 550).
Eigenwerte sind A, mit einer nxn Matrix C und einem zugehérigen Eigenvektor z, welche diese Gleichung
erfiillen:

Cz =Mz (24)

Die Losung dieser Gleichung sind gleichzeitig die Nullstellen des sogenannten charakteristischen Poly-
noms.

pA) = (=D"A=A)" ... (A=) (A) ™ =0 (25)

~ gibt die algebraische Multiplizitdt an, dass heift die Vielfachheit mit jener der Eigenwert im cha-
rakterischen Polynom auftritt. Nimmt man eine symmetrische (DT = D), positv definite (D;; > 0 Vi, )
Matrix mit Dimension nxn an, dann gilt:



D=Q (fg 8) Q" (26)

Dabei ist QQ eine nxn orthogonalisierte Matrix und F' eine Diagonalmatrix mit Eigenwerten als Eintrage.
Orthogonale Matrizen sind quadratische, reelle Matrizen und weisen unter anderem folgende Eigenschaften
auf: QTQ = F und QT = Q™! (Harville, 1997, s. S. 84). Durch Thin Plate Regression Splines kann eine
niedrige Rangapproximation des Thin Plate Splines dargestellt werden. Durch einen effizienten Algorithmus
von Lanczos (Demmel, (1997, vgl. S. 366 - 382), zur Eigenwertzerlegung von Matrizen, kann die Komplexitét
des Algorithmus in O-Notation von O(n?) zu O(kn?) reduziert werden. k bezeichnet in diesem Falle den zu
approximierenden Rang. Die O-Notation gibt die Komplexitatsklasse (linear, quadratisch, exponentiell) an,
d.h. wie stark sich die Komplexitit einer Berechnung in Abhéngigkeit von Einflussgrofen verandert. Diese
Approximation ist gleichzeitig relativ nahe an den Optimalitétseigenschaften des Thin Plate Splines dran,
so dass diese Methode ebenfalls praktisch anwendbar ist. Zusammenfassend hat die Thin Plate Regression
Spline Basis folgende Eigenschaften (Wood, 2006, s. S. 150-156):

e Es ist nicht erforderlich Knotenpunkte festzulegen — Modell enthélt weniger Subjektivitat
e Es konnen Funktionen mit mehreren Kovariablen geschétzt werden.
e Flexiblere Modellierung durch Wahl eines Ableitungsgrades bei der Messung der Funktionsvolatilitat

e Rotationsinvarianz (isotropisch), d.h. unabhéngig von der Richtung im Datenkdrper werden die zu
schitzenden Koeffizienten gleich gewichtet. Dies ist besonders fiir Interaktionen von radumlichen Da-
ten mit identischen Mafeinheiten sinnvoll. (Wood, 2006, vgl. S. 224)

e Approximation als Thin Plate Regression Splines verfiighar, welche im Wesentlichen die positiven
Eigenschaften von Thin Plate Splines erhélt und effizienter berechenbar ist

e Keine Invarianz gegeniiber Skalentransformationen von Variablen

e Fiir grofse Datensétze nicht gut geeignet, da TPRS trotz der Approximation rechenintensiv ist (Wood,
2006, vgl. S. 244)

2.4 Schatzung des Glattungsparameters

Wie bereits in den vorherigen Kapiteln erwahnt, bestimmt der Glattungsparameter A\ wie stark die nicht-
parametrische Schitzung penalisiert wird. Es gibt einen Konflikt zwischen Glattheit der geschitzten Kurve
und der Datentreue. Eine glatte Kurve hat zwar eine geringe Variabilitat in der Schatzung, dafiir aber
eine hohe Verzerrung gegeniiber den Daten. Bei einer sehr gut angepassten Kurve ist zwar der Bias gering,
dafiir muss man aber eine hohe Variabilitidt der Schiatzung in Kauf nehmen. Falls A — 0 dann ergibt
sich ein, bei geniigend grofser maximale Basisdimension, ein nahezu perfekter Fit. Wenn hingegen A — oo
nahert sich die Losung einer Geraden an, denn dies ist die glatteste Kurve, unabhéngig von der wiahlbaren
Funktion f in der Gleichung [20] (Sprent and Smeeton| 2001, vgl. S. 311)

Gegeben der Skalenparameter einer exponentialverteilten Zielvariable sei unbekannt. Dann lédsst sich

A durch ein Kreuzvalidierungsverfahren schitzen. Die Idee des Kreuzvalidierungsverfahrens besteht darin,

jeweils ein einzelnes Datum aus dem Datensatz zu entfernen und mit den restlichen Informationen genau

jenes zu schitzen. Dies wird solange durchgefiihrt, bis alle Daten prognostiziert wurden. Danach wer-
n 2

den die quadratischen Abweichungen zu den Originaldaten aufsummiert: ) <yk — [ngkg Zudem konnte

k=1
gezeigt werden, dass Akaikes Informationskriterium und Kreuzvalidierungsverfahren asymptotisch dquiva-

lent sind. (Wood, [2006, vgl. S. 170 aus Stone, M. (1977). An asymptotic equivalence of choise of model by
cross-validation and akaikes criterion)



Allerdings hat die gewohnliche Kreuzvalidierung 2 Nachteile (Wood, 2006], vgl. S. 171-174): Einerseits
ist diese Methode ziemlich computerintensiv, da bei einem GAM viele Glattungsparameter geschéatzt wer-
den miissen. Des Weiteren ist die gewohnliche Kreuzvalidierung nicht invariant gegeniiber orthogonalen
Transformationen der Daten (Ziel- und Einflussgrofen). Das Problem dabei ist, dass die Schiatzungen der
Parameter, die effektive Anzahl an Freiheitsgraden und der erwartete Prognosefehler invariant beziiglich
Rotationen von y — X B mit irgendeiner orthogonalen Matrix Q sind, aber gleichzeitig sind dies die Diago-
nalelemente von A nicht. Die gewohnliche Kreuzvalidierung ist also abhéngig von den Diagonalelementen
von der Hat-Matrix A. Die Losung dieser Probleme fiihrt zur Generalisierten Kreuzvalidierung auch GCV
genannt. Wie in Kapitel sei nun A wieder die Hat-Matrix. Die Idee ist, eine Kreuzvalidierung von
einer Rotation des der urspriinglichen Gleichung durchzufiihren, welche invariant gegeniiber orthogonalen

Transformationen ist. Ag ist die transformierte Hat-Matrix A und B sei eine Matrixzerlegung der Form,
dass gilt BBT = A so gilt:

Ag=QBBTQ";BB" = A (27)

Falls nun jede Zeile von QB die gleiche euklidische Lange hat, gilt A;; = @ datr(Ag) = tr(QAQT) =
tr(AQQT) = tr(A). Die letzte Gleichungs lisst sich ableiten, da fiir alle Matrizen mxn C und nxm D
folgendes gilt: tr(C'D) = tr(DC) (Harville, |1997, s. S. 50). Die Matrix Q) ldsst sich durch iterative Givens
Rotation erzeugen (Golub and Loan, [1996, vgl. S. 215, 216):

1 0 0 0
0 c s 0
G(i,k,0) = | : ST : (28)
0 -5 c 0
0 -+ 0 - 0 --- 1
¢ = cos(f) und s = sin(0) (29)

Dabei ist die i-te Zeile mit den Eintrédgen ¢, s und die k-te Zeile mit den Eintrdgen —s, c. Givens
Rotationen sind orthogonal und rotieren z. B. z € R"; y = G (i, k, 9)T x gegen den Uhrzeigensinn um den
Winkel 6. Unter diesen Annahmen gilt:

Cri — STk, J=1
Yy =1 sri+cxy, j=k (30)
L J#Fik

Die Rotation wird fiir zwei Zeilen so lange durchgefiihrt, bis die Lénge der Zeilen identisch sind. Dieser
Punkt wird erreicht, wenn man mit § = 0 beginnt und den Winkel sukzessive erhoht. Denn bei 90 Grad
sind die Langen beider Zeilen vertauscht. Dies wiederholt man fiir alle weiteren Zeilen. Praktisch gesehen,
muss diese Transformation nicht durchgefiihrt werden, denn das Ergebnis der Diagonaleintrage ist bereits

vorher bekannt. Eine approximative Form des GCV Kriteriums lautet wie folgt:

A

n D(P)
= o (31)
(n —tr(A))
mit D(B) als Devianz des Modells. Die Devianz ist ein Maf fiir die Anpassung des Modells an die
Daten. Als Algorithmus zur Schéitzung des Minimierungsproblems wird eine erweiterte Form des P-IRLS

Verfahrens verwendet, siehe Kapitel Zusétzlich zum bisherigen Ansatz wird die erste Ableitung der

10



Linkfunktion als auch die zweite Ableitung der Varianzfunktion benétigt. Fiir Details zum Algorithmus
sei auf Simon Wood verwiesen. (Wood, 2006, vgl. S. 182 - 184).

O’Sullivan hat in Monte Carlo Simulationen von Binomial- und Poissonmodellen gezeigt, dass die
theoretische Grundlage des GCV in der Praxis zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt. (O’Sullivan et al., [1986),
vgl. S. 90 - 101) Es wurde die Effizienz des GCV gemessen, indem der gewichtete, mittlere quadratische
Fehler (WMSE) mit dem geschétzten Parameter A im Verhéltnis zu dem minimalen WMSE gesetzt wurde.
Bei den Binomialmodell lag die der Mittelwert der Effizienz bei 0.86, beim eindimensionalen Poissonmodell
bei 0.82 und beim zweidimensionalen Poissonmodell sogar bei 0.93.

2.5 Schitzung von Konfidenzbandern

In diesem Kapitel geht es um die Konstruktion von Konfidenzbandern fiir die geschétzte Funktion. Im
Unterschied zu einem Konfidenzintervall wird hier ein Bereich um die gesamte geschétzte Regressionskurve
angegeben, welcher mit Wahrscheinlichkeit 1 —«a die neu geschéatzte Regressionskurve iiberdeckt. Bei einem
Konfidenzintervall interessiert man sich im Gegensatz zum Konfidenzband nur fiir einzelne Parameter oder
Schwankungen der Zielgrofse fiir ein fest gegebenes x. Fiir die Interpretation ist es hilfreich nicht nur eine
Punktschatzung fiir gegebene Kovariablen zu haben, sondern ebenfalls die Variabilitdt dieser Schatzung
zu messen. Dazu benotigt man Konfidenzintervalle. Im vorangegangen Kapitel wurde gezeigt, wie man
den Glattunsparameter schiatzen kann. Dieser Ansatzt lasst sich auch unter dem Gesichtspunkt betrachten,
dass man hier Vorwissen verwendet. Man nimmt beispielsweise an, dass die wahre Funktion eine glatte
Kurve und keine beliebig rauhe Kurve ist, welche nur die Daten interpoliert. GAMs sind ziemlich komplex
und um die Schiatzungen zu verbessern, bietet sich ein Bayes-Ansatz an. Zunéchst wird der allgemeine
Bayes Ansatz nochmal kurz erlautert: (Hothorn et al., 2011} s. S. 65-68)

Priori Verteilung: Zufallsveriable ¢ ~ Py; fg(1) (32)
Posteriori Verteilung: Zufallsveriable X ~ Pyy; X = 2 Realisation von X (33)
__ Ix@[9) fy (9)
fﬁ\X:x -

/ Fxio(z]9) fo(9)dw(0)

Kredibilitatsintervall: Joe(Pz)dv(¥) =1—a (34)
[0.]
Zunéachst definiert man eine a priori Verteilung, um mit dieser zusétzlichen Information eine a posterio-
ri Dichte abzuleiten. Aus der Posteriori-Verteilung kann dann ein Kredibilitdtsintervall abgeleitet werden.
Falls fiir den Stichprobenumfang n — oo gilt, dann konvergiert die Wahrscheinlichkeit den wahren Para-

meter in der Posteriori-Verteilung zu erhalten gegen 1. Im Falle des GAM wird folgende Priori-Verteilung
definiert:

fs(B) o< exp (—%BT > Sz-/nﬂ) (35)
mit 7; = Dispersion

Bei dieser Dichte geht man davon aus, dass jedes i des Rauheitsgrads $7S;3 eine unabhingige, Zu-
fallsvariable aus der Exponentialfamilie ist. Zusétzlich geht die Annahme ein, dass ein glatteres Modell
wahrscheinlicher als ein raues ist. Modelle mit gleicher Glattung haben identische Wahrscheinlichkeiten.
Es lasst sich mit dem Satz von Bayes zeigen, dass die Posteriori Dichte der Koeffizienten 3 fiir Stichpro-
benumfang n — oo multivariat normalverteilt ist (Wood, [2006, vgl. S. 185 - 190). Dabei wird 7; = \; /0
gesetzt:

Bly ~ N <B, (XTWX + Z )\iSi>_1 02> (36)
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Mit diesen asymptotischen Eigenschaften kann die empirische, posteriori Verteilungsfunktion einer
interessierenden Funktion G(f) geschétzt werden. Dazu wird aus der multivariaten Normalverteilung,
siehe Gleichung [36] die Menge {; : i = 1,..., N} gezogen. Diese werden dann folgendermafen verwendet:

Flo) = Do (g = G (37)
@ ={} 250 (39)

H(g - x) ist die Heaviside Funktion, welche fiir Werte grofer als g 1 ergibt und sonst 0. (Bracewell, 2000,
vgl. S. 61 - 65). Mit festgelegten Quantilen von F(g) werden dann die bayesianischen Kredibilitétsintervalle
konstruiert. Aus einigen Simulationen mit Konfidenzbédndern, basierend auf unterschiedlichen Funktionen,
ergab sich folgendes Ergebnis: Die Konfidenzintervalle fiir das komplette Modell sind zuverléssig, aber
komponentenweise Intervalle konnen nur als grobe Orientierung gesehen werden. Dies liegt unter anderem
daran, dass die Konfidenzintervalle von den Glattungsparametern abhéngig sind.

3 Praktische Anwendung mit Statistiksoftware R

In diesem Abschnitt werden die vorhergehenden, theoretischen Methoden mit einer Simulation in der
Statistiksoftware R dargestellt. Es wird dabei hauptséchlich das von Simon Wood geschriebene Packet
mgcv Wood| (2011)) verwendet. Es soll an einem einfachen Beispiel der zusétzliche Erkenntnisgewinn von
nichtparametrischen Methoden gegeniiber parametrischen Modellen, wie z. B. GLM, gezeigt werden. Die
simulierten Daten konnten bei einer Messung eines Storfalls, Erdbebens, Schallwellen, Herzfrequenz etc.
auftreten. Die Zielvariable y als auch die Einflussgrofie x werden als metrisch und stetig vorausgesetzt. Die
x-Werte konnen als direkt aufeinanderfolgende Messzeitpunkte der Zielgrofe y interpretiert werden. Man
nehme an es gilt folgendes Modell:

y=f(z)+e& e~ N(0,1) (39)
2 1 22
f(z) = 1000 * sin <—7T *1;)* > * exp (—5% —1In ( 27r100>> (40)
Zyklisch;rFunktion ~N (‘Or7 100)

f(x) ist der wahre Zusammenhang von x auf y und ¢ der standardnormalverteilte Fehler. Die wahre
Funktion ldsst sich im Intervall [0,800] in dieser Form graphisch darstellen:
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Abbildung 2: Funktionaler Zusammenhang der Simulation

Unter Hinzunahme des normalverteilten Fehlers € ergibt sich folgende Datenlage:
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Abbildung 3: Daten aus der Simulation
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Kerndichteschéatzung von y mit Gauss Kern

A
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Abbildung 4: Explorative Analyse von y

Nach der Intuition sollte y wieder normalverteilt sein, da in der Simulation diese Werte nur transfor-

miert worden sind. Das wahre Histogramm aus Abbildung [ normiert zur Flidche 1, mit Gausskerndich-
teschitzung zeigt, dass es sich ndherungsweise um eine Normalverteilung handelt. Zusétzlich dazu liefert
der Vorzeichen-Test, dass Median und Mittelwert sich deutlich nicht signifikant voneinander unterschei-
den. Somit ldsst sich mit Irrtumswahrscheinlichkeit des beta-Fehlers davon ausgehen, dass die Verteilung
symmetrisch ist.
Fiir die Daten aus der vorletzten Grafik [3|auf Seite [L3] wird nun ein GAM geschétzt. Bei der Wahl der groft-
méglichen Basis wird die gerundete Heuristik 7% % 10 in Abhéngigkeit des Stichprobenumfangs (n=800)
verwendet. (Wood, 2006, vgl. S. 170) Die Basisfunktion ist ein Thin Plate Regression Spline, welche in
Kapitel dargestellt sind. Zur Schatzung des Glattungsparameters wird, wie in Kapitel beschrieben,
GCV verwendet. Es wird ein Quasi-Likelihood-Ansatz zur Schitzung der Dispersion verwendet. In der
Simulation gibt es keine Einschrankungen an die Zielvariable und es wird die Standardvoreinstellung (na-
tiirlicher Link der Normalverteilung mit konstanter Varianz) verwendet. Der Rauheitsgrad der Funktion
wurde standardméfig mit der 2. Ableitung bestimmt. Die Schitzung der Konfidenzbénder erfolgt analog
zu Kapitel 2.5

In der Abbildung [5| sieht man, dass die geschétzte Funktion im mittleren Bereich den realen Zusam-
menhang ziemlich genau trifft und nur im linken und rechten Randbereich [0,200]; [600,800] weicht die
Schitzung etwas ab. Der Glittungsterm ist zudem signifikant (p-value < 2% 1071%; es wird standardmifig
alpha=0.05 verwendet) und es werden 64 Prozent der Nulldevianz durch das Modell erklart. Dies ist ein
relativ guter Fit zu beurteilen. Beziiglich der Modelldiagnostik, siche Abbildung [0} ldsst sich folgendes
aussagen: Das linke, obere Diagramm ist ein Normal QQ Plot. Dort werden die theoretischen Quantile der
entsprechenden Normalverteilung mit den Quantilen der Residuen verglichen. Es ist nicht {iberraschend,
dass diese ziemlich genau iibereinstimmen, denn schliefslich wurden die Residuen aus einer Standardnor-
malverteilung gezogen. In der Darstellung rechts daneben fallt eine Haufung des linearen Préadiktors um 0
herum auf. Ansonsten wird bestétigt,

14



fitted Values

Sample Quantiles

Frequency

50

150

100

GAM-Schéatzung der ZielgroRe y mit Kredibilitatsintervall zum Konfidenzniveau 95 %

200

600 800
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dass die Residuen eine konstante Varianz haben und kein linearer Zusammenhang erkennbar ist. Im
Histogramm der Residuen aus der Abbildung [6] sieht man ebenfalls, dass die Dichte der Residuen nor-
malverteilt ist. Aus der Graphik im rechten unteren Bereich ldsst sich ableiten, dass die gefitteten Werte
proportional zum Response ist. Genauso sollte dies im Idealfall sein. Innerhalb dieser Simulation ist somit
gezeigt, falls die wahren Zusammenhénge mit den Modellannahmen tibereinstimmt, dass dies erstens mit
Regressionsdiagnostik erkannt werden kann und zweitens bei passenden Modellannahmen das Modell den
wahren Zusammenhang gut erkennt.

Als Gegenbeispiel wird nun ein parametrisches Modell in Form eines GLM fiir das identische Modell
gerechnet. Der wesentliche Unterschied zum GAM ist die Spezifikation des linearen Préadiktors: In diesem
Fall wird ein kubisches Polynom angenommen: y ~ x + 22 + 23. Die restlichen Annahmen bleiben gleich.
Es ergibt sich folgendes Bild:
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Abbildung 7: Gegenbeispiel GLM

Es ist eine leicht konkav gekriimmte Funktion, d.h. eine Art Parabel, zu sehen. Man erkennt deutlich,
dass das parametrische Modell nur den langfristigen Trend um den Wert 0 erkennt. Die stiickweisen
Ausschldge kann dieses Modell nicht erfassen. Dieses Modell ist nicht signifikant von dem reinen Intercept-
Modell ohne Kovariablen verschieden (p-Wert = 0.6052). Des Weiteren ist jeder Einflussterm ebenfalls
nicht signifikant. Die Abweichungen der gefitteten Werte zu den Responsewerten ist ziemlich groft, denn
das Modell erklart nur 0,02 Prozent der Nulldevianz. Somit ist diese Alternative deutlich schlechter als
das GAM.
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4 Zusammenfassung und Fazit

In Kapitel [2]ist eine Einleitung zur Schitzung von GAMs erlautert. Das GAM lésst sich bei gegebenen Ba-
sisfunktion wieder in eine lineare Form bringen. Diese kann dann mit Hilfe von P-IRLS Verfahren berechnet
werden. Im praktischen Teil wurde der Vorteil von GAMs bei nichtlinearen Zusammehéngen deutlich. Bei
komplexen Funktionen reicht die blofe Transformation des linearen Préadiktors im GLM nicht mehr aus,
um einen guten Fit zu erreichen.

GAMs in der Regel flexibler, da weniger Annahmen benétigt werden. Somit ist eine bessere Anpassung
an die Daten moglich. Nichtparametrische Modelle sind auferdem in géngiger Statistiksoftware automati-
siert implementiert, so dass diese fiir eine breite Anzahl von Nutzern verfiigbar ist. Durch immer leichter
verfiiggbare Computerressourcen und innovative Schétzalgorithmen kénnen GAMs in der Praxis effizient
fiir immer grofere Datensitze eingesetzt werden. Natiirlich hat die Komplexitdt das GAM auch seine
Nachteile: Bei nichtparametrischen Verfahren ist es meist wenig sinnvoll jeden einzelnen Parameter eines
Splines innerhalb der geschatzten Funktion gesondert zu interpretieren; was bei einem parametrischen
Modell moglich ist. Vielmehr betrachtet man in einer graphische Analyse die Funktion oder die Teile der
Funktionen (Fahrmeir et al. 2009, vgl. S.295). Je allgemeiner ein Verfahren ist, desto komplizierter wird
es dieses zu modellieren. Zudem konnen die Schétzer nicht mehr analytisch bestimmt werden, sondern
miissen oft mit Approximationsverfahren der Numerik bestimmt werden. Dies benotigt zwangslédufig mehr
computationale Resourcen als beispielsweise das lineare Modell. Des Weiteren ist die Modelldiagnostik
schwieriger interpretierbar wie beim linearen Modell oder beim GLM. Ein weiterer wichtiger Punkt ist
die Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. wie schnell die Parameterschiatzer in Abhéngigkeit des Stichprobe-
numfangs gegen den wahren Wert konvergieren: Bei parametrischen Modellen ist dies fiir den typischen
Fall n‘%. Im nichtparametrischen Fall, wenn man als Mafs die Standarabweichung verwendet, liegt die
Konvergenzgeschwindigkeit fiir gewohnlich bei n™"; 0 < r < % Je hoher die Dimension der Kovariablen
und je hoher die zu schitzende Ableitung der zu schétzenden des Glattungsterms ist, desto langsamer ist
die Konvergenzgeschwindigkeit. Je mehr Ableitungen einer Funktion existierten, desto tendenziell hoher
ist die Konvergenzgeschwindigkeit (Haerdle, 1994, s. S. 116,119)

Des Weiteren gibt es neben der hier vorgestellten Methodik eine Vielzahl von weiteren Moglichkeiten
(z. B. Lokalisierungstechniken ohne globale Modellspezifikation), die unbekannte Funktion nichtparame-
trisch zu schétzen. Welche von diesen wirklich besser ist, kann allgemein kaum festgestellt werden, da die
wahren Zusammenhéange in der Realitdt nicht bekannt sind.

5 Anhang

5.1 Latex-Code
5.2 R-Code
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