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Aufgabe 1
Erwartungswert:

E(X) =

∞∫
0

xf(x)dx

︸ ︷︷ ︸
E1

+

0∫
−∞

xf(x)dx

︸ ︷︷ ︸
E2

= E1 + E2

fsymmetrisch
= E1 − E1

= 0 falls E1 <∞.

E(X) existiert nicht, falls E1 =∞.

a) k=1:

E1 = c ·
∞∫
0

x ·
(

1 +
x2

k

)− k+1
2

dx

= c ·
∞∫
0

x

1 + x2

≥
∞∫
1

x

1 + x2
dx

≥ c ·
∞∫
1

x

x2 + x2
dx = c ·

∞∫
1

1

2x
dx =∞.
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b) k >1:

E1 = c ·
∞∫
0

x ·
(

1 +
x2

k

)− k+1
2

dx

= c ·
1∫

0

x ·
(

1 +
x2

k

)− k+1
2

dx

︸ ︷︷ ︸
=:I<∞

+c ·
∞∫
1

x ·
(

1 +
x2

k

)− k+1
2

dx

= I + c ·
∞∫
1

(
x−

2
k+1

)− k+1
2 ·
(

1 +
x2

k

)− k+1
2

dx

= I + c ·
∞∫
1

(
x−

2
k+1 +

x2−
2

k+1

k

)− k+1
2

dx

≤ I + c ·
∞∫
1

(
x2−

2
k+1

k

)− k+1
2

dx

= I + c ·
∞∫
1

x−(k+1)+1

k−
k+1
2

dx

= I + c̃

∞∫
1

x−k <∞ da k > 1.

=⇒ Für k > 1 existiert der Erwartungswert und ist aus Symmetriegründen 0.
Varianz: a) k=1: Varianz existiert nicht.
b) k>1:

V(X) = E(X2)
wie b)

= I + c ·
∞∫
1

x2
(

1 +
x2

k

)− k+1
2

dx

= I + c ·
∞∫
1

(
x−

4
k+1 +

x−
4

k+1
+2

k

)− k+1
2

dx

≤ I + c̃

∞∫
1

x1−kdx <∞ für k > 2
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analog für k = 2:

V(X) = I + c ·
∞∫
1

(
x−

4
k+1 +

x−
4

k+1
+2

k

)− k+1
2

dx

≥ I + c ·
∞∫
1

(
x−

4
k+1

+2 +
x−

4
k+1

+2

k

)− k+1
2

dx

= I + c ·
∞∫
1

((
1 +

1

k

)
x−

4
k+1

+2

)− k+1
2

dx

= I + c̃

∞∫
1

x1−k =∞ für k = 2.

=⇒ Für k > 2 existiert die Varianz.

X ist darstellbar als X = Z√
U/k

mit Z ∼ N(0, 1) und U ∼ χ2
k, stochastisch unabhängig.

V(X) = E(X2) = E

( Z√
U/k

)2
 = E

(
k · Z2

U

)
Satz7.12

= k · E(Z2) · E
(

1

U

)
= k · E

(
1

U

)
∗
=

k

k − 2
,

denn Z2 ∼ χ2
1 und Z2 und 1

U
stu. (Satz 7.11)
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*:

Y : =
1

U
, g(u) =

1

u
, g−1(y) =

1

y
,

∂h(y)

∂y
= − 1

y2

fY (y) =
1

Γ(k
2
)
·
(

1

2

) k
2

·
(

1

y

) k
2
−1

exp(− 1

2y
) · 1

y2

Substitution : v =
1

2y
, y =

1

2v
,

dy

dv
= − 1

2v2
, dy = − 1

2v2
dv

E(Y ) =

∞∫
0

y · fY (y)dy

= −
0∫
∞

1

2v
· fY

(
1

2v

)
dv

2v2

=

∞∫
0

1

2v

1

Γ(k
2
)

(
1

2

) k
2

· 2
k
2
−1v

k
2
−1 · exp(−v) · 4v2

2v2
dv

=
1

Γ(k
2
)

(
1

2

) k
2

· 2
k
2
−1

∞∫
0

v
k
2
−1−1 exp−vdv

=
Γ(k

2
− 1)

Γ(k
2
)
· 2

k
2
− k

2
−1

=
Γ(k

2
− 1)(

k
2
− 1
)

Γ(k
2
− 1)

· 1

2

=
1

k − 2
.

Aufgabe 4

Xn(ω) = n3 · I[0, 1
n2 ](ω)

Sei ω fest. Dann existiert für alle ε > 0 ein n0 mit

∀n > n0 :
1

n2
< ω,

also
∀n > n0 : |Xn(ω)− 0| = 0 < ε,

d.h. Xn konvergiert. Da ω beliebig war, konvergiert Xn für alle ω ∈ Ω, also fast sicher
gegen 0.
aber:

E(|Xn − 0|) = n3 · 1

n2
= n 9 0.
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