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Einleitung

Die Vorlesung basiert im wesentlichen auf folgenden Quellen: Meintrup and Schéffler (2005),
Lehmann (2001) und Pfanzagl (1991). Weiterhin empfehlenswert ist Schmidt (2009) sowie
Trench (2010).

Aus Statistik I/II bekannt:

a) P : {A|A C Q} — [0, 1] "Wahrscheinlichkeit” mit Axiomen (K1), (K2), (K3) von
Kolmogorov.

b) P(A) = % "Laplace-Wahrscheinlichkeit”

) X:Q—R mit X 1(A) ={wXw)ed}eA
wobei A" ein "zuléssiges” Ereignis und A eine "zulissige” Menge von Ereignissen.

d) F(x)= > f(x;) diskrete Verteilungsfunktion

1z, <x
F(z)= [ f(t)dt stetige Verteilungsfunktion
e) Gesetz der groBen Zahlen:
P ! i X; | — E(X;)
n a— 7 7

wobei X1,..., X, iid

§c>—>1ﬁirn—>oo

f) Zentraler Grenzwertsatz:
> Xi & N(np,no®), p = E(X;), 0% = V(X;)
i=1
wobei X1q,..., X, iid
g) Zweidimensionale Normalverteilung

Fragen:

a) Kann eine Wahrscheinlichkeit immer auf der Potenzmenge P(Q2) = {A|A € Q} defi-
niert werden?
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b) Was genau passiert bei |A| = oo, || = c0?
c) Was meint eigentlich "zuléssig”?

d) Gibt es eine einheitliche Theorie fiir diskrete und stetige Zufallsvariablen und somit
eine Definition von Dichte, Verteilungsfunktion, Erwartungswert, Momenten,...?

e) Beweis? Brauchen wir iid?
f) Beweis? Was meint X ~ N(u,0?) eigentlich genau? Brauchen wir iid?
g) Gibt es eine k-dimensionale Normalverteilung, k£ > 27

Statistik III liefert die Antworten auf diese Fragen!



Kapitel 1

Ereignisse als Mengen

1.1 Mengenoperationen

Bezeichnungen:

e ) # () heifit Basismenge oder Ergebnisraum.

e Fine Menge A C ) heifit Ereignis.

o w; € Q= {wy,ws,...} heiBt Elementarereignis oder Ergebnis.

P(Q) = {A|A C Q}, also die Menge aller Teilmengen der Basismenge €2, heifit
Potenzmenge.

e F C P(R), also eine Menge von Teilmengen von €2, heiit Mengensystem.

Bemerkung. Zum Elementarereignis w; €  Qist {w;} C € ein Ereignis.
~— ~—

Element Teilmenge

Zur Schreibweise: F, A, &€ Mengensysteme und A, B Mengen.

Definition 1.1 (Mengenoperationen)
Seien A, B,A; C Qi€ 1.



1.2. FOLGEN VON MENGEN

Gleichheit:
Teilmenge:
Schnitt:

Vereinigung;:

Differenz:
Komplement:

Symmetrische Differenz:

Méchtigkeit:
Kardinalitat:

Kartesisches Produkt:

A=B & YweQ: weAsweB
ACB & YweQ: weA=weRB
ANB ={we|(weA)A(weB)}
NA={weQViel :we A}

i€l

AUB ={weQlwe AV (weB)}
UAi={weQFiel:we A}

el

UAi={weQFicl :wed,AnA; =0 firi+#j}
i€l

A\B:={weQlwe A AN(w¢B)}
A={weQuw¢A}
ANAB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B)
|A| := Anzahl Elemente von A

IN| =N

[P(Q)] =21

Ax B:={(a,b)la€c ANbE B}
HAZ-::{(al,ag,...,a|1|)]aiEANZ'EI}

il
AF = H A:{(al,...,ak)|aiGA,izl,...,k:}
) k

=1,...,

1.2 Folgen von Mengen

(AN)HGN

AnTAK:}AchAQCAgC...UHd UAz:A

=1

A, | A A DA D A3 D ... und ﬁAi:A
i=1

o0

liminf A, := |J [ A, enthilt Elemente, die in fast allen A,, enthalten sind.

n=1m>n
00

limsup 4,, ;= (] U A, enthilt Elemente, in unendlich vielen A, enthalten sind.

n=1m>n

A=1lim, A, <= liminf A, = limsup A,
Bemerkung: "fast alle” ... bis auf endlich viele
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1.3 Interpretationen

ACQ
AcCQ
AL U Ay
U A
i€l

AN A,
M A
i€l

Al U AQ — @
Al N A,
A=Ay
Q

Q

”A tritt ein”, "erscheint”, "wird realisiert”
”A tritt nicht ein”

"A; oder A, treten ein”

"mindestens eines der A; tritt ein”

”A; und A, treten ein”
"alle A; treten ein”

N

”A; und A, treten nicht gleichzeitig ein”, "sind unvereinbar”
"Entweder A; oder A, tritt ein”

”A; und A, beschreiben das gleiche Ereignis”

"Das sichere Ereignis”

"Das unmdégliche Ereignis”

1.4 Gesetzméifligkeiten

A B,C Cq.
Reflexivitét: ACA
Asymmetrie: ACBund BCA=A=B
Transivitit: ACBundBC(C=ACC
= P(Q) ist beziiglich C partiell geordnet.
Kommutativgesetz: AUuB=BUA
ANB=BnNA
Assoziativgesetz: (AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=ANn(BNC(C)
De Morgansche Regeln: AUB=ANB
ANB=AUB
Méchtigkeiten:
Gleichmaéchtigkeit: |A| = |B| :<= 3f : A — B bijektiv

Addition von Méchtigkeiten: AN B =0 < |A|+ |B| = |AU B|

Augustus de Morgan (27. Juni 1806 bis 18. Mirz 1871). Geboren in Indien, seit

1828 Professor fiir

Mathematik am University College London. Gemeinsam mit George

Boole Begriinder der formalen Logik. Lehrer von Ada Lovelace (einzige eheliche Tochter
Lord Byrons), der ersten Programmiererin (die Sprache ‘Ada’ ist nach ihr benannt).
http://de.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan

Satz 1.2 (Multiplikation von Michtigkeiten)

[AxB|=|A|-|B


http://de.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan

1.5. KOMBINATORIK

Bewezs.
A=A{ar,...,an}, B={by,....,b,},|Al =m,|B|=n
Ax B={{a1} x BU{ax} x BU...U{an,} x B}

{a:i} x Bl =n
({ai} x B) N ({a;} XmB) =0 fiir i # j
= |[AxB| = ]'L:'Jl{ai}xB\

= 3 Ha} x B

= |A[-|B]

1.5 Kombinatorik

Betrachte Indexmengen, also Teilmengen von {1,...,n},n, k € N:

Definition 1.3 (Variationen (Beachtung der Reihenfolge))

e mit Wiederholung
Vk\x: {z =(21,...,2%)|x € {1,...,n}k}
e ohne Wiederholung
VISXV ={z=(21,...,z)|z € {l,... ,n}2; # x;Vi # j}

Definition 1.4 (Kombinationen (ohne Beachtung der Reihenfolge))

e mit Wiederholung

KN ={z=(21,...,¢p)|lz e {l,...,n}51 <2 < ... <y <}
e ohne Wiederholung

KW ={z=(z1,...,zp)lz €{1,....n}5 1<z < ... <z <n}

Beispiel 1.1
Variation: (1,3,27,2) # (1,27,3,2)
Kombination: (1,3,27,2) = (1,27,3,2)

Bemerkung. V2V ist die Menge aller Permutationen der Zahlen {1,...,n}



1.5. KOMBINATORIK

Satz 1.5

a) [Vl = n*

b) VW] = iy (k<)

o) [ = (")

d) [KET = ()

A (k <mn)

Bewezs.

a) (IA) [Vl =n
(IV) Sei [VY, [ = n*

(IS) [V = H(y, .. zeor, )z € VY, Ly € {1, n}}| = nF~'n = nF (Satz 1.2)

b) (IA) [V =n= "

(n—vl)!
(IV) ’VkO_VY,n’ = —(n_&!_l));
|Vk:OXV =
n!
- G e
(IS) _ n!
OS] (n—k+1)
n!
(n—k)!
[VoW| = n! (4 Permutationen von {1,...,n})

d) Seiz € KRy . Sei m € ViV eine Permutation von 1,
U {r(@)lr e Vel

U A{x(@)lr € Vel

von x.

— Y Ve =k L s Dy

(n—k)!

Vk"XV =

xEKgVX
|Vk°XV = |

xEK,gVX
= 2 Hn(@)|m e Vi
IGKE,VX
a:GK,‘;,VX
|

& cokl= '(nﬁk)!

n: n
< CF G ()

H(xlu s )xkz—l’y”x < Vkoy\lf,n7y S {17 s 7”} \ {Ih cee 7xk—1}}|

...,k und 7(x) eine Permutation
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c) f: K, — KW, bijektiv
:cr—>f(9€):y:(x1,:c2—|—1,,xk+(k—1))
)=y -1 — (k1) =2 € K},

f—
!KZYn = ‘KE,VXMA = (n+k 1)

Satz 1.6

a) Eine n-elementige Menge A = {ay, ..., a,} besitzt genau (}) k-elementige Teilmengen
ohne Wiederholung und ohne Beachtung der Reihenfolge.

k
b) Seien ji,...,jx € Ng; > ji = n.
i=1
Es gibt genau (. ." ) n__ Moglichkeiten, {1,...,n} in eine Folge von Men-

J13250k7  glgaleg!

gen My, ..., My; M; C {1,...,n}, |M;| = j; ohne Wiederholung und ohne Beachtung
der Reihenfolge aufzuteilen.

Beweis.

a) f: KW — {AplAr C {ar, ... a0}, |A| = k}
€T — f(aj‘) = {a$17a’m27 . ,a,mk} leekth
= [{ Akl Al = B} = KW = (})

b) Induktion nach k

(IA) k=2; jo=n—7j
a n\ __ n! o n
2 () = =i == ()
(IV) Sei ly = ji,lo = jo, .-, lk-1 = Jr1 +
Dann gibt es (l1 ...nlk,1> Moglichkeiten einer Aufteilung in My, ..., M;_1 mit
|M;| = 1, |My—1| = jr—1 + -

(IS) Mj_4 kann auf (é’;j) = (]klf;ljk) Arten aufg(eteilt v&;erden.
n lp— _ n! CUr—atge)! n
= (ll ~~~~~ lk—l) ) (Jk:,ljk) T oggeldk 2 k1K) de—alik! T (jl ~~~~~ jk)

]

Beispiel 1.2 (Urnenmodell)
N Kugeln, K weif}, N — K rot. Ziehe n Kugeln a) mit b) ohne Zuriicklegen. Wie grof} ist

die Laplace-Wahrscheinlichkeit (P(A) = % = I%% Ergebnisse) von Experimenten,

bei denen genau k weile Kugeln in der Stichprobe vom Umfang n enthalten sind?
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a)

Ziehen mit Zuriicklegen:

Nummeriere Kugeln 1,... . K, K +1,..., N
iB t
wel ro

Q= V,XVN, d.h., die Elementarereignisse sind alle n Nummern der Kugeln, welche
potentiell aus den N Kugeln gezogen werden kénnen.

Ay ={z e V| X I(z; < K) =k} ... k weifie Kugeln
i=1

Sei B C {1,... ,n_} eine Indexmenge ohne Wiederholungen mit |B| = k.
A,(CB) = {z € Ay|r; < K & i € B}... genau k Kugeln mit Nummern i € B
sind weifl (Achtung: i € {1,...,n} ohne Wiederholung, aber z; € {1,..., N} mit
Wiederholung).
Ay =AY

B
AP = A — K. K. K- (N-K)-(N=K)-...-(N - K)

—_—
k weif

Es gibt () Mengen B (j1 = k,jo =n — k)

= |4 =% AP = () KN — K)"*

(n—k) rot

P(A) = (k)NnW = () —p)Fmitp=
vgl. Binomialverteilung

Ziehen ohne Zuriicklegen:
_ JcoW. _ (N
Liy ooy Ty D1y - - Ty € K&N

vV TV
: oW oW
weify EKk,K rotEKn_k,N_K

LS LA I '] G
= P(A4x) = e ) mit Ay aus a)

vgl. Hypergeometrische Verteilung

Beispiel 1.3 (Geburtstagsparadoxon)
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal in einer Gruppe von k£ Personen mindestens zwei
am gleichen Tag Geburtstag haben?

Q=A{z=(z1,...,2)[r € {1,...,365}"} = V[,

Annahmen:

e keine Schaltjahre

e keine Zwillinge / Mehrlinge

e jeder Geburtstag ist gleich wahrscheinlich
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Unterschiedliche Geburtstage
U= {x € Qlx; # 2,5 # j} = Vil
Q] = 365%, |U| = a2,

365—Fk)!

P("mindestens zwei gleiche G’tage”)
| _ 364 (365—k+1)

365k—1
k=10 PU)=0.12
k=20 PU)=0.41
k=23 PU)=0.51
k=30 P(U)=0.71
k=40 PU)=0.89
k=50 P(U)=0.97

365!

T (365—k)1365F



Kapitel 2

Grundlagen der Mafitheorie

2.1 Mengensysteme

Definition 2.1 (7-System)
Ein Mengensystem F C P(£2) heift durchschnittsstabil, wenn gilt:

A BeF=ANBeF.
F heifit dann auch 7-System.

Definition 2.2 (o-Algebra)
Ein Mengensystem F C P(2) heifit o-Algebra iiber 2, falls gilt:

(S1) Q € F (Basismenge)

(S2) A€ F = A€ F (Komplement)
(S3) A, € F,i e N= |J A; € F (abzéhlbare Vereinigung)
i=1

Beispiel 2.1 (kleinste und grofite o-Algebra)
Kleinste o-Algebra: {0, Q}
Groite o-Algebra: P(Q)

Beispiel 2.2
Sei Q iiberabzdhlbar und A € F genau dann, wenn A oder A abzéhlbar sind. Dann ist F
eine o-Algebra.

Definition 2.3 (erzeugte o-Algebra)
Ist A C €, so heifit die Menge

o(A)=1{0,4,4,Q}

die von A erzeugte o-Algebra und ist die kleinste o-Algebra, die A enthélt.

12
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Satz 2.4 (Schnitt von o-Algebren)
Sei I # () eine beliebige Indexmenge und F; eine o-Algebra iiber € fiir alle ¢ € I. Dann ist

auch
F = ﬂ Fi
i€l

eine o-Algebra iiber ().

Bewezs.
Nach Def. 2.2:

(S2) AcF=AcF VielRAcF Viel=AeF.
(S1) analog

(S3) analog

Definition 2.5 (Erzeuger)
Sei € C P(2) ein Mengensystem und ¥ die Menge aller o-Algebren iiber €2, die £ enthalten.
Dann wird die o-Algebra

o) :=F

Fex

als die von & erzeugte o-Algebra o(&) bezeichnet. Gilt umgekehrt fiir eine o-Algebra A

o&)=A

so heiit £ Erzeuger von A.

Beispiel 2.3 o Sei A C Q, £ = {A} (ein Mengensystem bestehend aus einer Menge).
Dann ist

o) =a(A)={0,A, A Q}.

e Sei ={1,2,...,7} und € = {{1,2},{6}}. Dann ist

o(&) ={0,{1,2},{3,4,5,6,7},{6},{1,2,3,4,5,7},{1,2,6},{3,4,5,7},2}.
~ ~~ -~ ~ ~~ 7 —— ——
{1,2} {6} {1,2}u{6}  {1,23U{6}

e Sei A cine o-Algebra tiber €. Dann ist o(A) = A.
Sei jetzt @ = R"™ und |a, b[:= {z € R|a < x < b} ein offenes, beschrianktes Intervall.

Definition 2.6 (Borelsche o-Algebra, Borelsche Mengen)
Sei Q2 = R und
O = {la,b[|a,b € R,a < b}
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das Mengensystem der offenen Intervalle von R. Dann heifit
B(R) := o(0)

die Borelsche o-Algebra iiber R; ihre Elemente A € B(R) heilen Borelsche Mengen. Fiir
2 = R" setzen wir

O" ={U Cc R"|U offen} und B" := B(R") = o¢(O")

Emile Borel (7. Januar 1871 bis 3. Februar 1956). 1893 Dozent in Lille, 1894 Dis-
sertation (Einfithrung der Borelmengen). Von 1924-1936 Mitglied der franz. Nationalver-
sammlung und 1925 Marineminister. Mitglied der Resistance und Mitglied der Ehrenlegion.
Ein Mondkrater ist nach ihm benannt.
http://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel

Satz 2.7 (Eigenschaften von B)

i) e B,ReB

i) Va,beR,a < b:
la,b] € B, [a,bl€e B,]a,b] € B

iii) {c} € B VeeR
iv) Ne B,QeB,QehB

Bewezs.

B ist o-Algebra S g-RreB

i) _
% a-penB
ii) la,b] = ﬁ ab—i—i eB
) - ) m
m=13 7
€0cCB
(S3) abzihlb. Vereinigung und ;I)zéihlb. Schnitt (vgl. Ubung) €B
~ 1
b= S
[a, b] ﬂ }a — b[ eB
m=13 ;
. €OcCB

(S3) abzihlb. Vereinigung und abzihlb. Schnitt (vgl. Ubung) €B
la,b] = | —o0,a[U]b,00] € B
—_——

€0 €0 CB

[

~
abz#hlb. Vereinigung €8
- g

~
Komplement €8


http://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel
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= 1
i) {c} = {c, c+ —] eB
m
m=1. ,
€Bnach ii)

abzihlb. Schnitt (vgl. Ubung) €B

o0

vy N= ] {i} €B
=1 cBnach iii)

abz#hlb. Vereinigung €8
ebenso fiir Q...

Definition 2.8 (A-System)
Ein Mengensystem D C P(2) heifit A-System iiber 2, falls

(L1) QeD

(L2) A BEDmit ACB=B\A€D
(L3) 4, 1A= AeD, A=A
=1

Lemma 2.9
Ist D ein durchschnittsstabiles A-System, so ist D eine o-Algebra.

Beweis.

(S1) < (L1)

(S2) Sei B=Qund A € D beliehig = A =Q\ AeD

(S3) ABeD=AUB= AN B €D
€D €D
—_——
7-System nach Vor.
Sei B, = a4 eDfir A, eD,i=1,...
=1

——
endliche Vereinigung
00
B, C Buy1 C Buya C ... und somit B, T | JA; € D (L3)
i=1

(S3)v/
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Satz 2.10 (A-7-System)
Sei £ ein m-System und D ein A-System mit £ C D. Dann gilt

o) CD

Beweis.
Der Schnitt von A-Systemen ist wieder ein A-System (vgl. Satz 2.4) und somit definieren
wir in Analogie zu Definition 2.3 das von &£ erzeugte A-System als

ME=(F

wobei ¥ = {F|F ist A-System mit £ C F} das Mengensystem aller A-Systeme sei, welche
& enthalten. Sei 0.B.d.A D = \(E).

Zu zeigen ist, dafl D eine o-Algebra ist, wozu es nach Lemma 2.9 geniigt, die Durchschnitts-
stabilitdt von D zu zeigen. Betrachte also

Dy,={AecDIANnBeD VBeD}

und zeige, dal D = D,.
Schritt 1: Betrachte
D,={A€DIANE €D VEec&}

Fiir D, gilt:
e £ C D (denn fiir alle A € € gilt A € D)
e D ist \-System:

(L1) QONE=EcéCD=0eD, VE€€&
(L2) A, B € Dy, dann gilt auch (B\A)NECBNEe€D= B\AeD.
(L3) geschenkt

und somit ist D; ein A\-System, welches £ enthilt <= D; € ¥ und damit wegen

A& = F

Fex

ist D = Dl.
Schritt 2: Betrachte D,. Es gilt:

e £ECDi=D=&ECD,

e D, ist A\-System (wie oben)
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und somit ist Dy auch ein A\-System, welches £ enthilt <= D, € ¥ und damit wegen

AE=(F

Fex
ist D = Dy durchschnittsstabil und also eine o-Algebra, die £ enthélt. [
Sei f: Q) — )y eine Abbildung, so ist das Bild einer Menge A C €y

f(A) ={f(w) € Wlwe A}
und das Urbild einer Menge B C 2
f1(B) :={we Q|f(w) € B}.

Es gilt fiir beliebige B, B; € Q9,1 € I ("Operationstreue”)

S (U Bi> = {w € lf(w) € UBZ}

= U{wealyf(w)e&}
= Uf_l(Bz‘)
f (ﬂﬂ) = mf_l(Bz')

fH(B) = {we|f(w) e B}
= U\ {wef(w) € B}
= W\ fU(B)=f1(B)
Bemerkung. f~' heifit auch Urbildfunktion. Ist f bijektiv (dies ist genau dann der Fall,

wenn f~1(wy) genau ein Element w; € Q enthilt fiir alle Elemente wy € €2y), so heifit f
auch Umkehrfunktion oder inverse Funktion.

Definition 2.11
Sei F C P(Q2) ein Mengensystem:

[HF) ={/"(B)B € F}.

Satz 2.12
Sei F; eine o-Algebra iiber ;,i = 1,2. Ist f : Q; — 5 eine Abbildung, so ist f~!(F,) eine
o-Algebra iiber Q; und {B C Q,|f~'(B) € F,} eine o-Algebra iiber Q.
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Beweis.
(S1), (S2), (S3) folgen aus der Operationstreue, etwa z.B.

(S2) A€ fN(F) & A=f'(B),BecF
= BEJTQ
= A=f1(B)=f"(B) e f(F)

I

]

Beispiel 2.4 (Spur-o-Algebra)

Sei F eine o-Algebra iiber Q und A C Q und sei f : A — Q, f(a) = a. Die o-Algebra
f~YF) ={AN B|B € F} heiit Spur-c-Algebra von A, wird mit F|A bezeichnet und ist
eine o-Algebra iiber A (folgt aus Satz 2.12).

2.2 Mef3bare Abbildungen

Definition 2.13 (mef3bar)
Sei F eine o-Algebra iiber Q2 und A € F. Dann heifit A mefibar beziiglich F.

Definition 2.14 (Meflraum)
Sei F eine o-Algebra iiber 2. Das Tupel (2, F) heifit Mefiraum.

Definition 2.15 (meflbare Abbildung)
Seien (21, F1) und (€, F3) zwei MeBraume. Eine Abbildung f : O — Qs heifit F7-Fo-meBbar,
falls

(R cHA

. Von einer mefibaren Abbildung f spricht man, falls die involvierten o-Algebren eindeutig
bekannt sind.

Satz 2.16
Seien (€;, F;),i = 1,2 zwei MeBréaume, wobei Fo = () von einem Mengensystem &
erzeugt ist. Die Abbildung f : 2; — €0y ist genau dann F;-F,-mefibar, wenn

e cH

Bewezs.

=" f Fi-Fe-mefibar
& U FR) ={f"B)BecFR}cCh

SCU(:‘5>)=]:2 f*l(g) — {f*l(B)|B € 5} Cc F
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7<=" {B C Q|f1(B) € Fi} ist o-Algebra iiber Qy (Satz 2.12).
Wegen f~1(E) C Frist £ C {B C Q|fY(B) € F}
und somit auch o(€) = F, C {B C Qu|f~1(B) € F1}, denn ¢ (&) ist der Schnitt aller
o-Algebren, die £ enthalten.

]

Beispiel 2.5
Sei (Q, F) Mefiraum, dann ist f : 2 — R genau dann mefibar, wenn

7] —o0,d) ={weQf(w) <c} € FYceR,
denn | — oo, ¢] bildet ein Erzeugendensystem von B (folgt aus Satz 2.7).
Beispiel 2.6 (stetige Abbildungen)
f:R — R stetig = f71(0) € OVO €O
O ist Erzeuger von B = 0(O) (Def. 2.6) und somit ist f B-B-mefbar.

Beispiel 2.7 (Indikatorfunktion)
Sei (2, F) Mefiraum und A C €.

IA2Q — R
w o ]A(w)::{
I'e{,QAAACF & AcF

1 firwe A
0 sonst

d.h. I, ist genau dann F-B-mefbar, wenn A € F. Deshalb heifit A mef3bar, wenn A € F
gilt (Def. 2.13)

Satz 2.17 (Meflbarkeit der Komposition)
Sind (924, F;),i = 1,2,3 Mefiraume und f : 1 — Qy und g : 2y — Q3 meBbar. Dann ist
auch go f: Q) — Q3 meBbar.

Bewezs.
f_l(fg) C .,Fl und g_l(f;g) C fg =
fHg  (Fs) CFie (go f)THF3) C R [
]:
CF2

Bemerkung. Sei (2, F) ein Meffraum und f = (fi,..., fn) : @ — R™ und B" die Borelsche
o-Algebra iiber R" (spéter). Dann ist f F-B"-mefbar, wenn f;,7 = 1,...,n F-B-mefibar
sind; siehe Satz 1.28 in Meintrup and Schéffler (2005).

Satz 2.18
Es sei (Q,F) ein Mefiraum, f,g : Q@ — R mefbare Funktionen und «, 5 € R. Dann sind
die Funktionen
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a) af + g

b) f-g

c) f/gfalls g(w) #0 Yw € Q
ebenfalls mef3bar.

Beweis.

h:Q — R?
w +— hw)=(f(w),g9(w)) meBbar (siehe letzte Bemerkung)

[:R* — R
(x,y) — Il(z,y) = ax + By stetig und somit meBbar

also ist [ o h = a.f 4+ Fg mit Satz 2.17 mebar
b) l(x,y) = x -y meBbar weil stetig, weiter wie in a)

¢) l(z,y) = z/y meBbar weil stetig, weiter wie in a)

O

Bemerkung. Eine Funktion f : Q@ — R heifit reellwertig. Eine Funktion f : @ — R U
{—00,00} =: R heiBt numerisch. Ist (2, F) ein MefSraum, so heifit f F-B-mefibar, wenn
{weQ|f(w)<c}eF VeeRbei B=oc(BU{cc}U{-oc0})

Schreibweise:

{f<ep = {welf(w) <¢

{f<c} :

{f=c}

Satz 2.19

Sei (2, F) ein Mefiraum und (f,)nen eine Folge mefibarer numerischer Funktionen

fo:QQ—=R,neN.

Dann sind sup f,, inf f,, limsup f,, und liminf f,, mefibar.
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Beweis.
sup,, fn :
e.)
(sup,, )t ((—00,¢]) = {w € Q| sup fn(w) < ¢} = m w€Qfplw) <c}eF
" n=1 nach Vo;;ssetzung
abzahlb. Schnitt in F er?t?lalten, weil F o-Algebra
inf f,, = —sup (— f,,) Komposition = mefbar nach Satz 2.17, denn
n

—sup (—f,) = (aosupoa)(f,) mit a(f) =—f VfeM
limsup f,, = H;fl (sup fr) meBbar nach Satz 2.17
n nzl k>n

lim inf f,, = sup <1ir>l_f fx) meBbar nach Satz 2.17 O
n n>1 k>n
Satz 2.20

Ist (€, F) ein MeSiraum und f : Q — R eine meBbare numerische Funktion. Dann sind
auch

a) fT:=max(f,0) Positivteil

b) f~ :=max(—f,0) Negativteil

) [fl:=fT+[f" Betrag
meBbar. (Bemerkung: f = f*— f7)

Beweis.

a) Betrachte die Folge (0, f, f,...)
sup f, = max(0, f) = fT ist meBbar

b) Betrachte die Folge (0, —f,—f,...)
sup f, = max(0, —f) = f~ ist mefibar

¢) |fl=fT+ f ist meBbar (Satz 2.18)

2.3 Mafle und deren Eigenschaften

Definition 2.21 ((o-endliches, endliches, normiertes) Maf})
Sei (2, F) ein Mefiraum. Eine Funktion pu : F — R heift Mafl auf F, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind

(M1) u(®) =0
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(M2) u(A)>0 VAeF
(M3) fiir jede Folge disjunkter Mengen (A,,)qen € F gilt

L (U An> = Z,u(An) (o-Additivitét)
n=1 n=1

Gibt es eine Folge (A,) von Mengen aus F mit |J A, = Q und p(4,) < co Vn €
n=1
N, so heifit p g-endlich. Ist p(Q2) < oo, so heifit p endlich. Ist u(Q2) = 1, so heifit p

normiertes Maf.

Bemerkung. Es ist der Verdienst von Kolmogorov (1933), das Wahrscheinlichkeitsmaf} als
normiertes Maf} eingefiihrt zu haben.

Andrej Nikolaevic Kolmogorov (25. April 1903 bis 20. Oktober 1987). Studi-
um der Mathematik, Geschichte und Metallurgie in Moskau, seit 1931 Professor fiir Ma-
thematik. 1933 “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung”, betreute insgesamt 79
Doktoranden. http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow

Definition 2.22 (Mafiraum) )
Ist (Q,F) ein Mefiraum und p : F — R ein MaB, so heifit das Tripel (2, F, 1) MaBraum.

Beispiel 2.8 (Dirac-Maf3)
0w : F—R mit 6,(A) = 1s(w)

Paul Adrien Maurice Dirac (8. August 1902 bis 20. Oktober 1984). Mitbe-
griinder der Quantenphysik und war 1925 zusammen mit Schrodinger Nobelpreistrager fiir
Physik.

http://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac

Beispiel 2.9 (Zdhlmaf)

|A| falls A endlich

oo sonst

pz: F—R uz(A):{

Bemerkung. Sei A € F fest und hochstens abzéhlbar, dann ist pz|a(B) = |A N B| ein
o-endliches Mafl und heifit reduziertes Zahlmap.

Beispiel 2.10
Sei 2 iiberabzihlbar und A € F genau dann, wenn A oder A abzihlbar ist
= F ist o-Algebra (Beispiel 2.2)

p:F >R p(A) = { 0 A abzdhlbar

o0 sonst


http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow
http://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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Dann ist (Q, F, u) Mafiraum.

Satz 2.23 (Eigenschaften des Mafles)
Sei (Q, F, ) ein Mafiraum und A, B, A,, € F,n € N. Dann gilt

i) endliche Additivitdt: AN B =0 = pu(AU B) = u(A) + u(B)

ii) Subadditivitit: A C B und pu(A) < oo = u(B\ A) = u(B) — p(A)

)
iii) Monotonie: A C B = u(A) < u(B)
)

1v

Sub-o-Additivitat:

Bewezs.

i) Betrachte Folge A, B,(,0,... = i)
i) /iii) B=AUB\ 4) &
u(B) = p(A)+ p(B\ A) = u(A) < iii) und
N~ ——

>0 >0 nach (M2)

u(B\ A) = u(B) — u(A) < ii) falls u(A) < oo

0 n—1
W(0a) = Su(anUa)
n=1 ) n=1 k=1

< leu(An)

Satz 2.24 (Stetigkeit des Mafles 1)
Sei (2, F, p) ein Mafiraum und A, A, € F,n € N. Dann gilt

i) Stetigkeit von unten: A, T A= u(A4,) T u(A)
ii) Stetigkeit von oben: A, | A und p(A;) < co = u(A4,) | n(A)

Beweis.
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i) Sei Ag:=0. A, T A meint A; C A, C ... und EjAn:A

n=1

Also ist A = U A, \ A,_1 eine disjunkte Vereinigung
n=1
(M3) &

= p(A) k; (A \ Ag-1)

i) ACA, CA )
Wegen A, | A gilt A1\ A, T A;\ A und somit
p(Ar\ Ay) = p(Ar) — p(Ay)
= p(Ar) — u(

= A\ An) Tu(Ar\ A) =

]

Satz 2.25 (Mafleindeutigkeitssatz)
Es seien p und v zwei Mafle auf einem Mefiraum (2, F) und £ ein durchschnittsstabiler

Erzeuger von F mit folgenden Eigenschaften:
i) u(E)=v(E) VE€€&

ii) Es gibt eine Folge (F,),n € N, disjunkter Mengen aus & mit u(E,) = v(E,) < oo

und
o0

UEn:Q.

n=1
Dann sind beide Mafle identisch: y = v.

Beweis.
Betrachte zu jedem n € N das Mengensystem

D(E,) ={Ae Flu(ANE,) =v(ANE,)}
D(E,) ist ein A-System, weil
(L1) Qe D(E,) : p(QNE,) = w(E,) =v(E,) =v(QNE&,)

(L2) A,BeD(E,),AC B=

/L(B\Aﬂ En) Subtraétivitét (B) /,L(Aﬂ E )
—  y(B)-v(ANE,)
= v((B\A)NE,)

= B\AeD(E,)
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(L3) A, € D(E,), A1 A= U A,

=1

(o))
H (Uz (Ai N En))
; (A N Ey)

= Yr(AnEkE,)

—  UANE)
&€ C D(E,,) durchschnittsstabil

drlgmma o (g) = F c D(E,) VYn €N
= wWANE,) =v(ANE, VAceF neN

o0

p(ANEy,)

9
[E
a

A= (AN E;) ist disjunkte Zerlegung von A fiir alle A € F und also ist

=1

p(A)=v(A) VAeFepu=v

Definition 2.26 (Nullmenge)
Ist (2, F, 1) ein Mafiraum und A € F mit u(A) = 0, so heifit A (u-)Nullmenge.

Definition 2.27 (vollstindiges Mafl, Vervollstindigung)
Es sei (2, F, 1) ein Mafiraum. Ein Maf p heifit vollstdndig, wenn gilt:

Ae F,u(A)=0und BC A

= BeF.
Die o-Algebra Fy := {AUN|A € F, N Teilmenge einer p-Nullmenge} heifit Vervollstindigung
von F.

Bemerkung. Durch pog(AUN) := p(A), AUN € Fy entsteht ein neuer Mafiraum (€2, Fo, po)
mit einem vollstandigen Maf3 y.

2.4 Das Lebesgue-Mafl

Satz 2.28 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafles)
In jeder Dimension n € N gibt es genau ein Maf}

A" BT — [0, 00,
sodaf fiir jedes n-dimensionale Intervall |a, b] =]ay, by] X ... X]a,,b,] C R™ gilt:

A" (Ja, b)) = T (b = a)

i=1
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A" heifit (n-dimensionales) Lebesgue-Mafi. Weiterhin gibt es zu jeder rechtsseitig stetigen,
monoton wachsenden Funktion F': R — R genau ein Maf}

)\F B — R,
sodaf fiir alle |a, b] C R gilt:
Ar(Ja, b)) = F(b) = F(a).

Ar heifit Lebesgue-Stieltjes-Mafl von F'.

Bewezs.
Siehe Anhang A.1. in Meintrup and Schéffler (2005) O

Henri Léon Lebesgue (28. Juni 1875 bis 26. Juli 1941). 1899-1902 Gymnasialleh-
rer in Nancy, dabei Arbeit am Integralbegriff, 1902 Dissertation, seit 1906 Professor.
http://de.wikipedia.org/wiki/Henri_L%C3%A90on_Lebesgue

Thomas Jean Stieltjes (29. Dezember 1856 bis 31. Dezember 1894). Seit 1873
Studium in Delft, dreimal durch Priifungen gefallen (da er lieber die Arbeiten von Gauss
und Jacobi las), danach Arbeit im Observatorium in Leiden, dessen Direktor ihm freie Zeit
fiir mathematische Untersuchungen liefl. 1884 wegen “mangelnder Qualifikation” erfolglose
Bewerbung auf eine Professur in Groningen.
http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Joannes_Stieltjes

Bemerkung. X := \!. Ist z € R, so gilt

A{zh) 2 lim A qx— lx]) = lim x — (;c - 1) — fim £ =0

n—oo n n—oo n n—oo N
A(A) = 0 fur jede abzdhlbare Teilmenge A C R, z.B. A(N) = 0 wegen o-Additivitét
A =2 (U ) = £ i
i€N ieNT
AR) > A(J0,n]) =n VneN
= AR) = o0

Satz 2.29 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles)

AMA) = \(A+v) YoeR" A=la,b

Beweis. .
/\n(A + U) = H (bz -+ Ui) — ((li + Ui)
i’,:ll O

=1


http://de.wikipedia.org/wiki/Henri_L%C3%A9on_Lebesgue
http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Joannes_Stieltjes
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Definition 2.30 (Bildmaf)
Ist (2, Fi, p) ein Mafraum und (£22, F2) Mefraum und f : € — Qy mefbar, so heifit

iy : Fo— (0,00

B iy (B) = pu(f\(B))
das Bildmafl yif von p unter f und (g, F2, puy) Mafiraum.
Beispiel 2.11
(R,B,\) und (R, B)
fR=R, z—x+4+a
A(A) = Af"HA)) = MA —a) = AM(A) VA € B und ), ist MaB auf (R, B).

Bemerkung. \"|4(B) = A"(ANB) mit A € B" ist ein Maf} auf (R™, B") und heifit Spurmaf.



Kapitel 3

Das Lebesgue-Integral

3.1 Integral fiir Treppenfunktionen

Sei (©2,F,p) ein Mafiraum und f : © — R eine F-B-mefibare Funktion. Sei weiterhin
M = {f|f : @ — R, f meBibar} die Menge der mefibaren numerischen Funktionen und
M+ :={f|f € M, f > 0} die nicht-negativen Funktionen aus M.

Definition 3.1 (Treppenfunktion)
Ist (2, F, u) ein MaBraum und f : Q — R eine F-B-mefibare Funktion mit endlichem Bild
f() ={y1,...,yn}, so laBt sich f fiir ein n € Nund A; € F,i =1,...,n, darstellen als

f=ula 4. +yla, =Y uila,
=1

und heifit Treppenfunktion. Desweiteren sei T := {f|f : 2 — R, f Treppenfunktion} und
Tt :={f|f €T, f >0} die Menge der (nicht-negativen) Treppenfunktionen.

Bemerkung. f € TT 1afit sich darstellen als

F=Ywla, w20 Vi=1,...n
=1

Definition 3.2 (Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen)
Das Integral fiir f € T

/f dp = y1(Ar) + .. + Yap(Ay)

heiflit Lebesgue-Integral von f nach pu.

Bemerkung. Besitzt f € T eine weitere Darstellung der Gestalt

f:Zz’L[Bz Hllthef,ZzZO Vz:l,,n

i=1

28
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so gilt:
Z yin(Ai) = Z zip(B;)
i=1 i=1

(Ubergang auf Cy; = A; N By)

R
Y3+
Z3
y2 T Ii 29
Y1+ | | | | ¢ 2
A A, Ay Q0

B,

-~ Bg _—
Abbildung 3.1: Zwei Treppenfunktionen stellen dieselbe Funktion dar.

Daher ist [ f du wohldefiniert.

Bemerkung. Die Indikatorfunktion 14 ist die einfachste Treppenfunktion mit Integral

/ Lydp = p(A)

Satz 3.3 (Eigenschaften des Integrals) i) Linearitéit: Fiir f,g € 7T und o, 8 > 0
gilt
/(af+ﬁg)du:a/fdﬂ+ﬁ/gdu-

ii) Monotonie: Sind f,g € TT und f < g, so folgt

[tans [gan

Bewezs.

D) [(af +Bg)du=[a) yla,+8)  zlp du
i=1 j=1
/ g
=a ) yip(Ai) + B zju(By)
=affdu+3[gdp
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i) f=> yila, g—ZzZIA 0.B.d.A.

=1 =1
f<ge flz) < g() V:EGQ
@yi<zi szl

jZyz (A )<ZZZM( i)
<:>ffd,u<fgd,u

O
Beispiel 3.1
f=0=0-Ig
JfdA = [0-IgdA=0-AR)=0-00 =0

—

Konvention

3.2 Integral nicht-negativer Funktionen

Lemma 3.4
Ist f € M™ eine nicht-negative Funktion, so gibt es eine Folge (f,)nen € T von nicht-
negativen Treppenfunktionen, so dafl f,, T f.

Beweis.
Eine solche Funktion ist z. B. f, : @ — R, n € N mit

fol(x) =
Etwa f =sin: [0,7] — R (siche Abblldung 3.2).

20 4 p) vpea

Definition 3.5 (Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen)
Sei f € MT und (f,)neny € T mit f, T f. Das Lebesgue-Integral von f nach p ist dann

/fd,u:: lim/fnd,u
Lemma 3.6

Sei f € M* und g € T mit g < f. Dann gilt fiir eine Folge (f,,)neny € T

fﬁf:snlggo/fnduz/gdu.

Beweis.
0.B.d.A. g =14,A € F (wegen der Linearitét)

= f(z)>1 Ve A
= Ve>0:A4,={xecAlf.(r)>1—¢€} T Awegen f, T f von unten!
:}fnz(l—E)IAn Vn € N
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f f,
g - T T T T T T T
00 10 20 30
f3
g B T T T T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0
Abbildung 3.2: Approximation von f = sin € M+ durch f, € T fiir n = 2,3, 4.
Und damit
Monotonie Linearitit Def. Stetigkeit von p
[ E [ e @ ouga) T 0 oua)
=  (1-9 / gdu
Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. ]

Lemma 3.7
Sind (f)nen und (g, )nen zwei monoton wachsende Folgen von Funktionen aus 7% mit

lim f, = lim g,,
n—oo n—od

so gilt:
lim [ f,dpu= lim /gn du

n—oo

Beweis.
Laut Voraussetzung ¢, < lim f, Vk € N (Monotonie)
N~~~ n—oo

eT+
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Lemma 3.6

Also [grdp < lim [ fodpy Vk€eN

und somit klE.lO [ ox d;;oonll_{go [ fadp.

Umgekehrt: f;, < 7}1—{20 g, und also ]}Lrgo [ fedp < nh_)rgo [ gndp

Zusammen: T}Lrgoffn du = Jinolofgn du ]

Satz 3.8 (Eigenschaften des Integrals)
Fiir f,g € M* und «, 8 > 0 gilt:

i) Linearitét:

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬂ/gdu

[tan< [
Beweis.

Sind f. T/, gn 1g,s0auchaf,+ 89,1 af+ By
~~ ~~~
eT+ eT+

ii) Monotonie: Ist f < g so folgt

i) folgt somit aus Satz 3.3 (i) fir f,, g

i) fo < max(fn,gs) Tgfir f<g
und aus Satz 3.3 (ii) folgt ii)

Satz 3.9 (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levi)
Fiir eine monoton wachsende Folge (f,,)nen von Funktionen aus M gilt:

lim | f, d,u—/ lim f,du

Beweis.

"< f = lim f, LM sup £, (meBbar) f, < f Vn €N (Monotonie)

n—oo

= [ fadp < [ fdu (Monotonie des Integrals)
und somit lim [ f,dp < [ fdu

"> Sei (en)neN c T+; €n T f
A, ={w € Qefu(w) > er(w)} T, ¢ > 1 beliebig (¢ = 1 wiirde bei f € T, e, =
f VkeNund f, < f = e nicht reichen), k € N fest



3.2. INTEGRAL NICHT-NEGATIVER FUNKTIONEN 33

cfa(w) 2 er(w) - Ia, (@) T er(w)

=
/ekd,u: lim/ekIAndugclim/fndu

WEeil ¢ beliebig ist folgt auch
/ekdug lim /fndu Vk e N

(denn sonst wire ja [epdp > lim, [ f, dp und somit gibe es auch ein ¢ > 1 mit
f e dp > clim,, f fn dp was ein Widerspruch ist) und

/fdu:klim /ekd,ug lim [ f,dp.
O

Beppo Levi (14. Mai 1875 bis 28. August 1961). Italienischer Mathematiker. Stu-
dium in Turin, Professor in Piacenza, Cagliari, Parma und Bologna. Nachdem er seiner
jidischen Herkunft wegen Italien 1939 verlassen mufite, baute er an der Universitdt Rosa-
rio in Argentinien ein mathematisches Institut auf.
http://de.wikipedia.org/wiki/Beppo_Levi

Korollar 3.10 (zu Satz 3.9)
Fiir jede Folge (f,)nen von Funktionen aus M gilt:

/ i:: fidp = i:: [ fn.

Beweus.
Wende Satz 3.9 auf g, =

fi (Partialsummen) an. =
i=1

Satz 3.11 (Lemma von Fatou)
Fiir jede Folge (fn)nen € M gilt:

liminf/fn du > /liminffn du.

n—oo

Beweis.
f :=liminf f, und g, := 1?>1f fe,n e N.

=g, T fund lim fgn du Satz 3.9 ffd,u.
Weiterhin: g, < fr, Vk>n (f, € MT)


http://de.wikipedia.org/wiki/Beppo_Levi
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= [ gudu < inf [ fidy

= lim [ g, du < lim ]iglf/fk d,u ]
:ffd,u —lhrggfffn dp

Pierre Joseph Louis Fatou (28. Februar 1878 bis 10. August 1929). Nach dem
Studium 1898-1900 Arbeit im Pariser Observatorium, 1907 Promotion in Mathematik;
lieferte Grundlagen der Chaostheorie.

http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_Fatou

3.3 Integrierbare Funktionen

Jetzt allgemein f : Q — R meBbar.
f=f" = f
v v

eM+t eM+t
Definition 3.12 (quasi-integrierbar, Lebesgue-Integral)

Sei f: 2 — R eine meBbare numerische Funktion. Die Funktion heifit
(1-) quasi-integrierbar, falls [ f du < oo oder [ f~du < oo. Ist f (u-) quasi-integrierbar,

so ist durch
/fdurz/ﬁdu—/fdu

das Lebesgue-Integral von f definiert. Gilt [ f*du < oo und [ f~dp < oo, so heiit f
(u-)integrierbar.

Bemerkung. |f| = f*+ [~

f integrierbar < | f| integrierbar.

Bemerkung.

/fdurz/fl,qdu
A
Satz 3.13

Sind f, g : © — R integrierbare numerische Funktionen und «, 3 € R, so gilt

i) Linearitéit: af + B¢ ist integrierbar und
[ar+sgdn=a [ sduss [gan

ii) Monotonie: Ist f < g, so folgt

[ran< [gan


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_Fatou
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iii) Fir jedes A € F gilt

/fduz/fdu+/_fdu
A A

Beweis.
i), i) v/

iii) f=flatflx

0

Satz 3.14 (Satz von der dominierten Konvergenz)

Seien f, g sowie (fy), (gn) meBbare numerische Funktionen auf einem Mafiraum (2, F, u)

mit f, — f,g. — ¢ (punktweise) und |f,| < g, Vn € N. Sind ¢ und g,

integrierbar und gilt
lim [ g,dp = /gdu,

n—oo

so sind f und f,, Vn € N integrierbar und es gilt
lim [ f,du= /fdu.

Beweis.

|fu] < gnund [ g} dp < oo und [ g™ dp < 0o

= [ fFdp<ocound [ f~du < oo« f, integrierbar Vn € N.
|f| < g = f integrierbar.

Betrachte die Funktionen g, + f, > 0und g, — f, >0

n—oo

/gdu—l—liminf/fndu = liminf/(gn—i—fn)d,u

Lemma v- Fatou

= /g+fdu
= /gdu+/fdu

Durch Subtraktion von [ g dp auf beiden Seiten erhalten wir

1iminf/fndu2/fd,u

/lim inf (g, + fn) dp

Vn € N
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Mit g, — f. > 0 gilt
/gduﬂigicgf/—fndu > /gdu /fdu
@nggf/—fndg > /fd,u
o Jim ot [—edn >~ [ pan
ﬁglngo—igp/fkdu > —/fdu
~ s [ feaw >~ [y
= k>n
@—limsup/fndu > —/fd,u
@limsup/fndu < /fd,u
zusammen also
[ #an < timint [ g < tmsup [ odo< [ fan
ot [ fadn= [
O]

Satz 3.15
Fir f € M* gilt

/fdu =04 {we Q|f(w) >0} ist u-Nullmenge

~
=: Tréger von f

Beweis.

A:={weQf(w) >0}
A, ={weQ|f(w)>1} VneN

A, 1A
"7 [ fdp =0
14, <f VneN
1 1 Monotonie
0< ~u(A,) = / LSNP
U n

—— <
p ist MaB Integral iiber Indikatorfkt.

= pu(A,) =0 Vn € Nund aus 4,, T A folgt u(A,) T p(A)

unten)

d,LL nach: Vor. 0

= 0 (Stetigkeit von
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"< u(A) =0
[ <0014
0< [fdu< [oo-Tadu=o0-pu(A)=0
O]

Definition 3.16 (u-fast-iiberall)
Die Eigenschaft E sei fiir die Elemente w € ) eines Mafiraumes (2, F, 1) sinnvoll. E gilt
(u-)fast-tiberall, wenn F fiir alle w ¢ N C Q gilt und N eine p-Nullmenge ist.

Bemerkung. zu Satz 3.15: f € M*

/fd,u:O<:>f:O -t

Satz 3.17 (Riemann & Lebesgue-Integral)
Sei f : R — R meBbar und auf [a,b] C R Riemann-integrierbar (Ober- und Untersumme
konvergieren gegen Integralwert). Dann ist f Lebesgue-integrierbar und es gilt

b
/fd)\:/a f(z)dz

[&,—/ Riemann
Lebesgue
Beweis.
Satz 2.17 Meintrup and Schéffler (2005) O

Berhard Riemann (17. September 1826 bis 20. Juli 1866). Studium in Géttingen
(u.a. bei Gauf) und Berlin, wihrend der Revolution im Mérz 1848 im Studentenkorps in
Berlin, Promotion 1851 und Habilitation 1854 in Gottingen. Seit 1857 auflerordentlicher
Professor in Gottingen.

http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

Bemerkung. Etwas allgemeiner gilt auch

/fd)\ = /f(x)d:z:, ICR
I I
siche Satz 2.18 Meintrup and Schéffler (2005)

Bemerkung. Es gibt Funktionen f, die Lebesgue-integrierbar aber nicht Riemann-integrierbar
sind und vice versa.

Definition 3.18 (Produktmafliraum)
Seien (21, F1, p) und (Qy, Fo, v) zwei MafBrdume. Dann heifit der Mafraum

(2 x Qo, F1 @ Fo, n @)


http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
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mit Basismenge

Ql X QQ,

Produkt-o-Algebra
FioF,=c{Ax BlAc Fi,BcF})

(wobei {A x B|A € Fi, B € F,} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von F; ® F ist)
und Produktmafl

pRv(Ax B)=u(A)-v(B) YAeF,BeF

Produktmafraum.

Satz 3.19 (Satz von Fubini)
Seien (Qq, Fi, 1) und (Qq, Fo,v) zwei Mafirdume mit o-endlichen Maflen p und v. Ist
f 9y x Qy — R eine nicht-negative, (F; ® F;)-B-meBbare Funktion oder eine (1 ® v)-

integrierbare Funktion, so gilt
[ ([ stnn)dutin)) vt

[ ([ sereanten) duter

(Vertauschung der Reihenfolge der Integration).

/fd(u®V)

Beweis.
Satz 2.24 Meintrup and Schéffler (2005) O

Guido Fubini (19. Januar 1879 bis 6. Juni 1943). Studium und Promotion in Pisa,
1908 Professor in Turin. Emigrierte 1939 in die U.S.A., lehrte bis zu seinem Tod in New
York.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fubini.html

Bemerkung. Die Definition 3.18 und der Satz von Fubini erstreckt sich in gleicher Weise

auf ProduktmafBraume
(H Q, ® Fi, ® Mz’)
i=1 i=1 i=1

basierend auf den Mafiriumen (€;, F;, ;)0 =1,...,n.

3.4 Ungleichungen

f:Q — R F-B-meBbar auf (2, F, u)

1/p
| fllp = (/ |f|pd,u) € [0,00[ "p-Norm”


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fubini.html
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Satz 3.20 (Ungleichung von Hélder)

Es sei 1 < p,q < co mit é + é = 1. Dann gilt fiir zwei meBbare Funktionen f,g: 2 — R:

1= gl < A f1l - Mlglly-

Bewezs.

o I/, =0oder g, =0= f-g=0pfi.
e (Ifll, = oo oder [lgll, = o0) und ||/l llglly > 0 v/

o 0.<[[fllp, llglly < oo
Seiz,y >0, o, >0 mit « + § = 1. Dann gilt
2y < axr+ By denn

Konkavitét
In(z?y?) =alnz+ Blny < In(az+ By)
BT S S
/11’ lgll’ p’ q

Sllol LI T gl
sl > PR " ol

fllgldp 1 1
= [t <5 ety g f o
p q p q
fllfllp =lgllg
d 1 1
S lgldie 21 1w
IFlpllglla =2 " q

[Fgldi < 1 71nllgllq
< [ fglly < [ fllpllgllq

Otto Ludwig Holder (22. Dezember 1859 bis 29. August 1937).

in Tiibingen, seit 1890 Professor in Tiibingen.
http://de.wikipedia.org/wiki/0tto_HY%C3%B6lder

Satz 3.21 (Ungleichung von Minkowski)
Sind f,g: Q — R meBbar und p > 1, so gilt

1F +glly < 1 /1lp + llgll,  Dreiecksungleichung

Beweis.

p =1 oder [[f[|, = oo oder |[g|l, = o0 oder [|f + g, =0 +/
p > L[ fll, < o0, gll, < oo und [|f +gl[, > 0

]

1882 Promotion


http://de.wikipedia.org/wiki/Otto_H%C3%B6lder
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g=(1-YH"1=

1 1
Dallllt

I+ gl _ t/v+g%m
= /\f+g! |+ gPdp

Dreiecksungleichung

LI [ Us1 a1+ g
= /|f||f+g|”‘1du+/|g||f+g|p‘1du

zweimal Holder

< (£l + gl IS+ gl g

Mit (p — 1)g = p gilt

1 P
I1f+gP o= ([1f+glPdu)* = | f+ 9l
und somit zusammen

(11l + lgll) 1F + gl

If+glb <
_p P _p
Lf+glphf +alle® < (Lfllp+ Ngllp) [1f + gl 1Lf + gll *
If+alle < 1fl+ gl
(dennp—p-¢ ' =p—p(l-1)=1) N

Hermann Minkowski (22. Juni 1864 bis 12. Januar 1909). Studium in Konigsberg
zusammen mit Hurwitz und Hilbert. Lehrtéatigkeit in Bonn, Kénigsberg und Ziirich (dort
u.a. Lehrer von Einstein), 1902 Ordinarius in Gottingen.
http://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski

Definition 3.22 (£P-Raum)
Fiir p > 1 sei

LP =LY F, ) :={f|lf: Q@— R, f meBbar, || f|, < oo}

Bemerkung. L' = L ist die Menge der integrierbaren Funktionen. £P ist die Menge der
Funktionen, fiir die | f|? integrierbar ist.

Bemerkung. (LP,|| - ||,) ist halbnormierter, vollstandiger Raum.
Ni={f e Lo | fl,= 0= f =0 s}

LP := LP/N Quotientenvektorraum

(LP, || - ||,) Banach-Raum

(L%, - ||2) mit Skalarprodukt < f,g >= [ fgdu ist Hilbertraum.


http://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski

3.4. UNGLEICHUNGEN 41

Satz 3.23
Ist u(2) <oound ¢ >p > 1, soist L? C LP und es gibt ¢ > 0, so daf§

1fllp < cllflly Ve L

Beweis. )
ri=1 s:= (1-1)",sodaB (1 +1) =1
1fl = fiPda=1 150 dall
Holder . % s %
< i [ o g
= |IfIIg - p()F < oo
——
<oo

und die p-te Wurzel liefert die Behauptung. O]

Definition 3.24 (Konvergenz in LP)
Eine Folge (f,)nen € LP heifit in LP konvergent, wenn es ein f € LP gibt, so daf

[fn = fllp = 0 fiir n — o0

Kurz: f, = f

Definition 3.25 (Konvergenz p-f.ii.)

Sei (Q,F,pn) ein Mafraum. Eine Folge f, : © — R mefbarer Funktionen heiit (u-)
fast iiberall konvergent, wenn es eine me3bare Funktion f : {2 — R und eine pu-Nullmenge
N gibt, so dafl

fu(z) — f(x) Vx e N.
Kurz: f, — f p-f.i.

Korollar 3.26 (zu Satz 3.23)
Istq>p>1, f, f, € LY, n €N, so gilt:

RS =57

Beweis.

an_prSC'an_qu_)O ]

Satz 3.27
Seien p > 1 und f, f, € LP, n € N, so dafl f,, — f f. ii. Dann gilt

| fally = ILfllp & fo = f.
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Beweis.
- A-Ungleichung fiir Normen
<7 [ llp = 11l | < 1o = fllp =0
LN G = 2p<|fn‘p + ‘f‘p)’ n € N
g =2 [P

gn — g L.t und [ g,dp— [ gdp.

wegen x,y € R

|z =yl < 2°(|f” + [y[?)

folgt

|fo = T1P < |gnl

———

—0 p f. 1.

somit (Satz 3.14 von der dominierten Konvergenz)

Tim [ {fou = fPdp = | fo = FII5 =0
& \lfa = flly — 0

3.5 Mafle und Dichten

Lemma 3.28
Fiir jedes f € M ist

fou:F—TR
(fou)(A /fdu /fIAdu

ein Maf. Sei v = f @ pu, so gilt fiir alle g € M

/ngZ/(gf)du

Beweis.
M1)
M2)

M3) Sei (Ap)pey € F mit |J A, = A

n=1

Dann ist fIA = Z fla,
(fou(A ffIAdu
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=/ (21 fIAn) e
> J L, dp

(f © 1)(An)

Rl

O

Definition 3.29 (Mafl mit Dichte, Dichte)
Sei (Q, F, 1) MaBiraum und f € MT. Dann heifit f ©® g MaB mit der Dichte f beziiglich p.
Die Funktion f : 2 — [0, 0o[ heifit Dichte des Mafles f ® p.

Definition 3.30 (absolute Stetigkeit)
Sind g und v zwei Mafle auf (€2, F), so heifit v absolut stetig beziiglich u, wenn VA € F
gilt:
p(A)=0=rv(A)=0

Kurz: v < p. Man sagt auch: @ dominiert v.
Satz 3.31 (Satz von Radon-Nikodym)
Ist (Q, F, p) ein MaBraum mit einem o-endlichen Maf iz und v ein weiteres MaB auf (2, F),
gilt

v < < I Dichte fe Mt :v=f0Op.
Gibt es eine weitere Funktion ¢ € M+ mit v = g ® p so gilt g = f p-f.iL

Beweis.

<" A € F Nullmenge <

V(A):fAfdu:/fIAdu:()

—_—
(for)(A)=0

"=": Meintrup and Schéffler (2005)
[

Johann Radon (16. Dezember 1887 bis 25. Mai 1956). 1910 Promotion in Wien,
1913 Beweis der Existenz von Dichten im R”, Professor in Hamburg, Greifswald, Erlangen
und Breslau. Nach dem Krieg Professor und Rektor der Universitdt Wien.
http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Radon

Otton Marcin Nikodym (13. August 1887 bis 4. Mai 1974). Studium der Mathe-
matik und Physik in Lemberg, Promotion in Warschau, bis 1945 Professor in Warschau.
1930 Beweis des allgemeinen Falls. Nach dem Krieg am Kenyon College in Ohio tétig.


http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Radon

Kapitel 4

Wahrscheinlichkeitsmafle

4.1 Wahrscheinlichkeit als normiertes Maf3

Jetzt Q) Ergebnisraum. Potentiell interessante Ereignisse sind Teilmengen von €2, d.h., Ele-
mente einer sinnvollen o-Algebra F, des Ereignisraumes.

Beispiel 4.1
1 x Wirfeln  ©Q; ={1,...,6}
2 x Wiirfeln Q= {(1,1),(1,2),...,(6,6)}

n x Wirfeln =, = Q7

Fn =P(,) da €, immer endlich
A={(1,1),(1,2),...,(1,6)} = {"1 im ersten Wurf”} C Q,
A€ P(Qy)

P(A) =7

Beispiel 4.2

Aufrufe einer Webseite pro Stunde

Q=N

A ={100,101,...,10.000} = {"zwischen 100 und 10.000 Aufrufe”} C
A e o(N)

P(A) =7

Beispiel 4.3 (Boule/Boccia)
1 Wurf O =R?

2 Wiirfe  Qy = R? x R?

n Wiirfe  Q, = [] R?

=1
F. = (B)"
A= {(z,y)|z* + y* < r?} = {1. Wurf nicht mehr als 7 cm von (0,0) entfernt} C

44
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A e B2
P(A) =?

Definition 4.1 (Wahrscheinlichkeitsmaf3, Wahrscheinlichkeit)

Sei (2, F) ein Mefraum und P : F — [0, 1] ein MaB auf (£2, F) mit P(Q2) = 1. Dann heifit
P Wahrscheinlichkeitsmaf und ordnet jedem Ereignis A € F die Wahrscheinlichkeit P(A)
zZu.

Definition 4.2 (Wahrscheinlichkeitsraum, Verteilung)
(Q, F,P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum. P heift auch Verteilung.

Definition 4.3 (P-fast sicher)

P-fast iiberall & P-fast sicher

Satz 4.4 (Elementare Rechenregeln)
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, A,, € F, n € N. Dann gilt

i) P(A) =1—P(A)
ii) Ac B=P(A) <P(B)
iii) Siebformel:

P(Ua)-Senn x #(Aa)
=1 i=1 1<51<...<j:<n k=1
iv) IP( 0 An) < 3 P(4,)
n=1 n=1

v) Stetigkeit von unten: A, T A= P(A4,) T P(A)

vi) Stetigkeit von oben: A, | A= P(4,) | P(A)

Beweis.

i) ii) iv) < Satz 2.23

v) vi) <= Satz 2.24

iii) HA. ]

4.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsmaifle

Definition 4.5 (diskreter W’keitsraum)

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Gibt es eine abzdhlbare (endlich oder unendlich)
Menge T" € F mit P(T) = 1, so heifit (Q, F,P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, P
diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl und 7" ein abzihlbarer Tréager von P.

Bemerkung. € selbst mufl nicht abzéhlbar sein, ist es dies jedoch, so T" = (2.
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Satz 4.6
Ist (€2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit Tréger T, so ist die Funktion

f:Q — [0,1]

P({w}) firweT
w = Jlw)= { 0 sonst

eine Dichte von IP beziiglich des Zdéhlmafles uz, also P = f ® puz. Insbesondere gilt

P(A) = /A fduz= Y flw) vAerF. (4.1)

weANT

Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion f der obigen Gestalt genau ein diskretes Wahrschein-
lichkeitsmafl P auf (€2, F), so dafl (4.1) gilt.

Definition 4.7 (Z&dhldichte)
f aus Satz 4.6 heifit Zahldichte.

Beweis.
Zunéchst zu zeigen:

/gduz = gw); ge M?
A

w€eA

Der Triger {w € Q|g(w) > 0} ist abzéhlbar!
Zunichst einfach: g = Ip

/gduZ:/[Bd,uz:/IA-IBduZ:/IAdepZ:,uZ(AmB):]AHB]:Zg(w)
A A

weEA _
=Ip!

etwas schwieriger: g = > ¢;Ip, € T*

=1
/gduz = / > eidp, dpg E Ci/IBi dpz = Y Ip(w)
A A =1 Yy i=1 weA

= ZZCilEi(w) = Zg(w)

w€eA i=1 w€eA

n

ganz schwierig: g € M (Tréger immer noch abzihlbar)
mit Lemma 3.6 existiert eine Folge von Treppenfunktionen (g, )ney € TF mit g, T ¢

/gdﬂz _ / lim n d[LZ monotone;{onvergenz lim n d,uZ
A A

n—oo n—oo A

= Jim 37 ga(0) "= 3 g(w)

wEA w€eA
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f hat per Definition abzdhlbaren Triger und damit

/fduZ—Zf VA e F.

weA

Desweiteren

P(A) = BANT) "™ 2 50 p((wh) "2 S ) = [ s S (0 ) (4

weANT wEA A

& f ist Dichte bzgl. uz und (f ® pz) = P ist Mafl mit der Dichte f bzgl. uz.
Umgekehrt: Ist eine Zahldichte f gegeben, so definieren wir P = f ® uz und per Definition

P(A) = (fOuz)(A /fdﬂz—Zf

]

Bemerkung. Jedes diskrete Wahrscheinlichkeitsmafl P hat genau eine Zahldichte f beziig-
lich pz. Dies folgt aus Satz 3.31.

Beispiel 4.4 (diskrete Gleichverteilung)
Q={1,...,n} endlich.

1
Zahldichte f(w) := @ Yw € Q

P(A) = /deS““GZf 21_n ‘%}VAGP(Q)

weA wEA
U=P

Beispiel 4.5 (Bernoulli-Verteilung)
Q = {"Kopf”,"Zahl”} Q = {"defekt”,"OK”} endlich
—_——

w1 w2

Zihldichte f(w) = { . b ) Z - Zl
- — W2

p € [0, 1] "Erfolgswahrscheinlichkeit” Parameter
( ) ffdﬂZ = Z f( ) VA € P(Q) = {{wl}v{w2}vﬁv®}

w€eA
B(1l,p):=P

Beispiel 4.6 (Binomial-Verteilung)
2 =1{0,1,2,...,n} endlich

Zihldichte f(z) = (”) "1—p)" T zeQ

/}m@—mA() P p VA€ F=P@)
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PQ) =) (Z)px(l —p)"" = Zn: (Z)P“(l —p) R (1))t =1 =1 Y

e =0
Achtung: n und p sind Parameter dieser Verteilung.

B(n,p) =P
Beispiel 4.7 (Poisson-Verteilung)
Q=N

Zahldichte f(z) =

A Parameter

PA) = [ Fdnz =3 fo) T e

Ae A

Vo e Q
7!

xEA TxEA
Ae™A Ae=A 1 <=\ 1 2\
P = Y - ey oy S
=19 =0 =0 ? =
x=0
P(\) =P

4.3 Stetige Verteilungen
Jetzt: P: B — [0, 1]

Definition 4.8 (Verteilungsfunktion)
Ist P: B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, so heifit

F]p R — [0,1]
r — Fp(x) :=P(] — oo, z))

die Verteilungsfunktion von P.

Satz 4.9 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion)
Eine Verteilungsfunktion Fp ist

i) monoton wachsend
ii) rechtsstetig
iii) lim Fp(x) =0; lim Fp(z) =1

Beweis.

i) a < b= Fp(b) — Fp(a) = P(Ja,b]) > 0

i) z, | r= ‘
lim Fp(z,) = lim P(] — 00, z,]) "= P(] — 00, 2]) = Fo(z)

n—oo n—oo
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i) 2, | —o0 =
. . Satz 2.24
lim Fp(x,) = lim P(] —oo,2,]) " =" P®) =0

n—oo

Tp 1T 00 =
lim Fp(z,) = lim P(] — oo, z,))

n—oo n—oo

Satz 2.24

P(] — o0, 00[) =P(R) =1

Definition 4.10 (Verteilungsfunktion)
Jede monoton wachsende, rechtsstetige Funktion

F:R—1[0,1] mit

lim F(z) =0 und lim F(z)=1

r——00 T—00

heifit Verteilungsfunktion.

Satz 4.11 (Korrespondenzsatz)

Fiir jede Verteilungsfunktion F' ist p := Ap(Ja,b]) = F(b) — F(a) (siche Satz 2.28) ein
Wahrscheinlichkeitsmafl mit F, = F'. Umgekehrt ist fiir jedes reelle Wahrscheinlichkeitsmaf
P die Funktion G := Fp eine Verteilungsfunktion und A\g = P.

Bemerkung. A\p(R) = lim Ap(] —oo,n]) = lim F(n) =1
= A ist Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beweis.

"=". F Verteilungsfunktion, = Ap
F,(z) = lim p(] —n,z]) = lim (F(z) — F(—n)) = F(z) VzxeR
n—oo n—oo T
<" P Wkeitsmall, G = Fp
Aa(Ja,b]) = G(b) — G(a)
= P(] — 00,8]) — P(] — o0, a])
=P(Ja,b]) V Ja,bl,a<beR
T-System E;;euger von B

= A¢ und P stimmen auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger von B iiberein

S 2.25
TP = g

O

Bemerkung. Wahrscheinlichkeitsmafie auf R sind durch Verteilungsfunktionen vollstédndig
definiert.
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Lemma 4.12
Sei P: B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine Verteilungsfunktion. Dann gilt

P({z}) = Fp(z) — Fp(xz™) VzeR
mit Fp(z~) =lim F'(t) Vz € R (linksseitiger Grenzwert)

Beweis.

= Fp(x) — Fp(z™) -

Korollar 4.13
Sei P : B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine Verteilungsfunktion. Dann sind
dquivalent

i) Fp ist stetig

ii) P({z})=0 VzeR

4.4 Dichten
Sei it = (f ® A) ein MaB mit der Dichte f beziiglich des Lebesgue-Mafles A, also
w(A) —/fd)\ VA € B.
A

Satz 4.14
Sei f: R — [0,00[ und P = f ® A. Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl genau dann,

wenn f auf R integrierbar ist und / fdx=1.

Beweis.
IP’([a,b]):/ Fdr € 0,1]Va,b
[a,b]
Insbesondere / fdx=1 ]
R

Bemerkung. Wenn f Riemann-integrierbar ist gilt:

[ #ayin =1 wnd Fow) =) - o0.0l) = [ )y
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Bemerkung. Ist g : R — R stetig und f = g- Ij, 4, so heifit f stetige Dichte, Fp ist auf ganz
R stetig. P heifit stetige Verteilung.

Beispiel 4.8 (Stetige Gleichverteilung)
Q=R, F=B,a<beR
1

f(w) ]ab[( w) YweN
b[NA
/fdA——/I]amdA— MaIOA _ 3 4oy
—a
r<a
r—a : :
F(x) = 2 a <z <b Verteilungsfunktion
—a
1 x>0b
Ula,b) =T

Beispiel 4.9 (Normalverteilung)
Q=R, F=DB, g,o €eR, 0 >0
f(z) = % © (x ; ,u> Dichte der Normalverteilung
1 x? , .
o(z) = N exp <—?) Dichte der Standardnormalverteilung (= 0,0 = 1)

IP(A):/Afd)\ VA€eB

xT

P(] — o0, 2]) = / o(y)dy =: ()  Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

F(x) = / fly)dy  Verteilungsfunktion der Normalverteilung

ZZ<I>() 1

x 2
zunichst: /exp (—%) dx = /7
0

/GXP(—y2)dy = /GXP(—?JQ)dy/eXp(—t2)dt
0 0 0
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1 1
21+ a?
1 1 1 1/
—5/1+x2dx:—[arctan]0 :§<§—O
0
:>/exp(—y2)d :g
0

exp(—y?) symmetrisch um y=0
/ exp(—y?) dy
—00
weiterhin
00

N(p,0%) =P

Beispiel 4.10 (Anwendung der Normalverteilung)
Sei (R, B, N(10,4)) unser Wahrscheinlichkeitsraum und A

20.
Dann ist

b [ 1 /f dx_/f dx_/f

=0.99... = 0. 8413447 ~ 0. 1586550

Beispiel 4.11 (Exponentialverteilung)

QO=R, F=B

0 <0
flo) = {/\exp (—=A\x) >0

/fdA

=]12,20] das Ereignis 12 < w <

)
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T x

f 1
Fa)= [ fw)dy= [ Nex(-d)dy =2 [ exsp(-2g)dy = A= lexp(~Au)l
—00 —00 0
=1—exp(—Az) fir z > 0,0 sonst
— 1 fiirz — o0

Beispiel 4.12 (Gemischte Verteilungen)

Kann es auch Wahrscheinlichkeitsmafle geben, die einen diskreten und einen stetigen Teil
besitzen? Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, ). Seien 1 € R, 2o € R, ... 2 € R|
so daf gilt:

e Pist auf R\ {z1,...,z;} absolut stetig, also
P(B) = /f(x)dA(a:) VBeB mit z; ¢ B Vje{l,... k}
B

fiir eine Lebesgue-Dichte f .
e P({z;}) >0 Vjie{l,... k}

P besitzt also einen absolut stetigen und einen diskreten Teil; P wird nicht vom Lebesgue-
maf dominiert und besitzt somit keine Lebesgue-Dichte (vergeiche hierzu auch den Satz
von Radon-Nikodym 3.31).

Konnen wir ein Mafl © wahlen, so dafl P = f* ©® pu ein Mafl mit Dichte f* beziiglich p ist?
Wiéhle

o= AN+ Gy o+ O

Klar: p ist ein o-endliches Maf3!
Wir zeigen nun

P<upu (4.2)

Sei dazu B € B, so dass u(B) = 0. Also

N — ——
>0 >0 >0
und somit
AB) =0, 00 (B) = 0, 0,(B) =0, ..., 0,,(B) =0

= 5, dBYjell,... k)

SchlieBlich folgt daher

]P)(B) $]§B /Bf<l’) d)\(fL’) _ /f(I)IB(ZL') d)\(l‘) Bem. nach:Satz 3.15 0
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Also ist
P< A+ + oo +6,, = 1

und damit existiert mit dem Satz von Radon-Nikodym auch eine Dichte f* € M* von P
bzgl. 1. Es gilt

P(B) = /Bf(a:)d)\(x) VBeB mit z; ¢ B Vje{l,... k}

und
o = P({z;}) >0 je{l,....k}
Setze nun
() == f(z) Vo e R\{zy,..., 2}
und
[f(x) = aj falls v = x;, je{l,....k}
Dann ist

ff: R—=R, z— f*x)
die Dichte von P bzgl. p = A+ 6,, + ... + 0, , das heifit

P(B) = /Bf*(:zt)du(x) VBeB

Dank der einheitlichen Theorie, welche in den Kapiteln 2 und 3 erarbeitet wurde, konnen
wir alle erdenklichen Verteilungen behandeln. Léstige (und verwirrende) Fallunterschei-
dungen (stetig, diskret,...) sind damit nicht mehr nétig!



Kapitel 5

Zufallsvariablen

5.1 Zufallsvariable und deren Verteilung

Definition 5.1 (Zufallsvariable)
Ist (4, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€25, F3) ein MeBiraum, so heifit eine F-F>

meBbare Abbildung

X Ql — QQ
Zufallsvariable (ZV). Ist Qy = R, so heifit X reelle Zufallsvariable, Q2 = R numerische
Zufallsvariable, (25 = R™ n-dimensionale reelle Zufallsvariable.

Bemerkung. Das Bildmafl Px von P unter X

Py(A) =P(X Y (A)) €[0,1] VAEF

ist wieder ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Definition 5.2 (Verteilung einer Zufallsvariablen)
Ist (24, F7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (s, F3) ein Mefiraum und X : Q; — Qy
eine Zufallsvariable, so heifit das Bildmafl Py von PP unter X Verteilung von X.

Bemerkung. zur Schreibweise:
Px(4) = P(X(4))
P{w € Q| X (w) € A})
P(X € 4)
(
(
(X

Px({c}) = P(X'({c}))
— B({we X (W) =)
= P(X =c¢) <> < > genauso.

Ist Px = N(u,0?), so schreiben wir auch
X ~ N(p,0?).

95
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Ist Px diskret/stetig, so heifit auch X diskret/stetig.

Satz 5.3

Sei X : 2 — R" eine n-dimensionale reelle Zufallsvariable und f : R™ — R eine meflbare
Funktion, so dafl f o X : 2 — R integrierbar ist. Dann gilt

/deP’X:/fonIP.

Beweis.
Ist f=14,A€B", soist

(FoX)w) = FX()
- nxw)={ 5 B
_1( (w):

= Ix-1a

{ l we X HA)={weQX(w) e A}
——

0 sonst

:>/fdPX = /]AdPX

= Px(A)
P(X~'(A))

= /IXl(A)dIP)
= /fon]P’

Fiir f € Tt folgt alles weitere aus der Linearitit und f € M iiber Grenzwertbildung. [J

5.2 Erwartungswert und Varianz

Definition 5.4 (Erwartungswert)
Ist X : Q2 — R eine quasi-integrierbare reelle ZV, so heifit

E(X) = /XdIP’: /deP’X(x)

der Erwartungswert von X.
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Bemerkung. Sei Px = fx ® p (d.h., fx : R — R ist die p-Dichte des BildmaBes von P
unter X) und g(x) = z (Identitét). Damit gilt:

E(X) = /XdIP’:/gonIP

e / gdPx = / gd(fx ©p) T / g+ fxdp
> afx(x) p = pz (diskret)

zeT
o

[ xfx(x)dz p= X (stetig)

Letzteres vorausgesetzt, dafy entweder T' abzéhlbarer Triager von fx (diskreter Fall) oder
fx Riemann-integrierbar (stetiger Fall) ist.

Bemerkung. Alle Eigenschaften des Lebesgue-Integrals iibertragen sich auf den Erwar-
tungswert, insbesondere

E(aX +b) =aE(X)+0b
X <Y =EX)<E(Y)

Definition 5.5 (Varianz einer ZV)
Ist X eine ZV mit E(|X]) < oo so heifit

V(X) = E((X — E(X))*) = E(X?) — E(X)
Varianz von X.
Bemerkung. Px = fx © A= V(X) = /(a: —E(X))? f(z) dx

Px = fx O pz = V(X) =) (v —E(X))* f(x)

zeT

Beispiel 5.1

V(X)=0 = {weQ|X(w)—E(X)|> 0} ist P-Nullmenge
= X =E(X) P-fast-sicher

Beispiel 5.2 (Bernoulli-Verteilung)
(Q = {"Kopt”, "Zahl”}, P(€,), B(1,p)) W’keitsraum
(Qy = {0,1},P(Q2)) Mefiraum

X: Ql — QQ
wr— X(w) = { (1) Z i ”IZ<3(?}I:1€’ (mefbar)
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Py(A) = B(1,p)(X 1(A)), dh. z.B.
Px({0}) = B(1,p)(X '({0})))
= B(1,p)({"Kopf”})

= fduz = f("Kopt”) =

"Kopf’

weiterhin:
Px = fx © pz mit fx: {0,1} —[0,1]
——

M nicht Q

fx(@) = p* (1 —p)'= € Qp, 0 sonst
(2, P(2), Px) ist Wkeitsraum.
Dann:
E(X) — / Xab= [apx) = [watfconn)) = [afo) duste)

= r-fx(x)=1-p+0-(1-p)=0p
:1:6{01}

V(X) = /(X—E(X))?dﬂD

= > 2 fx(w 2op 407 (1—p)—p*=p(1-p)

zeT

Beispiel 5.3 (Binomialverteilung)
(1= {0,...,n},P(), B(n, p))

(Q = 91,73(92))

X: Ql — QQ

wr— X(w) =w Identitét

E(X) = io x(

Index z=1 - n—1 1 —
X T 1 —p)*®
npy (x B} 1)19 (1-p)

Binomische Formel

= app+(1-p)"=np
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|
S
i
)
+
=
/N
3
8 |
—_
N———
g
8
B
3
—
8
—
S
3
—
[\

n—1
n—1 x n—1l—-x
= np 95( )pq ! +1)—(np)2

= nap(ln—1p+1)—(np)?=np(l—p)

Beispiel 5.4 (Gleichverteilung)
b

Beispiel 5.5 (Normalverteilung)
E(X) =p

V(X) =o?

Warum: etwas spéter

5.3 Funktionen von Zufallsvariablen

Satz 5.6 (Funktionen von Zufallsvariablen)

Sei X : Q0 — R” eine Zufallsvariable und g : R" — R™ mefbar. Dann ist go X :  — R™

ebenfalls eine Zufallsvariable.

Bewezs.

g o X ist als Komposition von mefibaren Funktionen F-B-mefibar Satz 2.17 und somit

Zufallsvariable.

Bemerkunyg. e aX +bist ZV
e X;+ Xyist ZV (wenn X = (X1, X5) ZV und ¢g(X) = X; + X))
o X, Xyist ZV, X;/X, genauso

]
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o X2ist ZV

nach Satz 2.18

Bemerkung. zur Schreibweise:

P,oo(4) = P((goX)"'(A))
— P({w e Ql(go X)(w) € A})
— P(g(X) € A)

Beispiel 5.6
P(X? < ¢) =P({w € Q|(X(w))? < c})

Bemerkung.

E(g(X)) = /(g o X)dP wenn go X quasi-integrierbar

= /gdPX

Zofog(x)fx (x) P diskret

- /g(x)fx(x) dr P stetig

—00

5.4 Momente und momenterzeugende Funktionen

Definition 5.7 (Momente)
Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und n € N, so da} X quasi-integrierbar ist. Dann

heifit

m(X) = E(|X|") n-tes absolutes Moment
m,(X) =E(X"™) n-tes Moment und
m?(X) =E((X —E(X))") n-tes zentriertes Moment von X

Bemerkung. E(X) heifit erstes Moment.

V(X) ist das zweite zentrierte Moment.

E(X - E(X)) =0 =m{(X)

Bemerkung. e mI(X) =m3z(X) — 3my(X)mo(X) + 2m3(X) ist die Schiefe von X.

X
ma(X) 5 Kurtosis oder Wolbung von X.

* =)

o mp <oo = mj<oo Vj<k (vglSatz3.23)
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Bemerkung.

X diskret
S md(X) = 3 (@ —ma)* f(x)

= S flo—mi(a))

X stetig

o0

S md(X) = / (& — ma(2))* f(z) dz

—0o0
o0

= /:ckf(x—ml(x))d:c

—00

Definition 5.8 (symmetrische Verteilung)
Sei P Verteilung auf (R, B).
P heifit symmetrisch uma € R & P(] —o00,a — z]) = P([a + z, o0])

Satz 5.9
Sei P eine um a symmetrische Verteilung auf (R, B); X ~ Px = P. Dann gilt

ngeL&&aPy¢/Qdmp_/g@ymxwy_/g@a—@dpﬂ@
i) m(X)=a
iii) my, ,(X)=0 VneN.

Beweis.

i) Px_a =P_(x_a) (da P symmetrisch)

SP(X—a)<t) = P(X<a+t)



5.4. MOMENTE UND MOMENTERZEUGENDE FUNKTIONEN

62

:,/gox(ﬁp:/gdpx = E(g(X))

ii)

iii)

/(X—a)kdIP) =

k ungsrade

Beispiel 5.7
X ~ N(p,0?) symmetrisch um p.
S my(X) = B(X) = p

Kreative 0
= E

Symmetrie

freve 0 %[/Xd]P)—l—/(?a—X)d]P’}

(X—a)de+/(2a—X—a)deP>]

:\\\

(X —a)kdP + / (—1)*(X —a)* dP}

N = N = DN =

Definition 5.10 (momenterzeugende Funktion)
Ist X eine reelle ZV und D := {s € R|E(exp (sX)) < 0o}, so heifit die Funktion

M:D — R

s = E(exp(sX))—/eXp (sx) dPx(z)

momenterzeugende Funktion.

Satz 5.11

Sei X eine ZV mit momenterzeugender Funktion M : D — R. Ist | — a,a[C D fiir ein

beliebiges a > 0, so gilt
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i) E(X") < oo

i) M(s) = fo SR (X

J"M (s
iii) 8"s< ) . =E(X")
Bemerkung. N
exp(x) = ) i—?
n=0
Beweis.

M momentenerzeugende Funktion

s E(exp(sX)) < oo Vs €| —a,a]

d.h. exp(sz) ist bzgl. Py integrierbar

0 k
= exp(|sz|) = Z ’81::" ist bzgl. Px integrierbar

Betrachte Folge von Partialsummen

) = 30 C s (5x)
gn(X) = exp(|s X))

|[fa(X)] < gn(X)

S im /fn dPx :/ lim f,dPx = /exp(sX) dPx existiert und

M(s) = E(exp(sX))

— B(lim /)
= JLIEOEf" :i%E s €] —a,a
n=0
Wegen der Darstellung
M(s) = iﬂ nf E(X") =0+ 2 E(X)+ 3 CE(X?) 4+ S ) CE(XY

ist dies eine Taylorreihe der Form
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M(s) = Z (s —a)" E(X") 0" M (s)

|
=1 n:

0" M(s)
ors

= E(X")

s=0

Beispiel 5.8 (Normalverteilung)

X ~ N(0,1)

oo

M(s) =

—0o0

o"s

S=a

[ ey (1)

1
2T

1 7 ( xz)d

= — ex Sr — — s

V2T P 2

1
\V 4T

1

OM (s) _ 52 B
0s |,y T (E) -0 ’
O*M (s) 9 s s
mol, e (3) e (3)]
=EX)=0
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g

Fy(y) =12 <y — M)
Fx(z) = ®(x)
< Y und 0 X + p haben dieselbe Verteilungsfunktion

< Y und 0 X + p haben gleiche Verteilung: Y = o X + u

= EY) = E(oX+pu) =cEX)+p=pn
= E(Y?) = E((cX + p)?)

= ]E( 2X% 420X i+ p?)

= o+ 4P
= V(Y) = EY?) - E(Y)

EY
_ _2
_g—|-lu Iu_



Kapitel 6

Bedingte Wahrscheinlichkeit und
Unabhéingigkeit

6.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 6.1 (bedingte W’keit)
Ist (2, F,P) ein Wkeitsraum und P(B) > 0 fiir ein B € F, so heifit

P(-|B): F — [0,1]
P(AN B)
A P(A|B) = ————=
~ PBA|B)= 5
die bedingte W’keitverteilung bzw. bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Satz 6.2
P(-| B) ist W’keitsmaf.

Beweis.

M)

M2) B(-|B)>0

M3) Sei A;,i € N € F disjunkt
P <fjl A, B) L iP(AAB)

66
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o0 1 o0
P(A;| B = — P(A;,NB
LI 55y L PN
P ist W’keitsmafl 1 B
wi* (0o
= A; B
s® ((U+)s)
= IP’(UAi B)
i=1
Normiertheit P(Q|B) = P(B)/P(B) = 1.
O

Satz 6.3
Sei (2, F,P) ein Wkeitsraum und A, B € F sowie A, € F,n € N. Dann gilt

)

n—1
Ist P(ﬂ Ai) >0=

i1

P <,~ﬁl Ai) _P(A)) P(As| Ay) - ... P <An

Beweis.
vollstdandige Induktion

(IA)
n=2: P(A N As) = P(A))-P(As| Ar)
o P(Ay|A)) = % (Def. 6.1) +/
(Iv)

(nach Def. 6.1)

p (An )

g
VR
N
3
S
DX
=
N———
Il
=g
(\
IDs
=
N——

3
|

=
D
=

N

<
I

3
=
< ~
1D-
=
N———
I
=~
- \3 TN
I [ )
=
N——
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n+1
i=1 i=1

B p (A, ﬁA,-) P (ﬁ AZ»)
i=1

=1
—

(IS)

DL

n

ﬂAi> P(A)) - P(Ay|Ay) ... P (An

i=1

= P AnJrl

Na) v

i=1

Satz 6.4 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

Sei (Q, F,P) Wkeitsraum. Sei |J A; = Q eine disjunkte Zerlegung von Q mit P(4;) >
i=1

0 Vi e N. Dann gilt

P(A) = iIP’(A,-) P(A|4;) VA€ F.

Bewezs.
A=JANA
i=1

oo

— P(A) =P (iul (4N A)> _ fjl P(4; N A) = fjl P(4;) - P(A| A))

]

Satz 6.5 (Satz von Bayes)
Sei (€, F,P) Wkeitsraum mit | J A; = € einer disjunkten Zerlegung von € mit P(4;) >
=1

1=

0 VieNund B € F mit P(B) > 0. Dann gilt
P(B|A)P(A;)

o0

;P(Ai)P(B | Ai)

P(A;| B) =

Beweis.

P(B) = - P(A;) - B(B| A;) (totale Wkeit)

P4 B) = DB 'ﬁ(’gp("l") _ P(ﬁz ;B ) (Det. 6.1) 0
——

=S P(A))...
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Beispiel 6.1
Population von n Personen.
1
(Q=A{1,...,n},P(Q),U) Gleichverteilung U({w}) = —
n
K ={1,...,0.02 x n} Kranke
G ={0.02xn+1,...,n} Gesunde
P(K) = 0.02
P(G) =P(K)=1-0.02=0.98
P ... Test positiv, N ... Test negativ mit
P(P|K)=10.95
P(P|G)=0.1
P(P|K) - P(K)
P(K|P)= =16.2
(K] P) P(P|K)~P(K)+IP(P\G)~P(GZ %
—P(P)
P(G|P)=83.8%
Bemerkung. Die Definitionen iibertragen sich auf Zufallsvariablen, also z.B.
P(X >t, X >0)
PIX>t| X >0) =
( | ) P(X > 0)
. PHueQ]X(w) >t A X(w) > 0})
B P({w e Q| X(w) > 0})
Beispiel 6.2 (Gedichtnislosigkeit der Exponenentialverteilung)
X ~ Exp(\)
PX >t+s|X >t)=P(X > s)
denn: P(X >t)=1-P(X <t)=1—-Fx(t)=1—(1—exp(—At)) =exp(—At) Vt>0

= Vs, t >0
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P(X >t+s)
P(X > t)
exp(=A(t +5))
exp(—At)
exp(—At) - exp(—As)
exp(—At)
= exp(—As) =P(X > s)

PX >t+s|X>t) =

6.2 Unabhingigkeit

Definition 6.6 (Unabhéngigkeit von Ereignissen)
Ereignisse A; € F,i € I # (), eines W’keitsraumes (€2, F, P) heiflen stochastisch unabhéngig
(stu), wenn fiir jede endliche Teilmenge () # J C I gilt

P (ﬂ Aj> =[P«

jed jed

Bemerkung. Insbesondere P(AN B) =P(A) -P(B) fir A, B € F.
Satz 6.7

a) A, B stu, P(B) > 0= P(A| B) = P(A)

b) A, B stu= A, B stu.

Beweis.
o) PA|B) = D 0w HE O pa)
b)
P(A)-P(B) = P(ANDB)
& PA)-(1-PB) = P(ANB)
& P(A) —P(A)-P(B) = P(ANDB)
S PANB)+P(ANB)—-P(A)-P(B) = P(ANDB) | —P(AN B)
S P(ANB) = P(A)-P(B)
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Satz 6.8 (Borel-Cantelli-Lemma)
Sei (2, F,P) Wkeitsraum und A;,7 € N, eine Folge von Ereignissen mit A; € F.
Ist > P(A4;) < o0, so folgt

i=1

a) P(limsup 4;) =0
Sind die A; stu und Y P(A;) = oo, so folgt

i=1
b) P(limsup A;) =1

Beweis.

a) Sei B, := |J A;,n e N. B, | limsup A; und somit

i>n
P(limsup 4;) = lim P(B,) = lim P (U Ai> < lim ZP(Ai) =0
n—oo n—ee i>n T e
—_———

—0 fiir n—o0

b) 1 —x <exp(—z) VreR

Damit

ogp( A) v (1 -BA)

I
@]
¥
5
|
pac}
=
|
(@)

n=11i>n

;»P(W):P(Ej ﬂfli) < i]}»(ﬂfxi) =0

= P(limsup 4;) =1



Kapitel 7

Mehrdimensionale Verteilungen

7.1 Mehrdimensionale Verteilungen

Definition 7.1 (n-dimensionale ZV, Verteilungsfunktion)
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R" eine n-dimensionale reelle ZV,
X = (Xy,...,X,). Dann heifit die Funktion

Fy :R" —
r=(r1,...,2,) — PX <
= PX; <z, Xo<x9,...,X,, <z,)
= PH{we

die n-dimensionale Verteilungsfunktion von X.

Bemerkung. Es gilt
i) Fx(z) ist monoton wachsend in jeder Komponente von z.
i) Fx(z) ist rechtsstetig

iii) lim Fx(z)= O,hlim Fx(zx+h)=1
Tp——00 —00

fir alle k € {1,...,n}.

Satz 7.2
X, Y n-dimensionale ZV, X ~ Fx.,Y ~ Fy.

Fxy = Fy = Pxy =Py.

Beweis.
Satz 4.30 Meintrup and Schéffler (2005) O

72
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Bemerkung. Wahrscheinlichkeitsmafle auf R sind durch die zugehorigen n-dimensionalen
Verteilungsfunktionen vollstéandig definiert.

Bemerkung. (R*,B",P = f ® A") mit ZV X (w) =w € R"
= Px(a,b) - [ gy

by bn,
f Riemann-integrierbar, Fubini
= v | flay, o) dey deg . day
ai an

Satz 7.3
Sei X : Q — R™ eine n-dimensionale ZV und g : R® — R* B"-B*-mefibar (Baire-Funktion).
Dann ist

goX : Q=R we g(X(w))

eine k-dimensionale reelle ZV mit Verteilung
Pox)(A) = P(g(X) € A) = P({w € Q[ g(X(w)) € A})

Beweis.
Satz 2.17 (Mefibarkeit der Komposition) O

Definition 7.4 (Randverteilung)
Ist g : R" — R mit g(x) = z; fiir ein festes j € {1,...,n} (Projektion auf j-te Koordinate),
so gilt:

9(X) = X
Px,(A) = Px({zeR":z; € A}) =P(X; c A) fir Ac B

P, heiit Randverteilung oder marginale Verteilung von Xj;.
Bemerkung. Besitzt X die Dichte f, so hat X; die Dichte

fi:R — R
y /.../f(.rl,xg,...,a:j_l,y,xj+1,...,xn)du(xn)...dy(xj+1)d1/(xj_1)...dy(ml)

mit v = A\ oder v = uy

f; heifit Randdichte von Xj.

7.2 Transformationssatz fiir Dichten

Satz 7.5
oF
Sei X : Q — R ZV mit stetiger Verteilungsfunktion F'y und Dichte fx(z) = g(x) be-
x

ziiglich des Lebesgue-Mafles A\. Weiterhin sei g : R — R bijektiv und stetig differenzierbar,
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ag—(gc)7«é0mith:g_1.
Ox
= go X hat Dichte  fox(y) = fx(h(y)) - ’ag—;y)‘ beziiglich \.
Beweis.
Fallunterscheidung:

Oh(y)

(A) h monoton wachsend: oy 0

(B) h monoton fallend: only) <0

dy
(A)
Foox(y) = Plgo X <y)
= P(X<g'(y) (h=g ' monoton wachsend)
= P(X < h(y)) = Fx(h(y))
froxty) = 22250 OECMOD _ g i) 2510
>0
(B)
Foox(y) = PlgoX <y)
= P(X>g'y) (h=g " monoton fallend)
= B(X2h(y)
EN P> ()
= 1-Fx(h(y))
= fpoxty) = 2 o gy - 250
——

zusammen (A) und (B):

Frxlo) = £t | 52
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Beispiel 7.1
X ~ Exp(\) Gesucht: Verteilung von X?

hy)=9"'(y) =y (da fx(xz) =0 fiir £ < 0 keine Fallunterscheidung néotig)

Ohly) _ 1
dy 2y
fraly) = mm-%
_ Aexp<_w>.%. 0.l (+/5)

Fra(r) = / Frxy) dy

Satz 7.6 (Trafo fiir injektive g)
Sei X : @ — R mit Verteilungsfunktion F'x und stetiger Dichte fx sowie g : R — R

eine Baire-Funktion. Sei R D [ = |J [, eine disjunktive Vereinigung offener Intervalle
meM
(I, =|am, by[) derart, dal gilt:

a) Fx ist stetig differenzierbar auf I:

an(m)
ox

fx(z) =

b) P(Xel)=1

c) Sei gm =9l1,,;  gm : Lm — R die Einschrinkung von g auf I, mit

1) g ist stetig differenzierbar und bijektiv

) 2o 4o

Dann gilt: g o X hat die Dichte

ngX (y) = Z Um(y>

Ohun (y)
wobei vy, (y) = Fx(hn(y)) - ‘ dy ‘ y € g(Im)
sonst

-1
m

und h,, =g
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Bewezs.

Sei Vi (y) :=P(X € I,,,, go X < y) die gemeinsame Verteilungsfunktion der Indikatorfunk-
tion I7,, o X und der Komposition g o X.

Zu zeigen:
V. ist Stammfunktion von v,, < v, ist Dichte von V,,
Fallunterscheidung:
Ohp ()

A) —~ I =
(A) pe >0 Va € L, =]am,bn|

(B) ahgf) <0 Va € I =|am, bl
(A)
Vin (1) Play, < X <bp, gnoX <vy)
= Plam < X < bp, X < hn(y))
= Play < X < ho(y) weil hon(t) € Ly = hon(t) < b
= Fx(hm(y)) — Fx(am)
Vinly) hon(y)
oy fx(hm(y)) o = Um(Y)

(B) analog, zusammen folgt Form von v,,(y)
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Bleibt zu zeigen: fyox ist Dichte von Fjox

/y foox (t)dt =

Linearitét

1= I;m,R=IUT
m

Beispiel 7.2
X ~ N(0,1). Gesucht: fy

g(x) = a?
Il :] — O0,0[
IZ :]0700[

g =9gln = hy) =—/y
92 =gl = ha(y) = /Y

— —1.2
' dy ‘ o

27y

Fallunterscheidung;:

Y P(X €I, goX <y)

meM

P(X€l,goX<y)+P(X¢1 goX<y)

=0 nach Voraussetzung

P(X el ,goX <y)
]P(QOXSy):FQOX(y)
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y<0: fx2(y) =0
1 1
>0: = - —_ — -
y heli) = IWD) g5t VD g
va(y) vily)
7 (mer (8 gm e ()
= — exp | —= exp | —=
27 \var " P\T2) T e TP
1 1 Y
- g B ()
2m 2\/y 2
7o (-5)
= exp|—2
2y P 2
= Dichte der y*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.
Satz 7.7 (Verallgemeinerungen auf den n-dimensionalen Fall)
Sei X : Q — R™ ZV mit Dichte fx bzgl. \".
Sei g : R® — R"™ Baire-Funktion.
Ferner sei G,,, € B", m € M derart, dafl
i) ]P’(Xe U Gm> =1
meM
i) gm = glg,, bijektiv und stetig differenzierbar.
. Ohn(y) )
Sei Hy,(y) = | =—=—~*~—) und h,, =g,
g \(33/183/2 - Oyn ). ’
=:J Jacobi—h?[ratrix von hm
Dann gilt
foox(W) =D vm(y)
meM
mit v, () = { Fx(hmn(y)) - |det (Hm(y)] falls hn(y) € G
0 sonst
Beweis.
geschenkt. 0

Beispiel 7.3

Sei X = (X1, X») eine zwei-dimensionale ZV mit Dichte fx bzgl. A2, Gesucht ist fx, yx,-

g(xl,xg) = (Xl + XQ,XQ) € RQ
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= ¢ bijektiv und damit

hMy) = g 'y, y) = (1 — ¥2, 2)
gOX = <X1+X2,X2)
——

=Y

ag—l Oyi1—y2 Oy1—y2
det H = det< o ) =det| fn G

0y1 By2
1 -1
—det(0 1)-1

fyixo (s 22) = fx(yn — @2, 22) - 1

Trafo
=

fr(y) Randdichte / fyix,(y, ®2) dzy  (Bemerkung zu Definition 7.4)

n=yr / fx(y — x9,x9) dzy  "Faltungsformel”
Falls X; und X5 stu:

fx(z1,29) = fx,(x1) - fx,(x2) (kommt noch!)
und damit

fr(y) = / Py = ) - F () ds

Beispiel 7.4
Xl ~ N(O, 1), Xg ~ N(O, 1) stu.

Yi=— Yo =X
1 X, 2 1

_(*2
9(%@2) = (xla%)

g (v, v2) = (va, y1 v2)

0 1
det J = det = —
¢ e(y2 y1> b2

stu

fY17Y2(y1;y2) = le (y2> ' fX2 (yl y2) ' |det J|

1 1
= |=9o -5 e (—5 (v3 + (1 y2)2))

1 1
=yl 5 exp (—5 (y3 - (1+yf))>
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Randverteilung von Y7:

(e}

fri(y1) = / Ty ve (Y1, y2) dyo

Symmetrie
e /— exp (——yz(l +y1)) -2 dy

17 1
= — - [ exp (—— Y5 (1+ y?)) <Yz dys
s 2
0
Stammfkt. bilden 1 1 2 2 —1 o
= —. _Z 1 R
- {exp< 5 3 ( +y1)) T+ 0
1 oo
= 17 [exp (——y2 1+y1)>}
T y2=0
1 1
= — - 5 = Cauchy-Verteilung
™ 14wy

Augustin Louis Cauchy (21. August 1789 bis 23. Mai 1857) war ein franzosischer
Mathematiker. Jede Kurzfassung seines Lebenswerkes muf} scheitern, deshalb sei an dieser
Stelle auf

http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy

verwiesen.

7.3 Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

Definition 7.8

i) Eine Familie von Mengensystemen F; C F, i € I # (), heifit
stochastisch unabhéngig, wenn dies fiir jede Familie von Ereignissen A; € F;, i € I,
fiir alle ¢ € I gilt. Vgl. Definition 6.6

ii) Eine Familie von Zufallsvariablen X; : Q — €;, auf einem Wkeitsraum (€2, F, P) heifit
stochastisch unabhéngig, wenn dies fiir die Familie der von den Zufallsvariablen X;
erzeugten o-Algebra

gilt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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Bemerkung. .
_ tz 2. _
o(X;7H(F)) = X (F)CF
N—————
X; ist ZV, also F-F;-mef3bar

Bemerkung. Xi,...,X, sind reelle ZV auf (R, B,P). Dann gilt:

n

X1, Xpstu & PX,€By,...,X,€B,)=][[P(X;€B) VBB

i=1

denn o(X;) = X, *(B) C B und nach Definition 7.8 muf} obige Gleichung fiir alle moglichen

Ereignisse B; gelten.

Satz 7.9
Ist X = (X1,...,X,) reelle n-dimensionale ZV, so sind Xi,..., X, stu & Vece R"
gilt

P(X <¢) = P(Xi<cp,..., X, <)

bzw. Fx(c) = []Fx.(a)
Ist X diskret, so gilt: X;,..., X, stu & VeeTyxTyx...,xT, (T; Trager von X;)
gilt

P(Xi = a1,..., X, = 2,) = [[P(X; = 2)

Beweis.
X diskret

P(Xlgcl,...7Xn§Cn> = Z Z P(Xlle,...,Xn:In)

X1€Ty, 1< Xn€Tn,zn<cpn

= Z Z ﬁP(Xi:xi)

r1<cy rn<cn =1
= <Z P(X, :xl)) (Z P(Xn:xn))
z1<c1 zn<cn

= ]P)(Xl < Cl) ©e P(Xn < Cn)

X stetig: Weise die Unabhéngigkeit der Mengensysteme {w € Q| X;(w) < ¢, ¢ € R} nach
und nutze {] — oo, ¢]|c € R} als durchschnittsstabilen Erzeuger von B. Details Satz 5.9/5.10
Meintrup and Schiffler (2005). O
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Satz 7.10

Sind Xy, ..., X, reelle unabhéngige ZV mit Dichten fx,,..., fx, bzgl. A\, dann und genau
dann ist die gemeinsame Dichte von X = (X3,..., X,,) das Produkt der einzelnen Dichten,
d.h.

fx(@) = 1] fr(w)
i=1
ist Dichte bzgl. A\".

Beweis.
Sei F'x die Verteilungsfunktion von X. Dann folgt

Fx(C) = P(Xl SCl,...,XHSCn)

= ﬁP(Xi < ¢)
=1
= /fxl(ﬁl)dxl /fxg(@)d@“'/an(l’n)dIn

Fubini /"'/le(xl)"'an<In)dxn"'dx1

= /C fx(z)dx
oo

n-dimensionales Integral

Satz 7.11
Seien X; : 2 — R™ und X5 : Q — R™ zwei n;-dimensionale stochastisch unabhéngige
Zufallsvariablen (i = 1,2) und h; : R" — R™: Baire-Funktionen.

= lehloXlundYgzhgoXQS’cu.

Beweis.
Nach Voraussetzung gilt

o(X;) = X1 (B™) und o(X5) = X;1(B"™) stu.

z.7.
YN (B™) und Y, Y(B™) stu.
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VUB™) = (hio Xi)TH(B™)
= X7 mBm) )
————

i
C B™i da h Baire-Funktion

c X8

= weg.  X;U(B™), X;'(B™) stu,
auch Y, H(B™), Y, 1(B™)  stu.

Satz 7.12 (Erwartungswert des Produkts unabhingiger ZV)
Sind X1, ..., X,, unabhéngige integrierbare ZV, so folgt

E (ﬁ Xi> = ﬁE(Xi)

(Die Umkehrung folgt nicht!)

Beweis.
Betrachte n = 2

Sei fx = fx, - fx, (stu) und
Px = fx © (11 @ p2) = fx, - [y © (111 ® pio)
Betrachte g : R*> = Rz +— g(z) =z - 19
E(goX) = / gdPx
= /g d(fx ® (111 ® p2))
e g g dn @ )
R [ () frooz) din (1) da(n)

_ /x1 fx, (1) dp (1) /562 Ix, (22)dpa(22)
= E(Xy) - E(Xy)

Satz 7.13

Seien X1, ..., X, unabhéingige reelle ZV, deren momenterzeugende Funktionen My, . ..
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alle auf dem Intervall | — a, a| definiert sind.

Sei S, := > Xj, so ist auch

=1

Beweis.
Nach Satz 7.11 sind exp(s X3),...,exp(s X,,) als Komposition stochastisch unabhéngiger
ZV wieder stu und, nach Voraussetzung, auf | — a, a| integrierbar.

= exp <5 > XZ-) =exp(s X1) - ... exp(s X,) ist integrierbar
i=1

= M(s) = E(exp(s 5,)) ™ 2" [T, E(exp(s - X,)) = [Ti, Mi(s) O

7.4 Einige Ungleichungen

Satz 7.14 (Markow- und Tschebyschow-Ungleichungen)
Sei X : Q) — R eine reelle ZV. Dann gilt fiir jedes € > 0:

1
P(|X|>¢€) < E—n/\X”U{mze}d}P’

1 n
< SE(X]

Insbesondere (n = 1)
1
€

P(|X| >¢€) < -E(|X]|) (Markow-Ungleichung)

und fiir E(|X]) < oo

P(|X —E(X)| >¢) < E((X _;E(X))2) = VSQX) (Tschebyschow-Ungleichung).

Beweis.
Sei Y >0 ZV. Dann gilt fiir jedes a > 0:

a-Iiysay <Y - Iiy>y <Y

J monoton /a Miysay dP = a - /[{Yza} dP = o -P{Y > a}) < /Yf{Yza} dP

g/szmm

Q

U..

1 1
P(Y > a) < & / y P < LE(Y)
(8] (8}

{Y=a}
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Mit Y := | X|"* und o = €" folgt
P(X[" 2 €") = P(IX] 2 ¢) < Z E(X]")

Markov: Spezialfall fiir n =1
Tschebyschew: n =2 und X = X — E(X) ]

Andrei Andrejewitsch Markow (2./14. Juni 1856 bis 20. Juli 1922) in Rufland
geborener Mathematiker, 1885 verteidigte er seine Habilitationsschrift an der Universitat
Sankt Petersburg und wurde dort 1886 Professor an der Fakultédt fiir Mathematik und
Physik. Er berechnete 1913 die Buchstabensequenzen in russischer Literatur, um die Not-
wendigkeit der Unabhéngigkeit fiir das Gesetz der grofien Zahlen nachzuweisen. Aus diesem
Ansatz entwickelte sich der Markow-Prozess.
http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Andrejewitsch_Markow

Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (14. Mai/26. Mai 1821 bis 26. November/8.
Dezember 1894) entstammte einer russischen GroBgrundbesitzerfamilie und wurde 1850
Professor in Sankt Petersburg. Zahlreiche Beitridge zu Interpolation, Approximationstheo-
rie, Funktionentheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Zahlentheorie, Mechanik und Balli-
stik.

http://de.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Lwowitsch_Tschebyschow

Satz 7.15 (Jensen’sche Ungleichung)
Sei f : I — R eine konvexe Funktion auf einem Intervall I C R und X : Q — [ eine
integrierbare ZV. Dann gilt

FE(X)) <E(f(X))

Bewezs.

f:I—-Rkonvex & flaz+(1—-a)y)<af(zx)+(1—a)f(y)
Vae,yel, ae€0,]1]

= f(z)= iggv(rﬂ)

mit V = {v|v(z) =a+bxr < f(x) Vaz e I} die Menge aller linearen Funktionen
unterhalb f
Yvg€eV

E(/(X)) = Blsupo(X)) % B(w(X) = w(E(X)
= supE(f(X)) > sup vy (E(X))
—_———

vo€V

E(f(X) =z [fEX))

4


http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Andrejewitsch_Markow
http://de.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Lwowitsch_Tschebyschow
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Johan Ludwig William Valdemar Jensen (8. Mai 1859 bis 5. Mérz 1925) war
ein dénischer Mathematiker und leistete wichtige Beitrége bei der Erforschung der rie-
mannschen Vermutung. Er arbeitete bei der Bell Telephone Company und spéter der Ko-
penhagener Telephongesellschaft.
http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Ludwig_Jensen

Beispiel 7.5 o E(X?) > E(X)? mit f(z) = 22 konvex

o]P’(X>O):1:>]E<%>zﬁmitf(x):é

7.5 Der mehrdimensionale Erwartungswert und die
Kovarianzmatrix

Definition 7.16
Sei X : Q —R" X =(Xy,...,X,) eine n-dimensionale ZV, dann heif}t

E(X) := (E(Xy),...,E(X,))

der (n-dimensionale) Erwartungswert von X und

V(X) =E((X - E(X))(X —E(X))")

die Kovarianzmatrix von X.

Bemerkung.
XeR™ = XX e R

Bemerkung.

Cov(X,Y) = V((X,Y))i

heiit Kovarianz von X und Y.

Satz 7.17
Sei X : 2 — R" n-dimensionale ZV, A € R™*" und b € R™. Dann gilt

) E(AX +b) = AE(X) +b
i) V(AX +b) = AV(X) AT
iii) V(X) psd

Beweis.


http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Ludwig_Jensen
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i) Linearitét des E-Wertes

ii)

V(AX +b) = E(AX 4+b—E(AX +0)) (AX +b—-E(AX +0))")
= E((AX +b— AE(X) —b) (AX +b— AE(X)—b)")
= E((AX — AIE( N(AX — AEX)T)
= E<A( E(X)) (X —E(X))" A")
= (< ())(X E(X))") A"
= (X)

i) z.Z. 2" V(X)z >0 VzeR"HA

) Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)EY)
i) X, Y stu = Cov(X,Y)=0

V(i&-) = iV(Xz)Jr? > Cov(X;, X;)

1<i<j<n
n
X1,...,X, stu
= E V(XZ)
=1

Beweis.

Cov(X,Y) = E((X -E(X)) (Y —-E()))
E(XY) - E(Y)E(X) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
) — E(

= E(XY)—E(X)E(Y)

Satz 7.12

i) X,Ystu = E(XY) E(X)E(Y)
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iii)

V(ZX) - E (iu@—wm)z

i=1

= E (Z (Xi — E(X3)) (X; — E(Xj))>

i?j

— STE((X: - E(X) (X; - E(X))))

" Cov(X,,X;)
]
Definition 7.19 (Korrelationskoeffizient)
Seien X,Y ZV mit V(X) < oo, V(Y) < co. Dann heifit
Cov(X,Y
p(X.Y) = oY)
V(X)V(Y)
der Korrelationskoeffizient von X und Y.
Satz 7.20
p(X,Y)[ <1
Beweis.
|Cov(X,Y)| < E((X —E(X)) - (Y —E(Y))])
Holder-Ungleichung 1 1
< E(X - E(X))*)z - E((Y - E(Y))*)?
- V(X)? - V(Y): = V() - V(Y)
]

Satz 7.21 (Standardisierung)
Sei X = (Xi,...,X,) n-dimensionale ZV mit E(X) = p und V(X) = 3. Dann existiert
BeR™ mit Y=BYX-—pu) und EY)=0, sowie V()=E,.

Beweis.
Y ist psd (siehe HA) und damit existiert die Cholesky-Zerlegung

Y =BB" mit B € R"™™, B existiert.
Also
E(Y)=E(B~H(X —p)) = BTHEX) —p) =0,

V(Y)=B'V(X)B''=B'BB"B!''=E,B"B" ' =E,E, =E, O
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Bemerkung. Fiir n =1 gilt: (V(X) = o?)
X —
y=""" hat E¥)=0 und V()=1.




Kapitel 8

Einige spezielle Verteilungen und
deren Eigenschaften

8.1 Diskrete Verteilungen

Satz 8.1 (Erwartungswert und Varianz der B(n,p))
Seien Xi,..., X, stumit X; ~ B(1,p), i=1,..., n. Dann gilt fir X = ) X;

i=1

E(X) = n-p

V(X) = n-p-(1-p)
Beweis. .
E(X):E(gXi):;E(Xi):n p

Satz 8.2 (Zusammenhang zwischen B(1,p) und B(n,p))
Seien Xj, ..., X, stu mit X; ~ B(1,p). Dann gilt:

X = iXZ- ~ B(n,p).

i=1

Beweis . .
P(Xy=1,X,=1,.... X =1,Xps1=0,.... X, =0 Z[[P(X;=1) [] P(X;
=1 1=m-+1

90
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Da es (n) Méglichkeiten gibt, die 1/0 zu permutieren, folgt
m

P(Y Xi=m) = (:;) P (L—p)" "
= > X, ~ B(n,p) O

Korollar 8.3
X1 ~ B(ny,p), Xo ~ B(ng,p) stu. = X; + Xy ~ B(n; + ng, p) Summenstabilitit

Definition 8.4 (Hypergeometrische Verteilung)
Modell: Ziehen ohne Zuriicklegen
X ~H(n,K,N),

K\ (N-K
() k)

()
Satz 8.5 (Erwartungswert und Varianz von X ~ H(n,K,N))
X ~ H(n, K, N)

P(X = k) =

=
s
||
3
2=

K K N—n
X) = n-—(1=-21).
v = e (-8) (551)
Bemerkung. E(X) ist analog zu B(n,p), da % der Erfolgswahrscheinlichkeit p entspricht.

V(X) ist fiir n > 1 kleiner als die Varianz von B(n,p)
= ,,Endlichkeitskorrektur®

Beweis. .
Wir betrachten die einzelnen Ziehungen mit Y7,...,Y,, X = > Y, Y binér.
i=1

Betrachte gemeinsame Verteilung der Y; z.B. k =2, n =4,

PVi=1Y=0Y=0Y,=1)=5 %= 55 15

Wabhrscheinlichkeit ist fiir alle Varianten mit )Y, = k identisch.

. . Koo K—k41)(N=K)-«(N—K—(n—k)4+1) ¢ = -
P(}/l =11,... 7Yn = Zn) = ( N()J(V—l)n?(]\g—n-‘rl) ( )+1) fur J;l Zj = k’
= gemeinsame Verteilung von Y7, ... Y, ist vertauschbar,

dh. V(Y1,....Y,) = V(Yo - Yam)
= Alle Randverteilungen sind identisch
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Y~ B(1,%)
n n K
E) V) = Y EY;)=n N
=1 i=1
VO V) = D V) + Y 2-Cov(Y,Y))
i=1 i=1 i£4i<j
Es gilt

Cov(Y;,Y;) = Cov(¥i, Ya) = E(V;Ys) — E(V;) - E(Y)

(weil V1Yo =1 <= Y} =1 und Y5 = 1 und damit E(Y1Y5) =P(Y; =1,Yo = 1) = %%)

O]
Satz 8.6 (Zusammenhang zwischen B(n,p) und H(n, K, N))
Seien K, N, € N mit 0 < K, < N, Folgen (m € N) mit K,, — o0, N, — oo und
Ky,
p €[0,1],n € N fest. Dann gilt mit N P fir m — oo

m

lim P(H, =k)=P(B=4k) VkeN

fir H,, ~ H(n, K,,, N;y) und B ~ B(n, p).
Beweis.

Dichte

B = K) = bk Ko, ) = k™)

()

_ o Bk ((Nn—Km)=(n=R))!
|
(0 Kn K,—1 K,—(k—1)
- \k/ Nn, N,—-1 N,,—(k—1)
—Pp —Pp —D
(Npw — Kn) Npp—=Kp—1  Np— Koy —(n—k—1)
Nu—k  Ny—k-—1 Ny —(n—1)

-~ -~

—1—p —1-p —1-p
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e (Z) P (1= )" = b(k,n,p) = P(B = k) a

Satz 8.7 (Zusammenhang zwischen B(n,p) und P()\))
Sei p, € [0,1],n € N, eine Folge und A, =n-p, — A > 0 fiir n — oco. Dann gilt
M&mm)—»é”y Vk € N.

Beweis.

n

b(k,n,pn) = (k>1ﬁ(1-—p5W‘k

— A_Z(l_ﬁ)"n(n—n...(n_kJrl) (1_&>_k

k! n nk n
P Ao\ rn=ln=2  nok+l
i (%) ey
e (e (L
- k! ¢ Ao\ F
- (1) )
— 1 da %AT”*)O
)\k
= %l - f(k) = Dichte der Poissonverteilung mit Parameter .

]

Definition 8.8 (Geometrische Verteilung)
Die diskrete Verteilung mit Parameter p € [0, 1] und Dichte

PX=2)=(1-p)*'p z€N

heiflit geometrische Verteilung, kurz X ~ G(p), und beschreibt die Wahrscheinlichkeit der
Anzahl von Versuchen bis zum ersten Erfolg.

Satz 8.9 (Eigenschaften der Geometrischen Verteilung)
X ~G(p)

(a) E(X) =1 und V(X) = =2

(b) Gedéachtnislosigkeit P(X = x + x¢| X > zy) = P(X = x)
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Definition 8.10 (INegative Binomialverteilung)
Die diskrete Verteilung mit Parametern p € [0, 1] und n € N sowie der Dichte

-1
P(X =2)= (i_l)pn(l—p)x_" firzx e N,z >n

heiit negative Binomialverteilung, kurz X ~ B~(n, p).

Bemerkung. X beschreibt die Anzahl von Versuchen, die zur Erreichung von n Erfolgen
notwendig sind, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg gleich p ist. Die Dichte kann
folgendermafen hergeleitet werden. Sei Y die Anzahl von Erfolgen bei x — 1 Versuchen;
Y ~ B(xz—1,p). Die Wahrscheinlichkeit, n — 1 Erfolge bei 2 — 1 Versuchen erzielt zu haben
ist

-1
PY=n—-1) = blz—1,n—1,p) = (x )p"_l(l _ pyrime)

n—1

= (00))ras e

Die Wahrscheinlichkeit, im xten Versuch einen Erfolg und damit insgesamt n Erfolge zu
erzielen ist p, also

P(X =2)=P(Y =n—1)p= (:"'

n—1

)p"(l -p)"

Satz 8.11 (Zusammenhang zwischen G(p) und B~!(n,p))
Seien X7, ..., X, stu mit X; ~ G(p),i =1,...,n. Dann gilt

X = ZX ~ B~} (n,p)

=1

Korollar 8.12
X ~ B Yn,p) = E(X) = >

X=>X; X;~G(p) stu
i=1

E(X) =n E(X;) =2 und V(X) = “02
Negative Binomialverteilung ist nicht gedéchtnislos.

Bewezs.
Zunéachst n = 2.

fxixa(wn, @) = 1=p)t-p-(1=p)="t-p



8.1. DISKRETE VERTEILUNGEN 95

P(X; + Xy =x) = P{we Q] Xi(w) + Xo(w) = 2})

— P(U{wGQ\Xl(w)=$1/\X2(w):$_5C1}>

z1EN

- Y P{weQ|Xi(w) =11 A Xo(w) =2 — 21}

r1EN

= ZP(Xlle,XQIJI—LUI)

1N

alles diskret . .
= E fxy.x, (21,2 —x1) “Faltung” im diskreten Fall
xr1EN

= fo1<l'1)'fx2(l'—l'1)
z1EN

z—1

r—x1)=0 fir z<z
sz( 1): =71 Z (1 . p)$1—1p2 (1 o p)z—m—l

r1=1

z—1
_ p2 Z (1 . p)xl—l—l—(:c—m—l)

r1=1

= P’ i (1-p)*?

r1=1

= prle=1)-(1-p)"

n=2 xr — 1 _

= "1 — p)Fn
(n B 1) p"(1—p)

= Dichte der B~1(2,p)

Rest: VI ]

Definition 8.13 (Multinomialverteilung)
k
Sein € Nund py,...,pp € [0,1] mit > p; = 1. Sei Y = (Yi,...,Y}) eine k-dimensionale

7=1

diskrete ZV mit Dichte

frly) = PY;=y; Vi=1,....k)

Y1 Yk
——p{'-epF falls >y, =n
— yl'yk' 1 k Z]l]
0 sonst.
Dann heif3t die zugehorige Verteilung Multinomialverteilung mit Parametern n und py, ..., px :

Y ~ M(n,pi,...,pk).
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Bemerkung. Es langt, py,...,pr_1 anzugeben, denn
k-1
pe=1-— ij-
j=1
Satz 8.14 (Eigenschaften der Multinomialverteilung)

i) E(Y)=n(p1,...,px)

D1 (1 - p1) —P1D2 s —P1 Pk
—p1p p2(l—p2) - —p2p
iit) V(Y) =n 1p2 (1= p) 2o
—P1 Pk —popr o P (1 —pg)
Beweis.
i)
PYi=y) =  PYi=y > Y=n—y)
i
M(n,p;,1—p;) n! y s
= Pl (1 —p)
yi! (n - ?Ji)!

=Y, ~ B(n,p;)
i)
E(Y) = (EM1), E(Ya), ..., E(Y2))

YiNB:(n’pi) n(pla S 7sz)

iii) Y; ~ B(n,p;)) = V) =np (1—p)
VY +Y;) = V(i) +V(Y)) +2Cov(Y;, Y))

= np; (1 —p;) +np; (1 —p;)+2Cov(Y;,Y;)

Es gilt: Y; +Y; ~ B(n,p; + p;), denn

<Y§,ijz = Z Yk) ~ M(n,pi,p;, (1 — (pi + p;)))

ki,
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und die Randverteilung von Z ist Z ~ B(n,1 — (p; + pj)). Somit ist die Verteilung
von n —Z =Y; +Yj ~ B(n,pi + p;) und V(Y; +Yj) = n (p; +p;) (1 = (i +p;))-

Somit gilt (nach Cov auflosen):

VY +Y) —npi(1—p) +p; (1 —pj))

COV(}/;?}/J) = 2
_ npitp) (L= (pi+p)) —n(p:i(1—pi) +p; (1 —p5)))
2
n
= 5 (= (pitp;)) +p; (L= (i +p5)) = pi (1= pi) —p; (1 = py))
n
= 5 (L= (P +p5) =L+ pi) +p5 (1= (pi+p5) = 1+ 15)
n n
= §<_pipj —pipi) = 3 2pipj = —npiD;
[
8.2 Die univariate Normalverteilung
Bekannt: X ~ N(u,0%) = E(X)=pu, V(X)=o?
Satz 8.15 (Lineare Transformation)
X ~N(u,0®) = Y =aX+b~ N(au+b,a*c?) fiira,beR,a#0.
Beweis. ;
y=glz)=ar+b =g '(y) = y% bijektiv
9 ) _1
oy a
Trafo Yy — b 1
frly) = fx <—) m
2
1 1=t —yp
= exp [ —=
V2o |al Pl o
1 ( 1<y—(au+b))2>
= exp | —=
2mwo2a? 2 aoc
=Y ~ N(ap+b,a*c?) O

Korollar 8.16

X ~N(u,0?) = Y=
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Satz 8.17
X ~ N(u,0%) =
1-3:5-...-(r—=1)0" r=2k,keN
0 _ )
mp(X) = { 0 sonst
Beweis. S Saty 50
=k 4 1 DYmmermg hat o m(X) =0
Sei U ~ N(0,1). Dann gilt
aggf) —z () und
E(U") = /xr Lox. dz
") Lo 947( x)
PI r— oo r
2 [ (@))%, - [ e - e
= 0+(r—1) /SCT > p(x) dx
r-2)
= EU") = (r —1)E(U™?)
Wegen E(U) = 0 folgt E(U") = 0 Vr ungerade und wegen E(U?) = V(U) = 1 folgt
fiir r gerade, r = 2k,
EU") = (r—-1)EU?
= (2k - 1) EUEY)
= (2k—1)(2k —3)E(U**2) ...
= (2k—1)(2k—3)---(3) E(U?)
=1
= 1-3-5---(2k—1)
Wegen E((X —u)") =E((cU)") = 0" E(U") folgt
mA(X)=E(X —pu))=1-3-5---(2k—1) 0"
O]

Satz 8.18 (Additivitit der Normalverteilung)
Seien X; ~ N(uy,0%) und Xy ~ N(pg,03) stu

= X; + Xo ~ N(py + o, 07 + 03)
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Bewezs.
X1+ Xo — +
X1+ Xy~ N(ps + po, 07 +03) & 1 22 (N12 MQ)NN(();D
\/ o1+ 05
Weiterhin:
X+ X5 — X — X5 —
1+ Xo (M1+M2): 1— M1 2 — M2 ~ N(0,1)
Voi+ o2 VoZ+od \Jol+ o}
il XN2
E(X;) =E(Xy) =0
V(X = 0 A2
v ol +o03
N ‘7% 2
V(X)) = —2—=1- A
(X2) 02 + o3

Es reicht also zu zeigen:

X1~ N(0,2%) und Xo~ N (0,1 — \?) stu

= )21 + )22N N(O,l)

f§1+)?2 Faltung / f ( ) dr
B o 2=z 2 1 . 1 x? dx
- \/_27r>\2 L2 (i) P21 N
1 . < 1 2)
= X —— .
V2T PA2
1 1 1 ((z—x)? x? 9
/\/27r PRI M _5( Yo tioe )|
. A
B
(1—=XA)22=2(1—=M)zz+ (1 —=A) 22+ X222 — X2 (1 — \?) 22
A pu—
N (1)
2 =2(1 =Nz +[1-N) 2 (22— (1-X)2)°
B A2 (1—)\2) A2 (1=

(z) ist Dichte von N((1 — A?) 2, A% (1 — \?))

=>/
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Korollar 8.19
X1,..., X, stu, X; ~ N(u;,0?) fiir i =1,...,n. Dann gilt

i) 22X~ N, 22 07)
i)y =...=pp,08=...=02 = X—EZX- N 0—2
H1=...= HUn, 01 = ... =0y _n i H,

Korollar 8.20
X1 ~ N(ui,0%), Xo ~ N(ug,03) stu. =  aX; +0Xy+c~ N(ap + bus + ¢, a*c} + b*o3)

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung;:
Sind X und Y stu und X + Y normalverteilt, so sind auch X und Y normalverteilt.

8.3 Die k-dimensionale Normalverteilung

Definition 8.21 (k-dimensionale Normalverteilung)
Sei X : Q — RF. X = (X,..., Xj) heiit k-dimensional (multivariat) standardnormalverteilt,
wenn X eine stetige Verteilung mit Dichte

fx(z) = <¢%>k exp (—% Z:ﬁ) z=(z1,...,2;) € RF

besitzt: X ~ N (0, I).

Satz 8.22

XNNk(O,Ik) = Xl,...,XkStu,XiNN(O,l)Vizl,...,k}.

Bewezs.

Xq,..., Xpstu & fx(x) = fo(iﬂz)

Definition 8.23
Sei X ~ Ni(0,I;,) und A € RP* sowie u € RP. Dann heifit

Y=AX+u
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p-dimensional normalverteilt:

Y ~ Ny(p,X) mit X =AAT

Satz 8.24
Y N, ) = E(Y) = g
V(Y) =
Beweis.
Satz 7.17 O
Satz 8.25
Wenn A € R¥* invertierbar, dann hat Y ~ Ni(u, ¥) die Dichte fy : R¥ — R
1 (y—p)' 3" (y—u))
= exp | —
Fo) = s 0 ( :
mit ¥ = AAT.
Beweis.

Mit Satz 7.7 gilt fiir allgemeine Y = A X + p
fr(y) = fx (A7 (y — p)) - [det(A)[7" vgl. Ubung
Also wegen
fx(z) ! ¢ ( LT x)
=———exp|—==z
X 2 p 9

gilt

frly) = fx(A7 (y —p)) - [det(A)[

- % exp (—% (y—p) A ATy - u))

sd
und wegen A~1T AL = (AAT)_1 — > und 0 < det(X) = det (ATA) = det(A)? folgt

_ 1 oo (W= Xy — )
Fo) = s 0 ( : )

Satz 8.26
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a) Y ~Ni(1,Y) = Yi~ N(uiSa) Vi=1,....k
b) Y ~ Ni(11,2) & n'Y ~N(n"p,n"Sn) VneRF
L _( Zu X
c) (Y1,Y2) ~ Nao(p, ¥) mit p = (1, p2) und ¥ =
Yo Yoo
Yi,Yostu & Xp=2X3=0
Beweis.

a), b) Meintrup and Schéffler (2005) Seite 197ff
c) HA

8.4 Gamma- und Yy?>-Verteilung

Definition 8.27 (I'-Funktion)

['(z) = /tz_le_tdt

0

Satz 8.28 (Eigenschaften der I'-Funktion)

o I'(1) =

C T -

e I'lm+1)=m! meN

o [(E) =tb k3. 3.1 /7 falls k gerade.
Beweis.
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Definition 8.29
Eine ZV X mit stetiger Dichte

(i) = f ()" exp(=Aa) - T (0
Mit & > 0 und X > 0 heifit I-verteilt: X ~I'(k, \).
Satz 8.30
['(k=1,\) = Exp(\)

Beweis.
klar. O]
Satz 8.31

k k A\ N \
E<X):X’ V(X):F und Mx(s)—(/\_s) ir s < A
Bewezs.

My(s) =  Elexp(sX))

0o 3 .
= /m (Ax)"" exp(—Ax) exp(sx) dx
0

_ /ﬁxkl exp((=\ + 5) ) dz

= AP /ﬁ "1 exp(—(\ — s) x) dx

Kreative 1 AF A—s)" k—1
AL oo / ( F(k)) =" exp(— (A — s) z) dx

—~
Dichte I'(k,A—s) =1

)\k:

T (s

0s s—0

k- \F k
= ST =5 =E®)

32MX(5) k k—2
_ = k(k+D N (\—

| = RN O
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k(k+1) kK k
Zusammen: V(X) = E(X?) — E(X)* = — w2 O
Bemerkung.
i 1 [ab 1
d = . __ d
/fx(x) x O / s exp( 23:) x
0 0
1 71 (x>§—1 ( x) 4
= = (= exp|—=) dx
r& ) 2\2 P
0
G ]ot (—t)dt =1
g . 2 eXp —_ —=
O
r(%)
Definition 8.32
Eine ZV X mit stetiger Dichte
Feos) = = (B} ot Lo - T (@)
T k) = — | x2 exp| —=2 | Lo (T
ETTE 2 Pl e
heifit y*-verteilt mit k& Freiheitsgraden: X ~ x3.
Bemerkung.
E 1
I'(=,=]=x?
Satz 8.33
1 3
E(X)=Fk, V(X) =2k, MX(S):(l 5 ) s <3
—2s
Beweis.
Satz 8.31 mit k = g und A = % ]

Satz 8.34
Xi, ..., X, stumit X; ~ N(0,1). Dann

Y = in ~ Xi-
i=1

Beweis.
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i=1
Aber
E (exp(sX7})) = / ! exp 1 2? ) - exp(sx?) dx
‘ V2T 2
o1 | ,
= ex ——+s | x| dr
[ e () )
o1 1
= exp [ —= (1 —2s)2? | dx
[ G oo (m50-207)
Kreative 1 1 V 1—2s 1 9
= exp | —=(1—2s)z” | do
V1—2s V2T 2
=1, da der Integrand die ];ighte von N(0,(1—2s)~1) ist.
B 1
v1—2s
Zusammen:

My(s) = ]]E(exp(s X7))

=1

0[3

n
[ :
, 1—-2s 1-—2s
i=1
Momentengenerierende Fkt.
von x2 nach Satz 8.33



8.5. T- UND F-VERTEILUNG 106

8.5 t- und F-Verteilung

Satz 8.35
Sei U ~ x2, und V ~ x2 stu. Dann hat die Zufallsvariable

~U/m
X—m

eine stetige Verteilung mit Dichte

F(M) m\ % o
fx(zym,n) = % <—> e L(0,00) ()
TE)TE) M/ (14 () .2)™
Beweis. .
fov (u,v) = T U exp (_‘(Uv”’)) - T0,00) (1) - T(0,00) ()
(3) T (3) 272
g(”?“) = 1;//7;"\%
~— Y
h(z,y) = (xy%@
Zo0
0xdy Lmoq n
Trafo "
=
Fer(ey) o= T ! (Pay) ™y ex <_1(@x i ))
xy(T,y n Yy F(%)F(g) T Yy Yy p n yry
Ix(z) = /fX,Y(Ly) dy
0
_ 1 (T)Tg :CT72 70 'm+2n72 ex (—— <—.Z'+ 1> ) d
EEOIOER A N
—A
T 1
_ (m+n—2) (=
= A/y exp( 2( x+1>)dy
0
div. Umformungen r (m;—n) (m)? IWTQ
= TTE T \ o mr 1(0,00) ()
FE)TE) A/ (1pm.g)™

0 check
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Definition 8.36 (/-Verteilung)
Eine ZV X mit Dichte fx heifit F-verteilt mit Freiheitsgraden m und n: X ~ F,, .
Satz 8.37
X~ Fpp = EX) = ”2 fiir n > 2 und
n —
2n? (m+n—2)
V(X) = fir n > 4
X) = = Emo
Beweis. ) . ) .
R (U/m) stu (TP ~) = T)_ ~) = n
0-e ()2 () w0 E (D) - (@) e (l) - o
——
:ﬁ o.B.
Bemerkung.
1
’ X
Satz 8.38
Sei Z ~ N(0,1) und U ~ x?2 stu. Dann hat
A
X=_—2_
U/k
eine Verteilung mit Dichte
ey = L5 1 1
xX\T) = k [Z5)
I'(3) Vkr (1+2) 2
Beweis. X
11 [1\® ., 1 1,
yU) = —=— 5 2 -5 -3 I,
vt e e () 8 e (-10) e (-£) tmi
z
z,u) = (x,y) = U
o) = .y ( - )
= |J| =+/y/k und
/ fxy(z,y)dy = fx(z) wie oben angegeben. O

—0o0

Definition 8.39 (¢-Verteilung)
Eine ZV X mit Dichte fx heifit t-verteilt mit k Freiheitsgraden: X ~ ¢.
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Satz 8.40
a) E(X)=0
k
b) V(X) = ——
) V() =
Beweis.

a) Symmetrie in x

b) geschenkt.



Kapitel 9

Konvergenz und Wahrscheinlichkeit

9.1 Konvergenzarten

Beispiel 9.1
X;~B(1,3) i=1,2,... stu.

n:i&NBma
=1

Wie grof ist der Abstand %Yn —

N[
~

Z; # X; aber Z; und X; haben die gleiche Verteilung.

Definition 9.1 (Konvergenzarten)
Sei (Q, F,P) Wkeitsraum und X; : @ — R ZV, i = 1,2,.... Dann konvergiert die Folge
(Xn)nen gegen eine ZV X : Q — R

a) fast sicher, wenn
P{w e Q| X,(w) — X(w) fir n — o0}) = 1;
X, X, X, X, X, %X, X, — X wp 1.
b) im r-ten Moment, r > 1, wenn
E(|X,|") <o Vn und E(|X,—X|") —0 firn— oo
X, > X

c) in Wahrscheinlichkeit, falls
P(|X,, — X|>¢) — 0 fiir n — oo Ve > 0;

X, 5 x

109
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d) in Verteilung, falls
lim P(X, <z)=P(X <x)

n—oo

und alle Stetigkeitsstellen von Fx(z) = P(X < x);

X, — X

Bemerkung.  a) Q= {w € Q[ lim, .o Xp(w) = X(w)} =: A ist uninteressant, da keine
Wkeit vorkommt. Konvergenz fast sicher meint, daf§ A eine Nullmenge bzgl. P ist.
Vgl. Def. 3.25
b) Schreibweisen: X, 2 X heifit

E(|X, — X|?) = 0 Vgl. Def. 3.24 LP-Konvergenz

c) P(|X, — X| >¢) = /IAndIP’
mit A, = {w € Q|| X, (w) = X(w)| > €}
d) X,(w) # X(w) YweQ,Vn
aber X, 2 X st erlaubt.
Beispiel 9.2 (Fortsetzung) e Z; 2 X, denn Z;~ B (1, %) , X1~ B (1, %)

aber Z; # X

1 1
E(—H)z—np=p
n n

N ((%Yn—p>2> _V<%Yn> = np(—p) = p(-p) —0

und damit —Y,, =3 P
n

1 1 1
E(_W)Z_E@w=—np=p

n n n
Tschebyschev lYn L 1— 1y =
P(lYn—E<lYn> >5) < 6 ):n2np( p):np( p)—>0
n n

= 2
fir n — oo

€

1
und damit —Y,, RR p==
n 2
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Satz 9.2
Sei (X, )nen, Folge von ZV X; : Q@ — R und X : Q@ — R ZV. Dann gilt

a) X, > X = X,2X
b) X, %X = X,5X
) X, 5 X = X,5X firr>1
d) X, 2X = X,>X r>s>1

Bewezs.

a)

Es gilt fiir e > 0

Folz)=P(X,<z2)=PX, <z, X <z+e)+PX, <z,X >x+¢€)
<F(z+e)+P(X, — X]|>e€)

und

Flz—¢)=PX<z—¢)=PX<zx—-—6X,<2)+PX <z—-¢X, >2)
< Fu(z) + B(|X, - X| > o

Zusammen:
F(x —¢) —P(|X, — X|>¢€) < F,(z) < Flx+¢) +P(|X,, — X| > ¢)
Fiir n — oo gilt

Flx —¢) —P(|X, — X|>¢€) <

F.(z) < F(z+¢€)+P(X, — X]|>¢)
=0 0

= F(z —¢€) <liminf F,,(z) < limsup F,,(z) < F(x +¢€)

n—oo n—oo

Falls F' stetig ist, gilt

F(z) < liminf F,(x) < limsup F,(z) < F(z)

n—0oo n—oo

= F(z) = lim F,(z)

n—oo

=X, 2 X
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d) Korollar 3.26

¢) r = 1 reicht. Dann

E(X, — X
P(|X, — X|>¢) < E(1Xn = X1) (Markov fiir X,, — X)
€
b) Sei
An(e) ={w € Q] | Xp(w) — X(w)| > €}
und
Bin(€) = U Ay (e)
n>m
sowie
C={we|X,(w) = X(w) fiir n — oo}
sowie

Ale) = G An(e) = {w e Q|w € Ay(e) fiir unendlich viele n}
Xn(w) = X(w) Z:mw ¢ Ale) Ve>0
somit: P(C) =1 = P(A(e)) =0 Ve >0
Falls P(A(e) =0 VYe>0 =

P(C) =P (9{)%1(@) =P (G A (%)) < mi::lp (A (%)): 0

m=1

-~

=0 nach Vor.
=PC)=1 & P(A(e) =0 Ve>0
Weiterhin B,,(¢) | A(e) =

P(A(e) =0 <  lim P(Bu(e) =0

m—00

Zusammen:
X, Bx < P(B,.(€)) — 0 fiir m — oo

Weiterhin

X, B x < Y P(A,(€)) < oo Ve >0, denn

P(Ba(e) < 3 P(A,(€))
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(Borel-Cantelli) Schlulendlich: A, (¢) C By(e)
= P(A,(¢)) < P(Bn(e))

& P(X, - X| > ) < B(B.(e)

= P(|X, — X|>¢) =0 falls P(By(e)) — 0

X, 50X « X, Bx <« P(B,(€)) — 0 fiir n — oc.

Bemerkung. Andere Beziehungen gelten so allgemein nicht.

e X, X %4 X,5X r>s>1

Betrachte

v I mit Wahrscheinlichkeit n~2 (+2)
"7 | 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —n=2 "+

_1

E(X,[) = n’-n b0+

1 .
= nz6 50 weil s <r
T

E(|Xn|r) — n .n—%(r—l-s)

=) 00 weil r > s

und somit X, = 0 aber nicht X, — 0
e X, 5 X A X,5X

Betrachte

0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — n =2
P X, >e)=n2—0 < X,50

¥ — { n3 mit Wahrscheinlichkeit n~—2

Aber E(|X,|))=n*>n?=n—
Satz 9.3

a) X, L ¢ konstant = X, LA

b) X, 5 X und P(| X, <k)=1 Vnundein k € R"

=X, 5 X Vr>1
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c) Pole) =P(|X, — X|>¢) mit Y P,e) <oo Ve>0

:>Xn§X
Beweis.
a)
P(|X,—c|>¢) = PX,<c—¢)+P(X, >c+e)
< PX,<c—e)+(1-P(X, <c+e)
— P(

X<c—e)+(1-P(X <c+e)
1 0

b) X, 5 X, P(X.|<k)=1 = P(X|<k)=1
weil P(|X|<k+e)=limP(X, <k+e =1 Ve>0
Sei  Ap(e) ={w € Q|| X, (w) — X(w)| > €}

Dann gilt:

bzw.

[ Xn(w) = X(W)[" < (2k)" w € Anle)
jeweils mit W’keit 1. Also

[ X = X|" < € I+ (2k)" La, o

E(|X, — X|") < € P(A.(e)) + (2k)" P(A,(¢€))
((2k)" —€") P(A,(e)) +€"

—0

e firn — oo

0 fire]O
X, =X

l

!

4

c¢) Siehe Beweis zu Satz 9.2 b)
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9.2 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Satz 9.4 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen)
Seien Xi,...,X,, unabhingig und identisch verteilt mit E(X;) = p und V(X;) = 0% <
oo Vi=1,...,n. Dann gilt

¢ Llyy F
X._n;)g—w.

Bewets.
Xiﬂ denn
_ 1 1

E(X)=— E(X;)) =— =

(X) nZ(( )= —np=p
und ] 1

E(|X—u|2):V(X’):ﬁn02:502—>0

Satzzg.Zc)Xﬂ,u =

Beispiel 9.3
. 1« P
X;~PA)stu. =EX,)=X VX;)=Xi=1,...,n und -— E X, — A
n
i=1

Bemerkung. V(X;) = 0% < oo ist nicht notwendig, 02 = oo funktioniert auch (sog. Satz
von Khinchine).

Satz 9.5 (Eindeutigkeit der Konvergenz)

X, 5 X wd X,oX = PX=X)=1
Beweis.
Sei € > 0, dann

P(X— X |>e) =P(|X — X+ Xo— X | > ¢)
P(IX — X, +| X =X > €)

IP’(|X—Xn| > §)+P<|)N<—Xn| > g)

—0n.V. —0n.V.

o
INIA A

P(X £X) = P<G|X—)N(|Z%>

VAN
(]
~
R
0
P2
(V3
| =
~——
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]

Satz 9.6
Seien A,, und B,, Folgen von ZV mit A, £ ¢ und B, L b. Dann gilt

a) A+ B, S a+b

Ay— B, S a—b
b) Ay Bp—a-b
Ay

@_ﬁﬁ Vb £ 0
Beweis.
Vorarbeit:
Seien E, und F,, Folgen von Ereignissen (F, € F, F, € F), dann gilt:

P(E,) -1 und P(F,)—1 = PE,NF,)—1
weil - B B B B
1-P(E,NF,)=P(E,NEF,) =P(E,UF,) <P(E,) +P(F,) — 0.
Hauptteil:
P(|A, —a] <€) —1
P(|B, —b] <e€) — 1
= P(|A, —a| <eN|B, —b| <€)
< P(|A, —a+ B, —b| <e¢)
= P(|(A,+B,) —(a+b)|<e)— 1
]

Satz 9.7
Sei X, eine Folge von ZV mit X, % ¢ und f:R — R eine in ¢ € R stetige Funktion

P

= f(Xn) = (o).
Beweis.
fstetigine < |f(x)— f(c)] <a,a>0 firein b mit |z — | <b.
P(|f(X,) — f(c)] <a) >P(| X, —¢/<b) —1 Va>0

= f(X.) = f(o) 0
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Bemerkung. Die Ergebnisse lassen sich im Wesentlichen auf den k-dimensionalen Fall iiber-
tragen, siche Lehmann (2001).

Bemerkung. X, % ¢ konstant A E(X,) —c

| 1 mit Wkeit 1-p,
2B X = { n mit Wkeit  p,

Wenn p,, — 0, dann auch P(|X,, — 1| >¢) -0 = X, L
Aber

Beispiel 9.4
X, ~N(p,o0),n=1,...

2

- — 0. Denn

Xnﬂu & 0o

X — .
P(|X,—p <e)=P Pl< 2] 21 Wenni—>ooundsom1tan—>0.
On On On
————
~N(0,1)

9.3 Konvergenz in Verteilung

Beispiel 9.5
X, ~ N(0,0%) mit Verteilungsfunktion H,, mit ¢2 — oo

1

Mit 02 — oo folgt % 0 und somit H,(z) — ®(0) = 3 Va € R. Deshalb
. 1
lim H,(x) = H(x) = 5

und somit ist H keine Verteilungsfunktion und X,, konvergiert nicht in Verteilung.

Satz 9.8
Sei (X, )nen eine Folge von ZV mit Verteilungsfunktion X, ~ F),. Dann existiert X ~ F
mit X, o x genau dann, wenn Ve > 0 eine Konstante £ € RT und ny € N existiert, so
daf

P(| X, <k)>1—€ Vn>ny.
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Beweis.
Sei F' derart, dafl
lim F,(z) = F(z) VxeR.

z.Z. F ist Verteilungsfunktion, also

e F(z) €[0,1]

e F monoton wachsend 4/

e F' rechtsstetig /

e lim F(z)=0, lim F(z)=1
F.(z)=P(X, <z)>1—¢ fiirx>k,n>nound Ve >0
also lim F,(x) = F(x) >1—¢€ fiirxz >k und Ve >0
und lim F(z) =1 fire |0 O
Beispiel 9.6
X ~U(0,1)

Y X  n gerade
"1 1-—X n ungerade

Dann
X, 2 X und

X, 21— X nimlich

X, 2 U(0,1) (d.h. jede ZV, welche gleichverteilt auf [0, 1] ist).

Y, ~ N(0,1) Y ~ N(0,1)

Grenzwert nicht eindeutig!
-Y ~ N(0,1)

D
—

D
—

Beispiel 9.7
Xo ~ N(pin, 03)  pn — 0,07 — 1

= X, 2 N(0,1) weil

X, ~ H, mit
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Wegen T7hn folgt aus der Stetigkeit von ® auch H,(r) — ®(x) und somit
X, 2 N(0,1)
Satz 9.9

XngX, a,b# 0 € R konstant = bXn+a2>bX+a.

Beweis.
Sei 0.B.d.Ab>0.

PbX,+a<z)=P Xngx;“> :Fn<x;“)
HF(i_a):P(ng;Cv O
Satz 9.10

X, 52X & Eg(X,)—E(g(X))

V beschrénkten und stetigen Funktionen g : R — R.

Bewezs.
ohne Beweis O

Satz 9.11 (Slutsky’s Theorem)

X, 2Xx, A4, SawmdB, 5b = A, +B,X,2a+bX

Lemma 9.12

X, 22X = Mx, (s) = Mx(s) se€D vglSatz 5.10

Beweis.
i.W. Konvergenz der E-Werte E(X]) — E(X") O

Bemerkung. Die momenterzeugende Funktion ist hier eigentlich ungeeignet, weil alle Mo-
mente E(X), r > 1, existieren miissen. Besser wére die charakteristische Funktion ¢ x (¢) =
E(exp(itX)). Sieche Meintrup and Schaffler (2005).

Beweis.
zu 9.11 (Skizze)

Sei Y, Dy unabhéngig von X,,, X. Dann

stu

Mx, v.)(s) = Mx, (s) - My, (s)
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Lemma 9.12
—

Mx(s) - My (s) = Mx,y)(s)

Mit Y, L ¢ und Faltung folgt X,, +Y,, — X + a, analog fiir Y,, . O

Evgeny Evgenievich Slutsky (7. April 1880 bis 10. Mérz 1948) Ukrainischer
Okonom und Statistiker.
http://en.wikipedia.org/wiki/Eugen_Slutsky

Beispiel 9.8

X, ~P(\) E(X, =X=V(X,)
X, -1 Xn:x RN\

Was passiert mit X, — A\ ?
X,—A—0

mit E(X,, —A) =0 und

i B 1 A
V(X, — \) = V(X,) = ﬁV(ZXZ) = —nA=2-0
X, — A
VA/n

Was ist die Verteilung dieser Grofie?

Aber hat Varianz 1.

Satz 9.13 (Zentraler Grenzwertsatz)
Seien X;,i=1,... wi.v. mit E(X;) = g und V(X;) = 0% < 0o Vi = 1,.... Dann gilt

X —
D No,1)

S

bzw.

Beweis.
(Skizze) bekannt:


http://en.wikipedia.org/wiki/Eugen_Slutsky
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Xi—p
o

E(Y) = 0,V(¥) = 1

Jetzt: Y, =

aylorreihe 1
ety TR ) 4y 4 51"y + Rest
= My,(s) = E(e'™)

1

= 1+sE(Y))+ 3 s> E(Y?) + E(Rest)
1

= 1+ 3 s* + E(Rest)

1 n
= MZYZ<S) = {1 + 5 82 + E(Rest)}

1, Rest\ "
jM%ZYi(S) = [14—%8 +]E( >:|

n
mit E (Rest) — 0 (0.B.)
n

und damit

1s2\" 1
M\}Ezyi(s):(l—k%) —>exp<532) fiir n — oo.

2
Die Behauptung folgt aus My 1)(s) = exp (%) Um den Beweis vollsténdig zu haben,

mufl man von der momenterzeugenden Funktion zur charakteristischen Funktion {iberge-
hen. O]

Bemerkung. Der ZGWS gilt fiir alle X; mit beliebiger Verteilung!

Beispiel 9.9 (Bernoulliverteilung)
X; ~ B(1,p),i = 1,...,n mit p = 0.5. Die Verteilung des standardisierten Mittelwertes
konvergiert nach dem Zentralen Grenzwertsatz gegen eine Normalverteilung

-1 n Xl _
Vit 2 N B g )
p(1=p)

Beispiel 9.10 (Poissonverteilung)
X; ~ P(\),i = 1,...,n mit A = 5. Die Verteilung des standardisierten Mittelwertes
konvergiert nach dem Zentralen Grenzwertsatz gegen eine Normalverteilung

n_l Z?—l Xz — )\
n =
vn Ny

2 N(0,1)
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n=25
=
w
<
a
y
n= 20
o
2
= i
v
z
T i
o
2

P(Ysy)

P(Y<y)

1.0

0.0

1.0

04 06

00 02

Abbildung 9.1: Approximation der

n=1
e
B
= 4
9
ke
T 4
X OP(A=5)
] FY—}\
Y =di———
= W
S T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2
y
n= 10
e
a
@ |
S
— @ |
= S
v
=
T3
N
8
<
s

P(vsy)

P(Ysy)

1.0

0.0

0.8

04 06

0.2

n=10

P(Ysy)

P(Ysy)

n= 15

Binomialverteilung durch die Normalverteilung.

0 3
Yy
n=20
7\ T T T T
-3 2 -1 0 3
Yy

P(Ysy)

Abbildung 9.2: Approximation der Poissonverteilung durch die Normalverteilung.
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f(y)
0.3 0.4 0.5 0.6
\ !

0.2
1

0.0

Abbildung 9.3: Approximation der y2-Verteilung durch die Normalverteilung.

Beispiel 9.11 (x*-Verteilung)
X ~ x2 mit E(X) =n und V(X) = 2n. Betrachte die Dichte der standardisierten ZV

X —n
V2n

also die Transformation y = g(z) = (z — n)(2n)~*/2. Mit dem Transformationssatz folgt
fr(y) = fa(yv2n +n)vzn

Da X die Summe von unabhéngigen standardnormalverteilten ZV ist, folgt mit dem ZGWS,
da die zugehorigen Verteilungsfunktionen konvergieren, und zwar Fy(y) — ®(y) <

Y 2 N(0,1).

Y —

Beispiel 9.12
X1,..., X, iid mit E(X;) =0, V(X;) = 0% und V(X?) = 72 < c0.

Vi(s*—o%) B 7

n

2= =Y (X, - X)* 5 o (siche HA
S n;( ; ) o (sieche HA)

S? hingt nicht von p ab, also 0.B.d.A. =0

ZGWS:  /n <% > X7 - 02> 2 N(0,72)
=1
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Gesetz der grofen Zahlen: X2 - 0

1 .
Damit folgt: /n(S? —o?) =/n (— E X? - X? —02> 2 N(0, 72)
n ~~
i=1

—0

Satz 9.14 (Berry-Esseen)
Es seien X1,..., X, wiv., X; ~ F mit E(X;) = pu, V(X;) =0? E(X}) <0 =

3 ¢ (unabhéngig von F') mit

c E(Xy—pl)
Gule) — @(a)| < = =121
X —
wobei  G,(z) =P <\/ﬁ ( ,u> < :z;) :
o
Beweis.
geschenkt ]

Bemerkung. Satz 9.14 gilt fiir alle n, nicht nur fiir n — oo! ¢ ist unabhéngig von F’ und es
ist bekannt, daf§ ¢, < 0.7975.
F' darf ohne zusétzliche Annahmen nicht von n abhéngen!

Beispiel 9.13
Xi,..., X0, Xi~P(2)

~ Y X, ~ P(1)
=1

Aber \/E(X_%)szi;”%ZZXi—1 ~ P(1)—1#N(0,1) Vn

Satz 9.15
Es seien X1,..., X, wiv. mit X; ~ F, E(X;) = u, V(X;) = 0%, E(X}) < co und k-tem
zentralen Moment p9 = E((X; — p)*). Dann gilt:

oan - 28 (1) )

= O(x) + 60'[;3\/5 (1 —2%) p(x) +o (

~
erste Edgeworth-Korrektur

i)

Bemerkung. ® 0 <\/Lﬁ) meint eine Folge, die wie \/iﬁ — 0 fiir n — oo, aber schneller als
€

NG
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e fiir symmetrische Verteilungen ist p3 = 0 und damit ist z.B. fiir die ¢-Verteilung die

Approximation durch N(0,1) schneller als \/Lﬁ Die erste Edgeworth-Korrektur ist

also fiir schiefe Verteilungen, etwa y? von Interesse.

Satz 9.16 (A-Methode)
Falls /7 (X, —v) 2 N(0,72)

dann auch  n (F(X,) — f(v)) 2 N (o, 2. %5)2)
falls f : R — R in v differenzierbar ist und ag—gjy) # 0.
Beweis.
Entwickle f in Taylorreihe
f(x+A):f(x)+A%<;> +...+%agf) + Rest
mit A = X~ und z = o folg
FOX) = F(1) + (X — ) ag—(y”) + Rest
= VA ((X) — F0)) = Vi (X ) 2T ey
— W e
e
2 i (706) - 1) 2 8 (0,72 200) 0

Beispiel 9.14
Xl,...,Xn u.i.v. Xz NP()\)
2 (X =) 2 N,

Problem: Varianz der Grenzverteilung hangt von unbekanntem X ab.

Suche f mit ,
V() - £00) 2 N (0.4 2200
wobei A - %ﬁ:y = konstant.
If(N) c

zum Beispiel —/———= =—

() A
= f(\) =2¢VA dennc/%d/\:cﬂ\/x
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und damit (¢ = 1)

2 (VX = VA) & N (o, 1)

Beispiel 9.15
Xi,..., X, wiv.  X; ~ N(0,0?)

= E(X2) = 02, V(X2) = 20"

ey ( ZXZ_G)azv(o,z(aQ)?)

8f(02)_ c
Do /202

TR

Setzt c=1 =

Gesucht: f mit

Definition 9.17
Seien X1,..., X, w.iv. mit Verteilungsfunktion F'. Dann heift

1 n
= ;I(—oovx} (X

die empirische Verteilungsfunktion von Xi,..., X,,.

Satz 9.18 (Satz von Glivenko-Cantelli)

a) F(z) =3 F(x) VreR
b) Vi (Fy(z) — F(z)) 2 N(0, F(z)(1 — F(z))) Vz€eR

¢) sup|F,(z) — F(z)] =0

z€R

Beweis.
Ix,<o ~ B(l,F(z)) uiv. Vi=1,...,nund x € R.

ZGWS ( Z[X o ) 4 N(0, F(z)(1 — F(x)))

N J/

:x/ﬁ(Fn(x)—F(x))
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Fn(x)

00 02 04 06 08 1.0

Fn(x)

00 02 04 06 08 10

Beispiel 9.16 (Glivenko-Cantelli)

n= 10

Fn(x)

Fn(x)

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

n= 20

n= 100

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

n= 30
=
&
s
;‘;»
i
;
oL
z
o

T T T T T 1
2 4 6 8 10 12 14

n= 200

Abbildung 9.4: Approximation der Verteilungsfunktion der x2 Verteilung durch die empi-
rische Verteilungsfunktion.

c) ohne Beweis

Waleri Iwanowitsch Gliwenko (2. Januar 1897 bis 15. Februar 1940).

Mathematiker und Logiker.
http://de.wikipedia.org/wiki/Waleri_Iwanowitsch_Gliwenko
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n= 10 n= 20 n= 30
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=z ° ] | < © 7 ' %z © 7 T
= ! z —_ z
[— - [— -1 [ -
° | S — S =
— o _
o ~ ~
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‘- ‘- ;
o ' _ o J_._T= o |
° N T T T T °h T T T T S T T T T T 1
2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10 12
X x x
n= 50 n= 100 n= 200
o ° o
S e S 4 prE—— S e
— - —
@ | — @ | ] o | |
o = ° - B =
] \ !
o | - o | ja < | -
% © h % © ; % o '
£ ' 4 ' = o
vos — Los = . "~
S j S ] S .
- ! _1
o ' o — o T
S — S - S B
=
o | o o] .= o ] 1
< T T T T T T T ° T T T T T T T e T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 5 10
x x x

Abbildung 9.5: Approximation der Verteilungsfunktion der P(5) Verteilung durch die em-
pirische Verteilungsfunktion.
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