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Kapitel 1

Ereignisse als Mengen

1.1 Mengenoperationen

Bezeichnungen:

e Q # () heiBt Basismenge oder Ergebnisraum.

e Eine Menge A C ) heifit Ereignis.

o w; € Q={w,ws,...} heilt Elementarereignis oder Ergebnis.

o P(Q) = {A|A C Q}, also die Menge aller Teilmengen der Basismenge €2, heifit Potenzmenge.
e F CP(Q), also eine Menge von Teilmengen von €2, heifit Mengensystem.

Zur Schreibweise: F, A, £ Mengensysteme und A, B Mengen.

Definition 1.1 (Mengenoperationen)
Seien A,B,A; C Q,iel.

Gleichheit: A=B & YweQ: weAsweB
Teilmenge: ACB & YweQ: weA=weB
Schnitt: ANB ={weQlweA)A(weB)}
NA ={weQViel:weA;}
iel
Vereinigung: AUB ={weQweAd)V(weB)}
UAi={weQFdiel:we i}
icl
UAi ::{wEQBiEI:wEAi,AiﬂAjZV)fﬁri;éj}
i€l
Differenz: A\B:={weQ|(weA)A(w¢DB)}
Komplement: A={weQwé¢A}
Symmetrische Differenz: AA B:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN DB)
Miéchtigkeit: |A] ;== Anzahl Elemente von A
Kardinalitét: IN| =g
P(Q)] =2/

Kartesisches Produkt: Ax B:={(a,b)lac ANb€E B}
H A; = {(a17a27. .. ,au|)|ai e AVi e I}
iel
Ak = I A={(a1,...,ax)|la; € Aji=1,...,k}
i=1

yeeey



1.2. FOLGEN VON MENGEN

1.2 Folgen von Mengen

(An)nEN
AnTA:@AchQCA;gC...und UAliA

i=1

AnlAK:}AlDAQDA;gD...UHd ﬂAZZA
=1

1=
o0

liminf A,, ;== |J [\ A, enthilt Elemente, die in fast allen A,, enthalten sind.

n=1m>n

oo

limsup A4, := (| U A, enthilt Elemente, in unendlich vielen A, enthalten sind.
n=1m>n

A =lim, .00 A, < liminf A, = limsup 4,

Bemerkung: "fast alle” ... bis auf endlich viele

1.3 Interpretationen

ACQ ... VA tritt ein”, "erscheint”, "wird realisiert”
AcCQ ... A tritt nicht ein”

AU A, ... 7Ay oder A, treten ein”

U A; ... mindestens eines der A; tritt ein”

i€l

AN A, ... 7A; und A, treten ein”

N A ... Talle A; treten ein”

iel

AiUAy =0 ... 7A; und Aj treten nicht gleichzeitig ein”, ”sind unvereinbar”
Al AN Ay ... "Entweder A; oder As tritt ein”

A = Ay ... 7Aj; und As beschreiben das gleiche Ereignis”
Q ... "Das sichere Ereignis”

Q ... "Das unmogliche Ereignis”

1.4 Gesetzmaifligkeiten

A, B,C C Q.
Reflexivitit: ACA
Asymmetrie: ACBundBCA=A=B
Transivitéit: ACBundBCC=ACC
= P() ist beziiglich C partiell geordnet.
Kommutativgesetz: AUB=BUA
ANnB=BnA
Assoziativgesetz: (AUB)UC=AU(BUCQ)
(ANnB)NC=An(BNCOC)
De Morgansche Regeln: AUB=ANB
ANB=AUB
Maéchtigkeiten:
Gleichméchtigkeit: |A| = |B| :<= 3f : A — B bijektiv

Addition von Méchtigkeiten: AN B =0 <= |A|+ |B|=|AU B|
Satz 1.2 (Multiplikation von Miichtigkeiten)

|Ax B| = |A]-|B
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1.5 Kombinatorik

Betrachte Indexmengen, also Teilmengen von {1,...,n},n,k € N:

Definition 1.3 (Variationen (Beachtung der Reihenfolge))

e mit Wiederholung
Vk\f\fl ={z=(z1,...,zp)|z € {1,...,n}"}
e ohne Wiederholung
VW ={z = (z1,...,ap)|z € {1,...,n}% 2 # Vi # j}
Definition 1.4 (Kombinationen (ohne Beachtung der Reihenfolge))
e mit Wiederholung
KW, ={z = (21,...,2p)|z € {,...n}1 <2 <...<ap <n}

e ohne Wiederholung
K,?YX:{:E:(zl,...,xk)|x€{1,...,n}k;1§x1 <...<zp<n}

Satz 1.5

a) [Vl =n*

b) ‘VkO\’r)LV = (nﬁ!k)y (k<n)
‘Kl\an| - ( (. 1)
=) (k<n)

Satz 1.6

a) Eine n-elementige Menge A = {a1,...,a,} besitzt genau (}) k-clementige Teilmengen ohne
Wiederholung und ohne Beachtung der Reihenfolge.

k
b) Seien ji,...,j5x € No; > ji =n.
i=1
Es gibt genau (jl;.jz’riu,jk) = m Mboglichkeiten, {1,...,n} in eine Folge von Mengen

My, ..., My; M; C {1,...,n}, |M;| = j; ohne Wlederholung und ohne Beachtung der Rei-
henfolge aufzuteilen.



Kapitel 2

Grundlagen der Mafitheorie

2.1 Mengensysteme

Definition 2.1 (7-System)
Ein Mengensystem F C P(Q) heifit durchschnittsstabil, wenn gilt:

ABeF=ANBEeF.

F heifit dann auch 7-System.

Definition 2.2 (o-Algebra)
Ein Mengensystem F C P () heifit o-Algebra iiber Q, falls gilt:

(S1) Q € F (Basismenge)
(S2) A€ F= AeF (Komplement)

(S3) A, € F,i e N= |J A; € F (abzihlbare Vereinigung)
=1

K2

Definition 2.3 (erzeugte o-Algebra)
Ist A C Q, so heifit die Menge

o(A)={0,A,A,Q}

die von A erzeugte o-Algebra und ist die kleinste o-Algebra, die A enthalt.

Satz 2.4 (Schnitt von o-Algebren)
Sei I # () eine beliebige Indexmenge und F; eine o-Algebra iiber Q fiir alle 4 € I. Dann ist auch

F = ﬂ .7:1‘
il

eine o-Algebra iiber Q.

Definition 2.5 (Erzeuger)
Sei £ C P(R) ein Mengensystem und ¥ die Menge aller o-Algebren iiber €2, die £ enthalten. Dann
wird die o-Algebra

o(&):= m F

Fex
als die von & erzeugte o-Algebra o(€) bezeichnet. Gilt umgekehrt fiir eine o-Algebra A

so heifit £ Erzeuger von A.
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Sei jetzt @ = R™ und Ja, b[:= {z € Rla < z < b} ein offenes, beschrinktes Intervall.

Definition 2.6 (Borelsche o-Algebra, Borelsche Mengen)
Sei Q =R und
O ={]a,b[|la,b e R,a < b}

das Mengensystem der offenen Intervalle von R. Dann heifit

die Borelsche o-Algebra iiber R; ihre Elemente A € B(R) heiflen Borelsche Mengen. Fiir Q@ = R”

setzen wir

O™ = {U C R"|U offen} und B" := B(R") = o(O")

Satz 2.7 (Eigenschaften von B)

i) e BBReB

i) Va,be R,a <b:
[a,b] € B, [a,ble B,]a,b] € B

iii) {c} e B VeceR
iv) Ne B,Qe B,QecB

Definition 2.8 (A-System)
Ein Mengensystem D C P(2) heiit A-System iiber Q, falls

(L1) QeD
(L2) A, BeDmnmit ACB=B\AeD

=1

?

Lemma 2.9
Ist D ein durchschnittsstabiles A-System, so ist D eine o-Algebra.

Satz 2.10 (A-w-System)
Sei & ein m-System und D ein A-System mit & C D. Dann gilt

o) CD
Sei f:Q; — Qs eine Abbildung, so ist das Bild einer Menge A C
FA) = {f(w) € lw € 4}
und das Urbild einer Menge B C 9

fYB) = {w e V|f(w) € B}.
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Es gilt fiir beliebige B, B; € Qa,i € I ("Operationstreue”)

I <U Bi> = {w €lfw) el Bl}

= J{welfw) e B}
iel
= U fH(By)
iel
o (ﬂ Bi) = (/'(B)
i€l icl

JUB) = {welfw) e B
— Q) \{weQf(w) e B)
=\ B =T(B)

Definition 2.11
Sei F C P(Q2) ein Mengensystem:

fUF) ={71(B)IB e F}.

Satz 2.12
Sei F; eine o-Algebra iiber Q;,i = 1,2. Ist f : Q3 — y eine Abbildung, so ist f~1(F,) eine
o-Algebra iiber ; und {B C Qo|f~1(B) € F1} eine o-Algebra iiber .

2.2 Mef3bare Abbildungen

Definition 2.13 (mef3bar)
Sei F eine o-Algebra tiber 2 und A € F. Dann heifit A mefibar beziiglich F.

Definition 2.14 (Mefiraum)
Sei F eine o-Algebra tiber Q. Das Tupel (€2, F) heifit Mefiraum.

Definition 2.15 (meflbare Abbildung)
Seien (21, F71) und (2, F2) zwei Mefiraume. Eine Abbildung f : Q1 — Qg heifit F;-F>-mefibar,
falls

fHF) Cc A

. Von einer mef3baren Abbildung f spricht man, falls die involvierten o-Algebren eindeutig bekannt
sind.

Satz 2.16
Seien (9;,F;),4 = 1,2 zwei Mefirdume, wobei Fy = o(€) von einem Mengensystem & erzeugt ist.
Die Abbildung f : Q1 — €5 ist genau dann Fi-Fs-mef3bar, wenn

e A

Satz 2.17 (Meflbarkeit der Komposition)
Sind (£2;, F;),t = 1,2,3 Mefirdume und f : Q1 — Q3 und g : Q2 — Q3 meBbar. Dann ist auch
go f: 0y — Q3 mefbar.

Satz 2.18
Es sei (2, F) ein Mefiraum, f,g : 2 — R mefbare Funktionen und «,3 € R. Dann sind die
Funktionen
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a) af +fg
b) f-g
c) f/g falls g(w) #0 VYw € Q

ebenfalls mefibar.

Satz 2.19
Sei (Q, F) ein Mefiraum und (f,,)nen eine Folge mefbarer numerischer Funktionen

fn: Q2 —>R,neN.
Dann sind sup fp, i%f fn, limsup f,, und 1imninf fn mefBbar.
Satz 2.20 B
Ist (Q, F) ein Mefiraum und f : Q — R eine mefibare numerische Funktion. Dann sind auch
a) fT:=max(f,0) Positivteil
b) f~ :=max(—f,0) Negativteil
&) |fli=f*+f~ Betrag
meBbar. (Bemerkung: f = f* — f7)

2.3 Mafle und deren Eigenschaften

Definition 2.21 ((o-endliches, endliches, normiertes) Maf)
Sei (Q, F) ein Mefiraum. Eine Funktion p : F — R heifit Maf§ auf F, falls die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind

(M1) 1u(0) =0
(M2) u(A) >0 VAeF
(M3) fiir jede Folge disjunkter Mengen (A, )nen € F gilt

M <U An> =Y u(A,) (o-Additivitit)
n=1 n=1

(o)

Gibt es eine Folge (A,) von Mengen aus F mit |J A, = Q und p(4,) <oo ¥n €N, so heifit u
n=1

o-endlich. Ist u(Q) < oo, so heifit u endlich. Ist u(€2) = 1, so heifit © normiertes MaB.

Definition 2.22 (Mafiraum) B
Ist (Q, F) ein Mefiraum und p : F — R ein MaB, so heifit das Tripel (2, F, 1) MaBraum.

Satz 2.23 (Eigenschaften des Mafles)
Sei (9, F, ) ein Mafiraum und A, B, 4,, € F,n € N. Dann gilt

i) endliche Additivitéit: AN B =0 = pu(AU B) = u(A) + n(B)
ii) Subadditivitéit: A C B und pu(A) < oo = pu(B\ A) = p(B) — u(4)
iii) Monotonie: A C B = u(A) < u(B)
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iv) Sub-o-Additivitét:

u( An> <> (A

n=

Satz 2.24 (Stetigkeit des Mafles 1)
Sei (Q, F, ) ein Mafiraum und A, A,, € F,n € N. Dann gilt

i) Stetigkeit von unten: A, T A = p(A,) 1T u(4)
ii) Stetigkeit von oben: A,, | A und pu(A4;) < oo = u(A,) | p(A)

Satz 2.25 (Mafleindeutigkeitssatz)
Es seien g und v zwei Mafle auf einem Mefiraum (2, F) und € ein durchschnittsstabiler Erzeuger
von F mit folgenden Eigenschaften:

i) u(B)=v(E) VE€&

ii) Es gibt eine Folge (E,),n € N, disjunkter Mengen aus £ mit u(E,) = v(E,) < co und

8

E,=Q.

n=1

Dann sind beide Mafle identisch: yu = v.

Definition 2.26 (Nullmenge)
Ist (2, F, p) ein Mafiraum und A € F mit p(A) =0, so heifit A (p-)Nullmenge.

Definition 2.27 (vollstindiges Maf}, Vervollstindigung)
Es sei (Q, F, ) ein Mafiraum. Ein Maf} p heifit vollstindig, wenn gilt:

Ae F,u(A)=0und BC A

= BeF.

Die o-Algebra Fy := {A U N|A € F, N Teilmenge einer u-Nullmenge} heifit Vervollstindigung
von F.

2.4 Das Lebesgue-Maf

Satz 2.28 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafles)
In jeder Dimension n € N gibt es genau ein Maf

A" B — [0, 0],
sodaB fiir jedes n-dimensionale Intervall |a, b] =]a1,b1] X ... x]an, b,] C R™ gilt:
A (Ja,0]) = T (b = ai)
i=1

A" heifit (n-dimensionales) Lebesgue-Mafl. Weiterhin gibt es zu jeder rechtsseitig stetigen, monoton
wachsenden Funktion F': R — R genau ein Maf3

/\FIBHR,

soda$ fiir alle ]a,b] C R gilt:
Ar(la, b)) = F(b) — F(a).

Ar heifit Lebesgue-Stieltjes-Mafl von F'.
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Satz 2.29 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles)
AMA) =A"(A4+v) YveR" A=]a,b

Definition 2.30 (Bildmaf)
Ist (Qq, Fp, i) ein MaBiraum und (Qg, F2) MeBraum und f : Q7 — Qo mefibar, so heifit

,U,f : .7:2 — [0,00[

B s (B) = u(f1(B))
das Bildma$ ;1 von g unter f und (Qg, F2, 1) MaBraum.



Kapitel 3

Das Lebesgue-Integral

3.1 Integral fiir Treppenfunktionen

Sei (2, F, 1) ein Mafiraum und f : Q — R eine F-B-meBbare Funktion. Sei weiterhin M := {f|f :
Q — R, f meBbar} die Menge der meBbaren numerischen Funktionen und M+ := {f|f € M, f >
0} die nicht-negativen Funktionen aus M.

Definition 3.1 (Treppenfunktion)
Ist (Q, F, 1) ein Mafiraum und f : 2 — R eine F-B-mefibare Funktion mit endlichem Bild f(Q2) =
{y1,.-.,Yn}, so laBt sich f fiir ein n € Nund 4; € F,i =1,...,n, darstellen als

n
f=yda, +...+ynla, = qu',IAq;
i=1

und heiflt Treppenfunktion. Desweiteren sei T := {f|f : Q@ — R, f Treppenfunktion} und T'F :=
{fIf €T, f >0} die Menge der (nicht-negativen) Treppenfunktionen.

Definition 3.2 (Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen)
Das Integral fiir f € TT

/fdu =yipu(Ar) + A Ynp(An)

heifit Lebesgue-Integral von f nach p.

Satz 3.3 (Eigenschaften des Integrals) i) Linearitiit: Fiir f,g € TT und o, 8 > 0 gilt
[t +sgdu=a [ rau+s [ gan

ii) Monotonie: Sind f,g € TT und f < g, so folgt

[ran< [gin

3.2 Integral nicht-negativer Funktionen
Lemma 3.4

Ist f € M eine nicht-negative Funktion, so gibt es eine Folge (f,)nen € T von nicht-negativen
Treppenfunktionen, so daf3 f,, T f.

10
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Definition 3.5 (Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen)
Sei f € MT und (fn)nen € TT mit f, 1 f. Das Lebesgue-Integral von f nach p ist dann

/fdﬂ:: lim /fndu
Lemma 3.6

Sei f € MT und g € T mit g < f. Dann gilt fiir eine Folge (fy)nen € T

ft s = Jim [ foduz [gdu.

Lemma 3.7
Sind (fn)nen und (gn)nen zwei monoton wachsende Folgen von Funktionen aus T+ mit

lim f, = lim g,,
n—o0 n—o0
so gilt:
lim fndp = lim /gn du
n—oo

n—oo

Satz 3.8 (Eigenschaften des Integrals)
Fiir f,g € M* und o, 3 > 0 gilt:

i) Linearitéit:

[@t+sgin=a [ sau+s [

[tans< [

Satz 3.9 (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levi)
Fiir eine monoton wachsende Folge (f,,)nen von Funktionen aus M gilt:

ii) Monotonie: Ist f < g so folgt

lim [ f, du:/ lim f,du

Korollar 3.10 (zu Satz 3.9)
Fiir jede Folge (f5)nen von Funktionen aus M T gilt:

/ iﬁ:du - i [ fin.

Satz 3.11 (Lemma von Fatou)
Fiir jede Folge (fn)neny € M gilt:

liminf/fn dp > /liminffn du.

n—oo

3.3 Integrierbare Funktionen

Jetzt allgemein f : Q — R mefbar.
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Definition 3.12 (quasi-integrierbar, Lebesgue-Integral)
Sei f: Q — R eine mefibare numerische Funktion. Die Funktion heifit
(p-) quasi-integrierbar, falls [ f™du < oo oder [ f~dp < co. Ist f (p-) quasi-integrierbar, so ist

durch
/fdu:/f*du—/f‘du

das Lebesgue-Integral von f definiert. Gilt [ fTdp < oo und [ f~du < oo, so heiBt f (u-
)integrierbar.

Satz 3.13 -
Sind f, g : 2 — R integrierbare numerische Funktionen und «, 5 € R, so gilt

i) Linearitéit: af 4+ B¢ ist integrierbar und

[ +p9ydn=a [ rau+s [ gan

/fdué/gdu
/ﬂw:Afw+Afw

Satz 3.14 (Satz von der dominierten Konvergenz)

Seien f,g sowie (fy),(gn) mefibare numerische Funktionen auf einem Mafiraum (£, F, ) mit
fn = fygn — g (punktweise) und |f,| < g, Vn € N. Sind g und ¢, Vn € N integrierbar und
gilt

ii) Monotonie: Ist f < g, so folgt

iii) Fiir jedes A € F gilt

lim gndu:/gdu,

n—oo

so sind f und f,, Vn € N integrierbar und es gilt
lim [ f,du= /fdp‘

Satz 3.15
Fir f € M™* gilt
/fdu =0< {we Q|f(w) >0} ist u-Nullmenge

=: Tréger von f

Definition 3.16 (u-fast-iiberall)
Die Eigenschaft F sei fiir die Elemente w € Q eines Mafiraumes (Q, F, u) sinnvoll. E gilt (u-)fast-iiberall,
wenn F fir alle w ¢ N C Q gilt und N eine p-Nullmenge ist.

Satz 3.17 (Riemann & Lebesgue-Integral)
Sei f : R — R mefbar und auf [a,b] C R Riemann-integrierbar (Ober- und Untersumme konver-
gieren gegen Integralwert). Dann ist f Lebesgue-integrierbar und es gilt

/fd)\:/abf(x)dx
NI

[a,b]
N—— Riemann
Lebesgue
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Definition 3.18 (Produktmafiraum)
Seien (21, F1, p) und (s, Fo,v) zwei Mafiriume. Dann heifit der Mafiraum

(U x Q2, F1 @ Fo, p@v)
mit Basismenge
Ql X QQ,

Produkt-o-Algebra
F1® F = U({A X B|A e Fi,B € .7:2})

(wobei {A x B|A € Fi, B € F3} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von F; ® F ist)
und Produktmaf
p®v(Ax B)=pu(Ad)-v(B) VA€ Fi,BeF

Produktmafiraum.

Satz 3.19 (Satz von Fubini)
Seien (24, F1, 1) und (Qa, Fo, v) zwei Mafirdume mit o-endlichen Maflen pund v. Ist f : Q3 x Qo —
R eine nicht-negative, (F; ® Fs)-B-meBbare Funktion oder eine (¢ ® v)-integrierbare Funktion, so

gilt
[rawon = [ ([ fere i) dvfen)
[ ([ st avieon) duten)

(Vertauschung der Reihenfolge der Integration).

3.4 Ungleichungen

f:Q — R F-B-mefibar auf (Q, F, )

1/p
1l = ( / Iflpdu) € 0.00] “p-Norm’

Satz 3.20 (Ungleichung von Holder)
Es sei 1 < p,q < oo mit % + % = 1. Dann gilt fiir zwei mefibare Funktionen f,g: Q — R:

I1f - gl < [1F1lp - gllq-

Satz 3.21 (Ungleichung von Minkowski)
Sind f,g: 2 — R meBbar und p > 1, so gilt

If +gllp < Ifllp + llgll, Dreiecksungleichung

Definition 3.22 (£P-Raum)
Fiir p > 1 sei
LP = L2, F, p) == {fIf : @ = R, f meBbar, || f[|, < oo}

Satz 3.23
Ist u(Q2) < cound ¢ > p > 1, so ist L? C LP und es gibt ¢ > 0, so da8

1fllp <cllfllqy Vf e L.
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Definition 3.24 (Konvergenz in LP)
Eine Folge (fn)nen € LP heifit in LP konvergent, wenn es ein f € LP gibt, so daf

[fn = flly =0 fiir n — o0
Kurz: f, = I

Definition 3.25 (Konvergenz p-f.ii.)
Sei (2, F, ) ein Mafiraum. Eine Folge f,, : @ — R mefibarer Funktionen heifit (u-) fast iiberall konvergent,
wenn es eine meflbare Funktion f : 0 — R und eine p-Nullmenge N gibt, so dafl

folx) — f(x) Vz € N.
Kurz: f,, — f p-f.i.

Korollar 3.26 (zu Satz 3.23)
Istq>p>1, f,fn € L% neN, so gilt:

RErs By

Satz 3.27
Seien p > 1 und f, f,, € LP, n € N, so daf} f, — f f. ii. Dann gilt

Ufally = 1l < fn 5 1.

3.5 Mafle und Dichten

Lemma 3.28
Fiir jedes f € M™ ist

foOou:F—R
A) = =
(fou)(d) /Afdu /fIAdu

ein MaB. Sei v = f ® p, so gilt fiir alle g € M+

/gdv=/(gf)du-

Definition 3.29 (Maf3 mit Dichte, Dichte)
Sei (Q, F, ) MaBSraum und f € M. Dann heilt f ® p MaB mit der Dichte f beziiglich p. Die
Funktion f : © — [0, 0o[ heifit Dichte des Mafes f © p.

Definition 3.30 (absolute Stetigkeit)
Sind p und v zwei Mafle auf (£2, F), so heifit v absolut stetig beziiglich u, wenn VA € F gilt:

wA)=0=v(A)=0
Kurz: v < pu. Man sagt auch: y dominiert v.

Satz 3.31 (Satz von Radon-Nikodym)
Ist (2, F, ) ein Mafiraum mit einem o-endlichen Mafl ¢ und v ein weiteres Mafi auf (Q, F), gilt

v< e I Dichte fe M :v=fopu.

Gibt es eine weitere Funktion g € M™ mit v = g ® u so gilt g = f p-f.i.



Kapitel 4

Wahrscheinlichkeitsmafle

4.1 Wahrscheinlichkeit als normiertes Maf3

Jetzt 2 Ergebnisraum. Potentiell interessante Ereignisse sind Teilmengen von 2, d.h., Elemente
einer sinnvollen o-Algebra F, des Ereignisraumes.

Definition 4.1 (Wahrscheinlichkeitsmafl, Wahrscheinlichkeit)
Sei (2, F) ein Mefraum und P : F — [0,1] ein Mafl auf (Q,F) mit P(?) = 1. Dann heifit P
Wahrscheinlichkeitsmafl und ordnet jedem Ereignis A € F die Wahrscheinlichkeit P(A4) zu.

Definition 4.2 (Wahrscheinlichkeitsraum, Verteilung)
(Q, F,P) heift Wahrscheinlichkeitsraum. P heifit auch Verteilung.

Definition 4.3 (P-fast sicher)

P-fast iiberall & P-fast sicher

Satz 4.4 (Elementare Rechenregeln)
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, A,, € F, n € N. Dann gilt

i) P(A) = 1 — P(A)

iii) Siebformel:

ni AC B=P(4) <P(B)
)

P(Z'Gl Al) N 22::1 (_1)i+1 1Sj1<;<ji§np(kél A]k)
iv) P(nt_jl An) <

v) Stetigkeit von unten: A, T A= P(4,) T P(A)

P(An)

i M8

1

vi) Stetigkeit von oben: A, | A=P(4,) | P(A)

4.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle

Definition 4.5 (diskreter W’keitsraum)

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Gibt es eine abzihlbare (endlich oder unendlich) Menge
T € Fmit P(T) = 1, so heifit (2, F,P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, P diskretes Wahrschein-
lichkeitsmafl und T ein abzahlbarer Tréager von P.

15
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Satz 4.6
Ist (Q, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit Triger 7', so ist die Funktion

f:Q — [0,1]

[ P{w}) furweT
w o= flw)= { 0 sonst

eine Dichte von P beziiglich des Zéhlmafles pz, also P = f ® uz. Insbesondere gilt
P(A) = / fduz= 3 f(w) VAeF. (4.1)
A weANT
Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion f der obigen Gestalt genau ein diskretes Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf (Q, F), so dafl (4.1) gilt.

Definition 4.7 (Zihldichte)
f aus Satz 4.6 heif3t Zahldichte.

4.3 Stetige Verteilungen
Jetzt: P: B — [0, 1]

Definition 4.8 (Verteilungsfunktion)
Ist P: B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, so heifit

Fp:R — [0,]]
x — Fp(x):=P( — o0, x])
die Verteilungsfunktion von P.
Satz 4.9 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion)
FEine Verteilungsfunktion Fp ist
i) monoton wachsend

ii) rechtsstetig

iii) lim Fp(z) = 0; m Fp(z) =1

li
Definition 4.10 (Verteilungsfunktion)
Jede monoton wachsende, rechtsstetige Funktion
F:R—[0,1] mit
lim F(z)=0 und lim F(z)=1

r— —00 xr— 00

heifit Verteilungsfunktion.

Satz 4.11 (Korrespondenzsatz)

Fiir jede Verteilungsfunktion F ist u := Ar(Ja,b]) = F(b) — F(a) (siehe Satz 2.28) ein Wahrschein-
lichkeitsmafl mit F, = F. Umgekehrt ist fiir jedes reelle Wahrscheinlichkeitsmaf3 P die Funktion
G := Fp eine Verteilungsfunktion und A\g = P.

Lemma 4.12
Sei P: B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine Verteilungsfunktion. Dann gilt

P({z}) = Fp(x) — Fp(z~) VzeR
mit Fp(z~—) = ltle F(t) Vz € R (linksseitiger Grenzwert)



4.4. DICHTEN 17

Korollar 4.13

Sei P : B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine Verteilungsfunktion. Dann sind dqui-
valent

i) Fp ist stetig

i) P({z}) =0 VzeR.

4.4 Dichten
Sei = (f ®A\) ein MaB mit der Dichte f beziiglich des Lebesgue-Mafles A, also
w(A) :/ fdx YAeB.
A

Satz 4.14
Sei f: R — [0,00[ und P = f ® A. Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ genau dann, wenn f

auf R integrierbar ist und / fdx=1.



Kapitel 5

Zufallsvariablen

5.1 Zufallsvariable und deren Verteilung

Definition 5.1 (Zufallsvariable)
Ist (Q1, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€9, F2) ein Mefiraum, so heifit eine F;-F5 meB-
bare Abbildung

X: Ql — QQ

Zufallsvariable (ZV). Ist Q2 = R, so heifit X reelle Zufallsvariable, Q3 = R numerische Zufallsva-
riable, 25 = R™ n-dimensionale reelle Zufallsvariable.

Definition 5.2 (Verteilung einer Zufallsvariablen)
Ist (Qq, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Qg, F3) ein Mefiraum und X : Q; — Qo eine
Zufallsvariable, so heifit das Bildmafl Px von P unter X Verteilung von X.

Satz 5.3
Sei X : 2 — R" eine n-dimensionale reelle Zufallsvariable und f : R®™ — R eine mefbare Funktion,
so dafl fo X : Q — R integrierbar ist. Dann gilt

/deP’X:/fonIP’.

5.2 Erwartungswert und Varianz

Definition 5.4 (Erwartungswert)
Ist X : Q — R eine quasi-integrierbare reelle ZV, so heif3t

E(X) := /XdIPz /xd]P’X(gc)
der Erwartungswert von X.

Definition 5.5 (Varianz einer ZV)
Ist X eine ZV mit E(|X|) < oo so heifit

V(X) = E((X - E(X))*) = E(X?) - E(X)*

Varianz von X.

18
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5.3 Funktionen von Zufallsvariablen

Satz 5.6 (Funktionen von Zufallsvariablen)
Sei X : Q@ — R"™ eine Zufallsvariable und g : R®™ — R™ mefibar. Dann ist go X : 2 — R™ ebenfalls
eine Zufallsvariable.

5.4 Momente und momenterzeugende Funktionen

Definition 5.7 (Momente)
Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und n € N, so dafl X™ quasi-integrierbar ist. Dann heifit

m, (X) = E(|X[") n-tes absolutes Moment
m,(X) =E(X"™) n-tes Moment und
m(X) =E((X —E(X))") n-tes zentriertes Moment von X

n

Definition 5.8 (symmetrische Verteilung)
Sei P Verteilung auf (R, B).
P heifit symmetrisch uma e R <  P(] — 00,0 — z]) = P([a + z, )

Satz 5.9
Sei P eine um a symmetrische Verteilung auf (R, B); X ~ Px = P. Dann gilt

) g€ L(R,B,P) = /gd]P’X - /g(a:) AP (z) = /g(Za—x) Py ()
11) ml(X) =a
iii) m9,,1(X)=0 VneN.

Definition 5.10 (momenterzeugende Funktion)
Ist X eine reelle ZV und D := {s € R|E(exp (sX)) < oo}, so heifit die Funktion

M:D — R
s — E(exp(sX)) = /CXp (sx) dPx (x)
momenterzeugende Funktion.

Satz 5.11
Sei X eine ZV mit momenterzeugender Funktion M : D — R. Ist | — a,a[C D fiir ein beliebiges
a > 0, so gilt

i) E(X™) < o0
i) M(s) = i%mxn)

"M (s)
ons

iii)

~E(X")
s=0



Kapitel 6

Bedingte Wahrscheinlichkeit und
Unabhangigkeit

6.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Definition 6.1 (bedingte W’keit)
Ist (Q, F,P) ein Wkeitsraum und P(B) > 0 fiir ein B € F, so heifit

P(-|B): F — [0,1]
P(AN B)
die bedingte W’keitverteilung bzw. bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Satz 6.2
P(- | B) ist W’keitsma$.

Satz 6.3
Sei (Q, F,P) ein Wkeitsraum und A, B € F sowie A,, € F,n € N. Dann gilt

n—1
Ist P(ﬂ A7;> >0=
i=1

P <f}1 Ai) — P(A1) - P(As|Ay) - ... P (An

n—1
na)
=1

Satz 6.4 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

o0

Sei (2, F,P) Wkeitsraum. Sei ] A; = Q eine disjunkte Zerlegung von € mit P(A4;) >0 VieN.
i=1

Dann gilt
P(A) =) P(A;)-P(A|A;) VAEF.
=1

Satz 6.5 (Satz von Bayes)

Sei (Q, F,P) Wkeitsraum mit | J A; = Q einer disjunkten Zerlegung von € mit P(4;) >0 Vi € N
i=1

und B € F mit P(B) > 0. Dann gilt

20
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P(B|Ai)P(A;)

; P(A;)P(B| A;)

]P)(Ai\B) =

6.2 Unabhingigkeit

Definition 6.6 (Unabhingigkeit von Ereignissen)
Ereignisse A; € F,i € I # (), eines W’keitsraumes (€, F,P) heiflen stochastisch unabhiingig (stu),
wenn fiir jede endliche Teilmenge ) # J C T gilt

P ﬂ Aj | = HP(Aj)

JjE€J JjeJ

Satz 6.7

a) A, B stu, P(B) > 0 = P(A| B) = P(A)
b) A, B stu= A, B stu.

Satz 6.8 (Borel-Cantelli-Lemma)
Sei (Q, F,P) Wkeitsraum und A;, 7 € N, eine Folge von Ereignissen mit A4; € F.

Ist > P(A;) < oo, so folgt
i=1
a) P(limsup 4;) =0
Sind die A4; stu und Y P(4;) = oo, so folgt

=1

b) P(limsup 4;) =1



Kapitel 7

Mehrdimensionale Verteilungen

7.1 Mehrdimensionale Verteilungen

Definition 7.1 (n-dimensionale ZV, Verteilungsfunktion)
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R™ eine n-dimensionale reelle ZV, X =
(X1,...,Xp). Dann heifit die Funktion

Fx:R" — 0,1]
x=(T1,...,2,) — PX<
= P(X;<z1,Xo<x9,...,X, <x,)
= PH{we

die n-dimensionale Verteilungsfunktion von X.

Satz 7.2
X,Y n-dimensionale ZV, X ~ Fx,Y ~ Fy.

Fxy = Fy = Px =Py.

Satz 7.3
Sei X : Q — R™ eine n-dimensionale ZV und g : R® — R* B"-B*-mefbar (Baire-Funktion). Dann
ist

GoX 0 —RE, we g(X(w))

eine k-dimensionale reelle ZV mit Verteilung
Pox)(A) = P(g(X) € A) = P{w € Q[ g(X(w)) € 4})

Definition 7.4 (Randverteilung)
Ist g : R” — R mit g(z) = z; fiir ein festes j € {1,...,n} (Projektion auf j-te Koordinate), so
gilt:
9(X) = X
Px,(A) = Px({zeR":2; € A})=P(X; € A) fir AcB

Py, heiit Randverteilung oder marginale Verteilung von Xj;.

7.2 Transformationssatz fiir Dichten

Satz 7.5

F
Sei X : Q@ — R ZV mit stetiger Verteilungsfunktion F'x und Dichte fx(x) = OFx(2)

ox

beziiglich

22
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0
des Lebesgue-Mafles A\. Weiterhin sei g : R — R bijektiv und stetig differenzierbar, % 2 0 mit
h=g 1t
: _ Oh(y) o
= g o X hat Dichte  fyox(y) = fx(h(y)) - Py beziiglich \.
Y

Satz 7.6 (Trafo fiir injektive g)
Sei X : @ — R mit Verteilungsfunktion Fx und stetiger Dichte fx sowie g : R — R eine Baire-

Funktion. Sei R > I = |J I, eine disjunktive Vereinigung offener Intervalle (I,, =]am, bm|)
meM
derart, daf} gilt:

a) Fx ist stetig differenzierbar auf I:

b) P(X el)=1

c) Sei gm =gl1,;  Gm : Im — R die Einschrinkung von g auf I,,, mit

1) gm ist stetig differenzierbar und bijektiv

Ogm ()
Ox 70

Dann gilt: g o X hat die Dichte

2)

foox W) = vm(y)

meM
Ohum (y)
wabet () = | D50 P20y e gz
0 sonst

und h,, = gt

Satz 7.7 (Verallgemeinerungen auf den n-dimensionalen Fall)
Sei X : Q — R™ ZV mit Dichte fx bzgl. A\™.

Sei g : R™ — R”™ Baire-Funktion.

Ferner sei G,,, € B", m € M derart, dafl

i) P(XemLE'JMGm) =1

ii) gm := g|g,, bijektiv und stetig differenzierbar.

Ohm (y)

L _ _ Ohmly)
el m(y) (aylayQ"’ayn

) und A, = gt

—=:J Jacobi-Matrix von A,

Dann gilt

foox(W) = vm(y)

meM

mit v (y) = { Pl (1) Kt ()] ol ) € G
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7.3 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Definition 7.8

i) Eine Familie von Mengensystemen F; C F, i € I # (), heifit
stochastisch unabhéngig, wenn dies fiir jede Familie von Ereignissen A; € F;, i € I, fiir alle
1 € I gilt. Vgl. Definition 6.6

ii) Eine Familie von Zufallsvariablen X; : © — Q;, auf einem W’keitsraum (€2, F,P) heifit
stochastisch unabhéngig, wenn dies fiir die Familie der von den Zufallsvariablen X; erzeugten
o-Algebra

o(X)=o(X;(F)) iel

gilt.

Satz 7.9
Ist X = (Xy,...,X,) reelle n-dimensionale ZV, so sind X1,..., X, stu < VeeR" gilt

PX<c¢) = PXi<c,...,Xn<cp)

= ﬁP(XL < C,’)
i=1

HFXi (ci)

Ist X diskret, so gilt: X3,..., X, stu < VeeT) xTy x...,xT, (T; Triger von X;) gilt

bzw. Fx(c)

Satz 7.10
Sind X1, ..., X, reelle unabhéingige ZV mit Dichten fx,,..., fx, bzgl. A, dann und genau dann
ist die gemeinsame Dichte von X = (X1, ..., X,,) das Produkt der einzelnen Dichten, d.h.

ist Dichte bzgl. A™.

Satz 7.11
Seien X7 : 2 — R™ und X5 :  — R™ zwei n;-dimensionale stochastisch unabhéngige Zufallsva-
riablen (i = 1,2) und h; : R™ — R™i Baire-Funktionen.

= YY) =hi;oX; und Y5 = hy o X5 stu.

Satz 7.12 (Erwartungswert des Produkts unabhingiger ZV)
Sind X3,..., X, unabhingige integrierbare ZV, so folgt

E (ﬁ qu) = ﬁ]E(Xq)

(Die Umkehrung folgt nicht!)
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Satz 7.13
Seien X7,...,X,, unabhéingige reelle ZV, deren momenterzeugende Funktionen M,..., M, alle
auf dem Intervall | — a, a[ definiert sind.

n
Sei S, := > Xj, so ist auch
i=1

M(s) = E(exp(s Sp))

auf | — a, a[ definiert und es gilt

7.4 Einige Ungleichungen

Satz 7.14 (Markow- und Tschebyschow-Ungleichungen)
Sei X : Q2 — R eine reelle ZV. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

1
PX| 20 < o [ X P
1 n
< LE(X])
Insbesondere (n = 1)

P(|X| >e€) < —E(]X]|) (Markow-Ungleichung)

a | =

und fiir E(|X|) < oo

P(|X —E(X)| >¢) < E((X 7€£E(X))2) = Vg() (Tschebyschow-Ungleichung).

Satz 7.15 (Jensen’sche Ungleichung)
Sei f: I — R eine konvexe Funktion auf einem Intervall I C R und X : 2 — [ eine integrierbare
ZV. Dann gilt

fEX)) <E(f(X))

7.5 Der mehrdimensionale Erwartungswert und die Kova-
rianzmatrix

Definition 7.16
Sei X : Q —R" X =(Xy,...,X,) eine n-dimensionale ZV, dann heifit

E(X) := (E(X1),...,E(X,))
der (n-dimensionale) Erwartungswert von X und
V(X) = E(X - E(X))(X - E(X))")

die Kovarianzmatrix von X.

Satz 7.17
Sei X : 2 — R" n-dimensionale ZV, A € R™*" und b € R™. Dann gilt

i) E(AX +b) = AE(X) +b
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i) V(AX +b) = AV(X) AT
ili) V(X) psd
Satz 7.18
XY ZV, X1,.... X, ZV
i) Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)
i) X,Ystu = Cov(X,Y)=0
iii)
v (Z Xz») = ) V(X)) +2 Y Cov(X;X;)
i=1 i=1 1<i<j<n
n
X1:...§n stu ZV(Xl)
i=1
Definition 7.19 (Korrelationskoeffizient)
Seien X,Y ZV mit V(X) < oo, V(Y') < co. Dann heifit
Cov(X,Y
p(X,Y) = ot 1)
V(X)V(Y)
der Korrelationskoeffizient von X und Y.
Satz 7.20
p(X,Y)[ <1
Satz 7.21 (Standardisierung)
Sei X = (X1,...,X,) n-dimensionale ZV mit E(X) = p und V(X) = 3. Dann existiert B €

R™™ mit Y =B YX-p) und EY)=0, sowie V(Y)=E,.



Kapitel 8

Einige spezielle Verteilungen und
deren Eigenschaften

8.1 Diskrete Verteilungen

Satz 8.1 (Erwartungswert und Varianz der B(n,p))

Seien X,..., X, stu mit X; ~ B(1,p), i =1,...,n. Dann gilt fir X = }_ X;
i=1

E(X) = n-p
VX) = n-p-(1-p)

Satz 8.2 (Zusammenhang zwischen B(1,p) und B(n,p))
Seien X,..., X, stu mit X; ~ B(1,p). Dann gilt:

X = zn:Xl- ~ B(n,p).

=1

Korollar 8.3
X1 ~ B(n1,p), Xo ~ B(ng,p) stu. = X; + Xy ~ B(n; + ne,p) Summenstabilitit

Definition 8.4 (Hypergeometrische Verteilung)
Modell: Ziehen ohne Zuriicklegen
X ~ H(”’ K7 N)’

K\ (N—-K
(k ) ( n—~k )
()
Satz 8.5 (Erwartungswert und Varianz von X ~ H(n, K, N))
X ~H(n,K,N)

Py

1 K N—-n

N N-—-1

Satz 8.6 (Zusammenhang zwischen B(n,p) und H(n, K, N))
Seien K, Ny € N mit 0 < K,,, < N,;, Folgen (m € N) mit K,;, — 00, N,, > cound p € [0,1],n €

m .
— p fiirm — oo
m

N fest. Dann gilt mit

lim P(H,, =k)=P(B=k) VkeN

m—00

27
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fir Hy, ~ H(n, Kyny Ny) und B ~ B(n, p).
Satz 8.7 (Zusammenhang zwischen B(n,p) und P()\))
Sei p,, € [0,1],n € N, eine Folge und A, = n - p, — A > 0 fiir n — co. Dann gilt
n—o0 )\k
b(k,n,py) "= e T Vk e N.

Definition 8.8 (Geometrische Verteilung)
Die diskrete Verteilung mit Parameter p € [0, 1] und Dichte

P(X=z)=(1-p)"'p €N

heifit geometrische Verteilung, kurz X ~ G(p), und beschreibt die Wahrscheinlichkeit der Anzahl
von Versuchen bis zum ersten Erfolg.

Satz 8.9 (Eigenschaften der Geometrischen Verteilung)
X ~Gp)

(a) E(X) = % und V(X) = 1-p

p2

(b) Gedichtnislosigkeit P(X = x + x| X > z0) = P(X = z)

Definition 8.10 (Negative Binomialverteilung)
Die diskrete Verteilung mit Parametern p € [0,1] und n € N sowie der Dichte

rz—1
n—1

]P’(Xz;v)z( )p”(l—p)gﬂ_n fire e Nz >n

heifit negative Binomialverteilung, kurz X ~ B~!(n, p).

Satz 8.11 (Zusammenhang zwischen G(p) und B~!(n,p))
Seien X1,..., X, stu mit X; ~ G(p),i =1,...,n. Dann gilt

X =) X;~B ' (np)
=1

Korollar 8.12
X ~ B Y(n,p) = E(X) = %
X=>Y X; X; ~G(p) stu

1=1
E(X)=n E(X;) =2 und V(X) = 2032
Negative Binomialverteilung ist nicht gedéchtnislos.

Definition 8.13 (Multinomialverteilung)
k
Sein e Nund p1,...,pr €[0,1] mit > p; =1. Sei Y = (¥1,...,Y}s) eine k-dimensionale diskrete

j=1

ZV mit Dichte
fyly) = PYj=vy; Vi=1,....k)
n! 5
Y Yk falls v —n
= yll--~yk!p1 Py 2i=1Ys
0 sonst.

Dann heifit die zugehorige Verteilung Multinomialverteilung mit Parametern n und py,...,pg :

Y~ M(nvplv"'7pk)'
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Satz 8.14 (Eigenschaften der Multinomialverteilung)

pr(l—=p1) —pip2 - —D1Dk
—pip2 p2(l—p2) --- —P2 Pk
iii) V(Y)=n .
—D1 Pk —D2 Pk o pe (1 —pg)

8.2 Die univariate Normalverteilung
Bekannt: X ~ N(u,0?) = E(X)=upu, V(X)=o2
Satz 8.15 (Lineare Transformation)
X ~N(u,0?) = Y =aX+b~ N(ap+b,ad’c?) fiira,beR,a+#0.

Korollar 8.16

X _
X ~N(po?) = v=2"F_N©D1).
Satz 8.17
X ~ N(p,0%) =
1-3:5...-(r—1)o" r=2kkeN
0 _ 9
mT(X){ 0 sonst

Satz 8.18 (Additivitit der Normalverteilung)
Seien X7 ~ N(u1,0%) und Xo ~ N(u2,03) stu

= X1+ X5 ~ N(p1 + p2, 07 + 03)

Korollar 8.19
X1,..., Xy, stu, X; ~ N(u;,02) firi =1,...,n. Dann gilt
2

) Y Xi~ N iy 2. 07)

- 1
s 2 2
= ...= lUp, = ... = = X:— X,LNN , —
i) g [in; 07 T nE (u )

n

Korollar 8.20
X1 ~ N(p1,02), Xo ~ N(pg,0%) stu. = aX; +bXa+c~ N(apy + bus + ¢, a’0? + b%03)

8.3 Die k-dimensionale Normalverteilung

Definition 8.21 (k-dimensionale Normalverteilung)
Sei X : Q — RF. X = (Xy,...,X}) heiBt k-dimensional (multivariat) standardnormalverteilt,
wenn X eine stetige Verteilung mit Dichte

et () oo (-154) emtnm e

besitzt: X ~ Nk(O,Ik)
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Satz 8.22

X ~Ng(0,Ix) < Xi,...,Xpstu,X; ~N(0,1)Vi=1,...

Definition 8.23
Sei X ~ Ni(0,I;) und A € RP* sowie u € RP. Dann heifit

Y=AX+pu
p-dimensional normalverteilt:
Y ~ Ny(p,X) mit X =AAT

Satz 8.24

Y~ Ny(uS) = E(Y)=u
V() =%

Satz 8.25
Wenn A € R¥F invertierbar, dann hat Y ~ N (u,¥) die Dichte fy : R¥ — R
1 (y—u)TE‘l(y—u))
= exXp | —
Y = e ( 2

mit ¥ = AAT.

Satz 8.26

a)YNNk(:U/vz) = }/iNN(/}'iazii) szlaak
b) Y ~ Ni(1,2) & n'Y ~Ni(n"p,n"Sn) VneRF
L _f X2
) (Y1,Y2) ~ Na(p, ¥) mit po = (1, p2) und ¥ =
Z:21 E22
Yl,YQ stu <~ 212 = 221 =0
8.4 Gamma- und Y?-Verteilung

Definition 8.27 (I'-Funktion)

(=)



8.5. T- UND F-VERTEILUNG 31

eI'm+1)=m! meN
o D(HH) =kt b3, 3. 1. /r falls k gerade.

Definition 8.29
Eine ZV X mit stetiger Dichte

Fx(akA) = F(Ak) (A2)* ! exp(—Az) - T(g.00) (a)

Mit & > 0 und A > 0 heifit T-verteilt: X ~ T'(k, A).

Satz 8.30
I'(k=1,\) = Exp()\)
Satz 8.31
EX) =% vix)=E und My(s) = (-2 ' fiir s < A
N e U XW=ANTs s s A

Definition 8.32
Eine ZV X mit stetiger Dichte

fx (k) = F(lk) (;)

2

N

. 1
g5t exp (—2 a:) 1 (0,00) ()

heiit x2-verteilt mit k Freiheitsgraden: X ~ x3.

Satz 8.33

E(X) =k, V(X)=2Fk, MX(S)_(1_128)2 s<1

Satz 8.34
X1,..., X, stumit X; ~ N(0,1). Dann

n
Y=) X7~
i=1

8.5 t- und F-Verteilung

Satz 8.35
Sei U ~ x2, und V ~ x2 stu. Dann hat die Zufallsvariable

~U/m
X= V/in
eine stetige Verteilung mit Dichte
F(m+n) m\ x%
Fx(@m,n) = st (*) wrm 0,00) ()
FE)ITE) A/ qg(m)y.)™ 7

Definition 8.36 (F-Verteilung)
Eine ZV X mit Dichte fx heifit F-verteilt mit Freiheitsgraden m und n: X ~ Fy, .
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Satz 8.37
X ~ Fpn = E(X) = ”2 fiir n > 2 und
n—
2n% (m+n —2)
X) = fii 4
V(X) =22 (n = 1) ir n >
Satz 8.38
Sei Z ~ N(0,1) und U ~ x? stu. Dann hat
x=_ 2
U/k
eine Verteilung mit Dichte
T
x\T) = =
L (3) Vkr (1+ Tz)

Definition 8.39 (¢-Verteilung)
Eine ZV X mit Dichte fx heifit t-verteilt mit k& Freiheitsgraden: X ~ tg.

Satz 8.40



Kapitel 9

Konvergenz und
Wahrscheinlichkeit

9.1 Konvergenzarten

Definition 9.1 (Konvergenzarten)
Sei (Q, F,P) Wkeitsraum und X; : Q@ — R ZV, i = 1,2,.... Dann konvergiert die Folge (X,,)nen
gegen eine ZV X : Q@ — R

a) fast sicher, wenn
P{w € Q| X, (w) = X(w) fir n — o0}) = 1;

X, X, X, X, X, %S X, X, > X wp L.

b) im r-ten Moment, r > 1, wenn

E(|X,|") <ooVn und E(|X,—X|")—0 firn— oo

X, > X

¢) in Wahrscheinlichkeit, falls
P(| X, — X|>¢) — 0 fiir n — oo Ve > 0;
X, 5 x

d) in Verteilung, falls
lim P(X, <z)=P(X <x)

und alle Stetigkeitsstellen von Fx(z) = P(X < z);
X, 2 x

Satz 9.2
Sei (X,)nen, Folge von ZV X, : Q - R und X : Q2 — R ZV. Dann gilt

a) X, > X = X,2X
b) X, X = X,5X
)X, 5X = X,5X firr>1

33
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)X, 52X = X,2X r>s>1

Satz 9.3

a) Xngc konstant = Xnﬂc

b) X, > X und P(X,|<k)=1 Vnundeinke Rt
=X,5X vr>1

c) Pole) =P(|X,, — X| >€) mit > P,(e) <oo Ve>0

=X, 5 x

9.2 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
Satz 9.4 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Seien Xi, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit E(X;) = g und V(X;) = 0% < 00 Vi =
1,...,n. Dann gilt
_ 1 & P
X = — Xl .
e

Satz 9.5 (Eindeutigkeit der Konvergenz)

~

X, 5 X und X, 55X = PX=X)=1

Satz 9.6
Seien A, und B, Folgen von ZV mit A, L 4 und B, £ b. Dann gilt

Satz 9.7
Sei X, eine Folge von ZV mit X, 5 cund f R — Reine in ¢ € R stetige Funktion

9.3 Konvergenz in Verteilung

Satz 9.8
Sei (X, )nen eine Folge von ZV mit Verteilungsfunktion X,, ~ F,,. Dann existiert X ~ F mit

Xn B x genau dann, wenn Ve > 0 eine Konstante k¥ € RT und ng € N existiert, so dafl
P(|X,| <k)>1—€¢ Vn>mng.

Satz 9.9

X, 2 X, a,b£0eRkonstant = bX,+a2>bX +a.
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Satz 9.10
X, 52X e E(g(X,) - E(g(X))

V beschrénkten und stetigen Funktionen g : R — R.
Satz 9.11 (Slutsky’s Theorem)
X, 2 X, A, 5awmdB, 5b = A, +B,X,2a+bX
Lemma 9.12
X, 52X o My, (s)— Mx(s) s€D vglSatz5.10

Satz 9.13 (Zentraler Grenzwertsatz)
Seien X;,i=1,... wi.v. mit E(X;) = g und V(X;) = 0% < 0o Vi = 1,.... Dann gilt

X —p

2 N(0,1)

bzw.
Satz 9.14 (Berry-Esseen)
Es seien Xi,..., X, wiv, X; ~ F mit E(X;) = p, V(X;) =0, E(X?) <0 =

3 ¢ (unabhiingig von F) mit

wobei G (z) :IP(\/H(X_M> <x>.

Satz 9.15
Es seien X1,..., X, wiv. mit X; ~ F, E(X;) = p, V(X;) = 02, E(X}) < 0o und k-tem zentralen
Moment 4 = E((X; — u)¥). Dann gilt:

Guta) = P (v (1) <o)

— )+ (1:E2)<p(x)+o<\/lﬁ>

erste Edgeworth-Korrektur

Satz 9.16 (A-Methode)
Falls /1 (X, —v) 2 N(0,72)

dann auch /7 (f(X,) — f(v)) 2 N <O’72 . af()(Z) )

af(v)
v

falls f : R — R in v differenzierbar ist und

£0.

Definition 9.17
Seien X7, ..., X, u.i.v. mit Verteilungsfunktion F'. Dann heif}t

~ 1 &
=1



9.3. KONVERGENZ IN VERTEILUNG

36

die empirische Verteilungsfunktion von X,..., X,.

Satz 9.18 (Satz von Glivenko-Cantelli)

a) F(z) iy F(z) VzeR

b) Vi (Eu(e) — F(z)) 2 N(0, F(2)(1 - F(z))) VzeR
) sup |Bo(z) — Fz)| 5 0
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