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Marco Cattaneo
Institut fiir Statistik

Nachname: ................cooociiiiii.
Vorname: ..........ccoooeiiiiiiiiiii
Matrikelnummer: .........................
Unterschrift:

Wichtig:

e Uberpriifen Sie, ob Ihr Klausurexemplar vollstindig ist. Die Klausur besteht aus finf
Aufgaben und der Standardnormalverteilung im Anhang. Tragen Sie Ihren Namen und
Thre Matrikelnummer lesbar ein.

e Verwenden Sie fiir Ihre Losungen ausschliefllich den Klausurbogen (Vorder- und Riicksei-
te), Zusatzblitter werden auf Anfrage ausgeteilt.

e Als Hilfsmittel zugelassen sind das ausgedruckte Skript sowie ein nicht-programmierbarer
Taschenrechner. Biicher, alte Klausuren und Ubungsaufgaben inkl. Losungen sind NICHT
zugelassen. Handschriftliche Ergénzungen aus der Vorlesung kénnen im Skript eingefiigt
sein, jedoch keine Losungen bzw. Losungsskizzen von Ubungs- oder Klausuraufgaben und
keine aus Biichern iibernommene Passagen.

e Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

Ich bin damit einverstanden, dafi das Klausurergebnis unter Angabe meiner Matrikelnummer
auf der Seite dieser Veranstaltung veroffentlicht wird. (Bei Nichtzutreffen bitten streichen.)

Viel Erfolg!
Punkte: Note:
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I Matrnr.:

Aufgabe 1
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
(0, fiir £ < =2
1 1 .
Fx(z)=¢ =+ -, fir —2<x<0
4 8
L 1+ ¢ (1 —exp(—x)), firz>0.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte fx(z).

b) Zeigen Sie, dass ¢; = }l und ¢y = Z
c¢) Berechnen Sie P(—1 < X <5).
Losung:
0, fiir @ < -2
a) fx(z) = %, fir —2<2<0

¢o - exp(—x), firz > 0.

b) Bestimmung von cj:

/ f(x)dz = 1 (Skript Satz 4.14)

flz)dx = dr+ [ co-exp(—
rie =[]

1

E

1

i

0|

IK + ¢y - [—exp(—z)]y

! 3

Bestimmung von c¢;:

lim F(z) = 1 (Skript Definition 4.10)

(2 Pkt.)
(3 Pkt.)
(2 Pkt.)

3
lim F(z) = lim ¢ + 1 (1 —exp(—x))
= + 51 1 == L
= 1 = c] =
Oder schneller:

1 )

Z = Fx(O):l;{IOlFX(JZ):Cl

1 = liTmFX(:E):cl+02:>czz—

09. Mai 2012 —2— LMU Miinchen



Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I

c)

Matrnr.:
Fx(5) = Fx(—1)
1 3 11
S 4 S(1—exp(=5)) — - — —(~1
1 —ep(=5) = - <(=1)
1 3 3 11
1ta o gy
0.8699465
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I Matrnr.:

Aufgabe 2

a) Gegeben seien die Mengen A C B C 2 und das Mengensystem £ = { A, B}.

Bestimmen Sie die von £ erzeugte o-Algebra iiber (2. (2 Pkt.)

b) Berechnen Sie die MaBe 1z, 17|z, A und A|j 4 fiir die Menge

)

C =1[4,5).
(2 Pkt.)
Sei Q1 ={1,2,...,6} und
Fr=10,{1,2,3,4},{3,4},{3,4,5,6},{1,2},{5,6},{1,2,5,6},% }

eine o-Algebra auf ;. Weiterhin sei Qs = {a, b, ¢} und F, = P();) eine o-Algebra
iiber QQ.

Sei f : Ql - QQ mit

a we{l,2,3 4}
wi— flw)=4¢ b we {5}

c we {6}
i) Bestimmen Sie das Urbild f~!(F). (2 Pkt.)
ii) Ist die Abbildung f Fi-Fo-messbar? (2 Pkt.)
d) Das Mengensystem A = {A C R| A ist abziihlbar oder A ist abzéihlbar} ist eine o-
Algebra {iber R. Untersuchen Sie, ob die folgende Funktion g : R — R A-B-messbar
ist. (2 Pkt.)
g(z) =2*
e) Untersuchen Sie, ob es sich bei der folgenden Funktion h um eine B-B-messbare
Funktion handelt. (2 Pkt.)
h(z) = exp(z) - Ig(z), z€R.
Loésung:
a)
o) = {0,A,B,A,B,AUB,AUB,AUB , AUB,AUB,Q}
N~ S~
=B =0 =4  B\A
— {0,A,B,A,B,AUB, B\ A,Q)
b) (C) =00, pgz(C) =1, AMC) =1, Apqg(C)=0.

1
Fy = P(s) = {0, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, Do}
i) S ({a}) ={1,2,3,4}

f7H b)) = {5}
f7({e}) = {6}
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I Matrnr.:

7 ({a,b}) ={1,2,3,4,5}
£ (beh) = (5.6)
f{a,c}) ={1,2,3,4,6}
=1

fH () =
ii) Nein, denn f~'({c}) = {6} ¢ F;.
d) Die Abbildung g ist nicht A-B-messbar, denn [0, 1] € B, aber

F0 1) ={zeRla*€[0,1]} =[-1,1] ¢ A

e) exp(z) - Ig(x), =z eR.

hi(x) = exp(x) ist messbar, da stetig auf R, und ho(z) = Ig(x) ist messbar, da

Q € B (vgl. Bsp. 2.7 und Satz 2.7 iv)) Sa 2180

h(z) = hq(z) - ho(z) ist messbar.
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I Matrnr.:

Aufgabe 3
Sei X exponentialverteilt mit der Dichte

Ix(z;A) = Xexp (=X - 2) - Lig.00)(2),

wobei A > 0.
Bestimmen Sie anhand des Transformationssatzes fiir Dichten die Dichte der Zufallsva-
riablen .
Y =¢g(X)=—.
9(X) e
(3 Pkt.)
Losung:
1
y=g(r) = =
1
<~ h(y) = ;
oh(y) 1
oy
Oh(y)
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I Matrnr.:

Aufgabe 4

Es seien X1, ..., X,, unabhéngig identisch verteilt mit folgender Dichte:

fiir x < =2,
fir —2<2<0,
~exp(—z) firz > 0.

sz(x> =

alw ok O

Berechnen Sie anhand des zentralen Grenzwertsatzes die approximative Wahrscheinlich-

keit: "y
P (Z—l > 0.6) =?

n
mit n = 100. (5 Pkt.)
Hinweis: E (X?) = 7.

Losung:

4
1 3
= ——Z+Z—0.5
V(X;) =E(X}) E(Xz)=6—05 3 0917

n V(X)) V(X))
Z~N(0,1)
06—05
—1-d(10. 222
( V0.917 )
P o(1.04)

=1-0.8508 = 0.1492
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I Matrnr.:

Aufgabe 5

(a) f:R — R ist eine Abbildung mit

fir x <0
firo<z <1
fﬁr1<x§%
fﬁrx>%.

fz) =

S =8 O

Ist f die Dichte einer Verteilung auf (R, B)? (mit Begriindung!)

(b) Die Zufallsvariable X besitze die Dichte
fx(x) = 32° T ().
Gilt dann fiir die Zufallsvariable Y = a + 0X? (a,b € R fest):
E(Y)=a+ gb?

(mit Begriindung!)
c) Sei A das Lebesgue-Mafl und

fn(x) 1:71[[07)(1:)7 neN, zeR

1
n
Zeigen Sie, dass

lim [ f,dA 7é/ lim f, d\.

n—oo

d) Kennzeichnen Sie jeweils die Menge (AAB) N C' in Abbildung 1.

Abbildung 1:
A B
A B
B
@ C

c

(1 Pkt.)

(1 Pkt.)

(2 Pkt.)
(1 Pkt.)
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Nachklausur Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I

Matrnr.:

e) Existiert ein zu folgender Funktion F' gehorendes Lebesgue-Stieltjes-Mafl Ag? (mit

Begriindung!)

0 firrx<-—1
z fir —1<zx<0
Fz) = —r firo<z<l1
0 firl <z
(1 Pkt.)
f) In einer Ebene sind 10 Geraden gegeben, von denen keine zwei parallel sind und
keine drei durch einen Punkt gehen. Wie viele Dreiecke bilden sie? (1 Pkt.)

Loésung:
a) Richtig
1 = /f(x)dx
1
= / f(x)dx:/xdx—i-/ ldx
0 0 1
1,0 2 1 3
- |37 rei-g g
b) Richtig
E(Y) = E(a+bX?
= a+b-E(X?
1
= a+b/ x? - 32% do
01
= a+b/ 32t dx
0
1
= a+b{§x5}
5 o
3
= —b
a+5
c)
. . . 1
lim [ f,d\ = lim [ nlgi(r)d)= lim n-)\([O,—)):
n—oo n—oo ‘n n—oo n
. 1 .
= llmn-(——O):hml:l
n—oo n n—oo

lim f,d\ =

n—oo

lim n][()’%)(x) d\ =

n—oo

fimsonf =

d) Siehe Abbildung 2

e) Nein, denn die Funktion F ist nicht monoton wachsend.

f) () =120
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T

() |

Abbildung 2:

T

() |

T

s

d(x)

0.04
0.09
0.14
0.19
0.24
0.29
0.34
0.39
0.44
0.49
0.54
0.59
0.64
0.69
0.74
0.79
0.84
0.89
0.94
0.99

Tabelle 1: Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

0.5160
0.5359
0.5557
0.5753
0.5948
0.6141
0.6331
0.6517
0.6700
0.6879
0.7054
0.7224
0.7389
0.7549
0.7704
0.7852
0.7995
0.8133
0.8264
0.8389

1.04
1.09
1.14
1.19
1.24
1.29
1.34
1.39
1.44
1.49
1.54
1.59
1.64
1.69
1.74
1.79
1.84
1.89
1.94
1.99

0.8508
0.8621
0.8729
0.8830
0.8925
0.9015
0.9099
0.9177
0.9251
0.9319
0.9382
0.9441
0.9495
0.9545
0.9591
0.9633
0.9671
0.9706
0.9738
0.9767

2.04
2.09
2.14
2.19
2.24
2.29
2.34
2.39
2.44
2.49
2.54
2.59
2.64
2.69
2.74
2.79
2.84
2.89
2.94
2.99

0.9793
0.9817
0.9838
0.9857
0.9875
0.9890
0.9904
0.9916
0.9927
0.9936
0.9945
0.9952
0.9959
0.9964
0.9969
0.9974
0.9977
0.9981
0.9984
0.9986
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