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Klausur

Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenz I
Wintersemester 2010/2011

Prof. Dr. Torsten Hothorn
Institut fiir Statistik

Name: Name, Vorname

Matrikelnummer: 0123456
Unterschrift: .................

Wichtig:

e Kontrollieren Sie Ihren Namen und die Matrikelnummer. Uberpriifen Sie, ob Ihr Klausur-
exemplar vollstandig ist. Die Klausur besteht aus vier Aufgaben und einem Deckblatt.

e Verwenden Sie fiir Thre Losungen ausschlielich den Klausurbogen (Vorder- und Riicksei-
te), Zusatzblitter werden auf Anfrage ausgeteilt.

e Als Hilfsmittel zugelassen sind alle Mitschriften der Vorlesung und der Ubung, das aus-
gedruckte Skript sowie Biicher und ein Taschenrechner.

e Die Bearbeitungszeit betriagt 120 Minuten.

Ich bin damit einverstanden, daf3 das Klausurergebnis unter Angabe meiner Matrikelnummer
auf der Seite

http://www.stat.uni-muenchen.de/~hothorn

veroffentlicht wird. (Bei Nichtzutreffen bitten streichen.)

Es sind insgesamt 33 Punkte zu erreichen.
Aus 0% bearbeiteten Ubungsaufgaben haben Sie bereits 0 Bonuspunkte erworben. v/

Viel Erfolg!
Punkte: Note:
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Aufgabe 1

(a) Sei X eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable mit zugehériger Dichte

1 1
= — R.
fx(z) T 142% ve
Bestimmen Sie die Dichte der Zufallsvariablen Y = +

Welcher Verteilung folgt Y7

<

(2 Pkt.)
(1 Pkt.)

(b) Seien X; und X, zwei unabhéngige U (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie mit-
tels Dichtetransformation, dass die Zufallsvariable U = X - X5 die folgende Dichte

besitzt:
fo(u) = —1In(u), we(0,1).

(4 Pkt.)

Hinweis: Verwenden Sie zum Beispiel die Baire-Funktion g(z1, x2) = (21 - 22, x2).

Losung:
1 1 1
Y = — X =— hiy) =g Yy) = =
(a) x = vy = My =g") ;
d1 1
dyy y?
1 1 1 1
fY(Z/) = ’ =

r (1 ) A P (e g) e @D
= Y ist wieder Cauchy-verteilt.
U .= X1 . XQ

r1,%a) = (1 - X9, T2 )= (u,v
g(x1,w2) = (21 - 23, 2 ) = (u,0)

u I u
D: wu=xz-29 = xlz—(:)—
i) (%

(II): v=122 = a3=v

= h(u,v) = g *(u,v) = (%,v)

Oh(u,v)
= det (—8uav

fu(u)

) = det

1

) 1 1

voov? :_.1_0.<_%):_
v v v

0 1

[ b
/le,)Q (%v) . H v

U 1
00 (2) st Lo

1

1
/;dv = [Inv]) = —Inu fiir u € (0,1)

Oh(u,v)
det( Sud )’ dv

u
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Aufgabe 2
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit zugehoriger Dichte

c-x-e® x>0

fx(l’;c) = {

0 , sonst.
a) Zeigen Sie, dass die Konstante ¢ = 4. (2 Pkt.)
b) Berechnen Sie den Erwartungswert E(X) von X. (2 Pkt.)

c) Die zugehorige Verteilungsfunktion von X ist
Fx(z) =1—e (14 22).

Berechnen Sie anhand der Verteilungsfunktion P(X? < k), k € R fest. (2 Pkt.)
(Es muss keine Dichtetransformation angewandt werden!)

d) Sei Y = ¢g(X) mit
1 ,x <4
g(fC)I{1 1

17T ,r > 4.
Berechnen Sie den Erwartungswert E(Y). (2 Pkt.)
Losung:
a)
+oo
+00 +oo
- PI €—2z 6—250
c-x-e “dr=|_cr — c dx
~~ =~ _9 —~ —2
o [ g’ o~~~ 0 I N~
g 0 g
—2x 7 +00
_c [ ] _ oLy
21 -2], 4
= c=4
b)

_20
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Alternative 1:

Il
W
S
®

e

8
QU
S

Il
—_

Vv
Integral iiber Dichte aus Aufgabenstellung

Alternative 2:

Die Dichte ist die einer Gammaverteilung: X ~ I'(2,2) =

E(X):gzl.

P(X? < k) =P(—Vk < X <Vk)
= Fx(Vk) = Fx(—Vk)
0

_FX(\/E)_{l—e‘NE(l—FQ\/E), k>0

0, sonst.

E(Y) = E(¢(X)) = / o(x) - fx(x) d

71
/4m e ¥ dx + / e 4z - e 2 dx
x

0 4
6729000

=F(4
()+{_2}4
68

- 2 —17e8
=1—-09e %+ -—— =2 """ ~0.997
e "+ 7 5
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Aufgabe 3
Sei (R, B, \) ein Mafiraum und

f:R— R,
flz) =2 VreR

und
A={(a,b]]a,be R a<b}

(a) Bestimmen Sie das Urbild
fHA) VA € A (3 Pkt.)

(b) Sei A\; das Bildmaf des Lebesguemafies A unter f. Bestimmen Sie das Bildma8

A(A) VA € A. (3 Pkt.)

Hinweis: Unterscheiden Sie in (a) und (b) jeweils die drei Félle:
Fall 1: A = (a,b] mit a < 0,b < 0.
Fall 2: A = (a,b] mit a < 0,b> 0.
Fall 3: A = (a,b] mit a > 0,0 > 0.

Losung:

(a)

Fall 1: f'(4) = {zeR|f(z) <€ (a,b],a<0,b<0}
= {zeR|2*° € (a,b],a<0,b<0} =10
Fall 2 f1(A) = {z €R|f(z)€ (a,b],a<0,b>0}
{z eR|2? € (a,b], a <0,b>0} = [—Vb, Vb
{r eR|f(z) € (a,b],a>0,b>0}
= {zeR|z®e (a,b],a>0,b>0}=[-Vb,—a U[Va, V]

Fall 3:  f~'(A)

Fall 1: A;(A) = X

Fall 2: A;(A) = X(

Fall 3: A\p(A) = A(f*
(
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Aufgabe 4

a) 10 Personen verabschieden sich voneinander mit Hindedruck. Jeder geht allein nach
Hause. Wie oft werden Hénde gedriickt? (1 Pkt.)

b) (i) Sei O = {1,2,3,4,5,6} und & = {{1,2,3,4},{3,4,5,6}}.
Bestimmen Sie F = o(&), d.h. die von & erzeugte o-Algebra. (1 Pkt.)
(i) Sei Qg = {2,7}. Zeigen Sie, dass die Funktion

X: Ql — QQ
2 fallsw=1,2,3,4
X(w) = alls w , 2,3,
7 falls w=25,6
eine Zufallsvariable iiber (21, F) ist. (2 Pkt.)
(iii) Geben Sie eine Funktion Y : 21 — R an, die keine Zufallsvariable iiber (€, F)
ist. (1 Pkt.)

c) Essei A) = {1,2,3}, Ay ={2,3,6}, A3 = {1,2,4,6} und P die diskrete Gleichver-
teilung mit Tréger {1,...,6}.

(i) Uberpriifen Sie, ob
3 3
P (ﬂ Ai> =[P4 (1 Pkt.)
i=1 i=1

(ii) Sind die Ereignisse A;, As, A3 stochastisch unabhéngig? (1 Pkt.)

d) Die momenterzeugene Funktion einer negativ binomialverteilten Zufallsvariable

X ~ B7(n,p) lautet: .
My (s) = (ﬁ) |

Es seien Xi,..., X, stu Zufallsvariablen mit X; ~ B~*(n;,p),i = 1,...,n. Welcher

Verteilung folgt YV = > X;7 (2 Pkt.)
i=1

(Bitte auch die Parameter der Verteilung angeben!)

e) Gegeben sei der Mafiraum (€2, F, u) = (N, P(N), p1,) mit dem Zahlma$ p,. Fiir das
Mafl v auf F gelte:

v({w}) = (f © pa)({w}) = % w € Q.

Berechnen Sie das Integral [ h dv fiir die Abbildung A : @ — Q mit h(w) = w. (1 Pkt.)
Hinweis: ) (%)Z =1
i=1

f) Sei X; ~ N(0,0?). Zeigen Sie, dass

n X2

Hexp (—’) 5 exp(c?). (2 Pkt.)
n

i=1
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Losungen:
a)
9
10 . 9-10
(2) =45, bzw. ;1— — =45
b) (i)
F = 0-(5) = {{17 2,3, 4}7 {3747 9, 6}7 {57 6}’ {17 2}7 {17 2,5, 6}7 {374}7 ®7 Ql}

(ii) Ja, denn X ist messbar beziiglich F:

X'{2}) = {1,2,3,4 e F
X'{mn) = {56}ecF
X'{0}) = 0erF

X 1) = e F

(iii) Zum Beispiel

Y (w) 2 fallsw=1
w) =
7 fallsw=2,3,4,5,6

c) (i)

(ii) Nein, denn

P(4: N A) = P({2,3)) = 5 # B(A1) - P(A) = > -5 = |
d
) M—ﬁM()—ﬁ(L)m_< P )Zm
Y_izl e _izl 1_(1_p)68 B 1_(1—]))63
= ZXlNB_l(anp)

)
/hdz/:/hd(f@,uz)Z/w-%duzz/%duzz -i(%)w:5-1=5

w=1
)
Gz 32 B Rx) - vix) + (X2 - o
. — n i 7 i
- X2 "L X2
Satz 9.7: gexp ( nl ) = exp ; nz — exp(o?)
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