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Nachholklausur
Statistik 11

Sommersemester 2008

Prof. Dr. Torsten Hothorn
Institut fiir Statistik

Name: Name, Vorname
Matrikelnummer: 0123456

Wichtig:

o Uberpriifen Sie, ob Thr Klausurexemplar vollstindig ist. Die Klausur besteht aus finf
Aufgaben (jeweils zwei Seiten) sowie einem Deckblatt. Kontrollieren Sie Thren Namen
und die Matrikelnummer.

e Verwenden Sie fiir [hre Losungen ausschliefilich den Klausurbogen (Vorder- und Riicksei-
te), Zusatzblitter werden auf Anfrage ausgeteilt.

e Als Hilfsmittel zugelassen sind alle Mitschriften der Vorlesung und der Ubung, das aus-
gedruckte Skript sowie Biicher und ein Taschenrechner.

e Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

(] Ich bin damit einverstanden, dafl das Klausurergebnis unter Angabe meiner Matrikelnummer
auf der Seite

http://www.stat.uni-muenchen.de/~hothorn

veroffentlicht wird.

Viel Erfolg!

Punkte: Note:
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Aufgabe 1
Sind die folgenden Fragen richtig oder falsch (mit kurzer Begriindung)?

a) Im R? ist das Lebesgue-Maf einer Strecke deren Linge. (1 Pkt.)
Nicht richtig, deren Lebesgue-Maf ist 0.

b) Sei Q = {a,b,c} und A = {{a},{b,c},{a,b,c}}. Dann stimmt A mit der von A
erzeugten o-Algebra o(A) tiberein. (1 Pkt.)
Nicht richtig, denn A enthélt die leere Menge nicht, wohl aber jede o-Algebra.

c¢) Ist Fx(x) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X und besitzt Fx(z) an der
Stelle xy eine Sprungstelle, so ist P(X = zq) > 0. (1 Pkt.)
Richtig, denn eine Sprungstelle in einer Verteilungsfunktion kennzeichnet diese Stelle
als Punkt mit positiver Wahrscheinlichkeit.

d) Ist Fx(z) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X so gilt
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a). (1 Pkt.)
Nicht richtig, denn Fx(b) — Fx(a) =P(a < X < b) und P(X = b) muf nicht 0 sein.
e) Ist X ~ N(0,1) so gilt X +2~ N(2,2). (1 Pkt.)
Nicht richtig, denn X +2 ~ N(2,1).
f) Sind X und Y unkorreliert, so sind auch X und —Y unkorreliert. (1 Pkt.)
Richtig, denn

Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(®Y)
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Aufgabe 2
Der Bogenschiitze Xaver Pfeil schiefit iibungshalber auf eine Scheibe mit Radius 1m.
Der Abstand des Treffpunktes vom Scheibenmittelpunkt X kann als eine stetige reelle
Zufallsvariable aufgefat werden mit Wahrscheinlichkeitsdichte

fx(x) = c(x —1)*Lo1)(2),z € R,c € R.
a) Berechnen Sie die Konstante c. (Falls das nicht gelingt, behalten Sie ¢ in den folgen-
den Aufgaben bei.) (2 Pkt.)
b) Berechnen Sie E(X) und V(X). (6 Pkt.)
) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx(z) der Zufallsvariable X. (2 Pkt.)
d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafi der Abstand X kleiner als 0.2 ist? (1 Pkt.)
e) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ der Abstand X zwischen 0.1 und 0.2 liegt?

C

(2 Pkt.)
Losung
a)
' 1
1 = /fX(x)dx:c/ (x —1)*dx
1 0
= c/ (2 — 2z +1)dx
; 1
= c{3x3—x2+x}o
. =c=3
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= V(X) = E(X?) - E(X)?
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z <0
Fx(z) = ¢a3—-322+3z O0<z<1
r>1

d) und e)

P(X <02) = Fx(0.2)
= 0.2(0.2°-3-0.2+43) =0.488
P(X <0.1) = Fx(0.1)
= 0.1(0.1*=3-0.143) =0.271
P(0.1 <X <02) = Fx(0.2) — Fx(0.1) = 0.217
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Aufgabe 3
Sei X eine auf dem Intervall (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeits-
dichte fx(l,’) = ](071) (l‘)

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte von Y = —2log(X). (6 Pkt.)
b) Welcher Verteilung folgt Y7 (1 Pkt.)

Losung

fx(x) = Io)(x)
y = g(z) = —2log(x)
Transformationssatz fiir Dichten (Satz 8.5)

y = —2log(z)
& —==log(x) & xz=exp (—%) =: h(y)
40— ()- ()
= ) = el %2

= Jx (e (-2))- ‘_%eXp (-3)
= o (o0 () e ()

= Y ~ x5 = Exp(1/2).
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Aufgabe 4
X und Y seien unkorrelierte Zufallsvariablen. Bestimmen Sie die Korrelation der Zufalls-
variablen X +Y und X — Y in Abhéngigkeit der Varianzen V(X) und V(Y). (6 Pkt.)

Losung

Cov(X +Y, X —Y) = E(X+Y)(X —Y)) —E(X + Y)E(X — Y)
— E(X2_XY + XY —Y?) — (E(X) + E(Y)) (E(X) — E(Y))
= E(X?) B (Y?) - (B(X) —E(X)E(Y) + E(V)E(X) ~E(V)?)

=0

Weiterhin:

Cov(X+Y, X -Y)
VV(X +Y)V(X -Y)
V(X) = V(Y) V(X) - V(Y)

Jom vy OV

= PX+Y,X-Y
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Aufgabe 5
Es seien X1, ..., X, unabhingig identisch verteilt mit X; ~ x3 (x*-Verteilung mit zwei
Freiheitsgraden). Zeigen Sie, daf

1 — < Xi> p 1
—Zexp - = <.
nizl 2 2

(4 Pkt.)
Losung
Erste Moglichkeit:

exp (—3t) = h(X;) ~ U[0,1] nach Aufgabe 3 und somit ist E (exp (—%t)) = 1 und die
Behauptung folgt mit dem Gesetz der groflen Zahlen.

Zweite Moglichkeit:

Die Dichte der x3-Verteilung ist fy,(z) = 1 exp (—%) und damit folgt

E <exp (—%)) = /000 exp (_§> . % - exp (_§> dx
[

1 oo
= —/ exp(—x) dx
2 Jo

= L (o)l
1 1
= 5Um0=5

Mit dem Gesetz der grofien Zahlen folgt nun:

- exp | —=) = =
n LA 2
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