Statistik | fiir Soziologen 3.1 LagemaBe

Lagemalle als Losung eines Optimierungsproblems

Gegeben sei die Urliste x1, ..., x, eines intervallskalierten Merkmals X', die zu einer Zahl
a® zusammengefasst werden soll. Man konnte sagen, der beste Wert a* ist derjenige,
der den Gesamtabstand zwischen a* und den Daten minimiert.

Misst man den Abstand

quadratisch (x — a*)? soergibtsich a*=2
linear durch den Absolutbetrag |z — a*| so ergibt sich  a* = .04

Fiir alle anderen Werte a € R gilt:

mn n

D (@ —2)? <) (2 —a)?,

mn mn
> @i — Tmea |< )| — al.
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3.1 LagemaBe

3.1.5 Geometrisches Mittel

Sei T :={0,...,n} eine Menge von Zeitpunkten und B(7) =: b; ein zum Zeitpunkt ¢

erhobenes Merkmal, z.B. das Bruttosozialprodukt.

Fiires=1,...,n heiB3t

der i-te Wachstumsfaktor und

die i-te Wachstumsrate.

Man nennt

1
n

n n
jgeom = H.CUZ = (CI?llEQQZ‘n)
1=1

das geometrische Mittel der Wachstumsfaktoren z1, ..., x,.
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Beispiel : Wirtschaftwachstum gemessen zu drei Zeitpunkten.

? 0 1 2
b; | 1000 1500 750
T; 1.5 0.5

r; 0.5 -0.5

Geometrisches Mittel der Wachstumsfaktoren:

1
T geom = (H x) (21 - 22)? = V1.5 0.5 = v/0.75 ~ 0.8660

Bemerkungen:

o Es gilt b,, = bg - (ifgeom)n
d.h. Zyeom ist tatsachlich ein durchschnittlicher Wachstumsfaktor, namlich derjenige
Wert, der sich aus b,, und by ergabe, wenn zu allen Zeitpunkten konstantes \Wachstum

geherrscht hatte.
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e Das geometrische Mittel kann auch zur Prognose (unter der Stabilitditsannahme, dass
das durchschnittliches Wachstum gleich bleibt) verwendet werden:

bn—i—q = by, - (jgeom)qa q < IN.

e Logarithmieren liefert:

n

~ 1 Z
n -

=1

Das geometrische Mittel ist also ein arithmetisches Mittel auf der logarithmierten
Skala.

e Man kann zeigen:
jgeom <

ILA. wiirde also die Angabe von T zu hohe Wachstumsraten vortauschen.
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3.1.6 Harmonisches Mittel

Beispiel: Die Entfernung von A nach B sei 99 km. Herr K. humpelt von A nach B
mit konstant 1 km/h und fahrt zuriick mit konstant 99 km/h. Wie groB3 ist seine
Durchschnittsgeschwindigkeit?

Die naive Losung: 50 km/h ist falsch!

zuriickgelegter Weg 198 km

Durchschnitt hwindigkeit = — = 1.98 km/h
urchschnittsgeschwindigkei Z e 00T m/
Allgemein: Sei x4,...,x, mit x; # 0 fiir alle ¢« die Urliste eines verhaltnisskalierten
Merkmals X. Dann heif3t !
ihCLT = 1 1
HZ?:M;_Z.
das harmonische Mittel der Werte x4, ..., x,,.
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3.2 Streuungsmale

Eine Verteilung ist durch die Angabe von einem oder mehreren LagemaBen nur unzurei-
chend beschrieben.

Beispiel: Haufigkeitsverteilungen mit gleicher zentraler Tendenz:

geringe Variabilitat mittlere Variabilitat grofRe Variabilitat
0 0 0
o 7] o 7] o 7]
< < <
S 7 S 7 S 7
™ ™ ™
S 7] S 7] S 7]
N N N
S 7] S 7] S 7]
— — —
N J L N N
Q Q Q ~nﬂmj]:ﬂ:ﬂ:|:|:|:l:l:|:ﬂ:l:|:|:|:ﬂ:[th:&=_
o~ o - o -
[ I I I I I ] [ I I I I I ] [ I I I I I ]
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
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StreuungsmalBe beantworten Fragen wie

e Wie groB3 ist die durchschnittliche Abweichung vom Mittelwert?
e Uber welchen Bereich erstrecken sich die Beobachtungen?

e Wie stark schwanken die Beobachtungen?

Bemerkung:

Von Streuung im eigentlichen Sinne kann man nur bei mindestens intervallskalierten
Daten sprechen, da nur dort Abstande interpretierbar sind.
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3.2.1 Varianz und Standardabweichung

Sei x1,...,x, die Urliste eines intervallskalierten Merkmals X. Dann heiB3t
1 n
~2 12
SX = EZ;(ZUZ — fE)
1=

die empirische Streuung, Stichprobenstreuung oder Standardabweichung von X.

3 Lage- und StreuungsmaBe 141



Statistik | fiir Soziologen 3.2 StreuungsmaBe

Bemerkungen:

e Die Varianz misst die durchschnittliche quadrierte Abweichung vom Mittelwert.

e Vorsicht: Der Begriff Streuung wird in einem doppelten Sinne gebraucht: Allgemein
als Phanomen generell (,,wir suchen nach MaBzahlen zur Beschreibung der Streuung
der Daten"), andererseits als eine bestimmte MaBzahl fiir das Problem.

e Durch das Quadrieren tragen negative und positive Abweichungen vom Mittelwert
gleichermaBen zur Varianz bei.

e Die Varianz besitzt im Vergleich zum Merkmal X die quadrierte Einheit. Sie ist
daher unanschaulicher zu interpretieren, besitzt aber andererseits viele mathematische
Vorziige.

e Die Standardabweichung wird in der gleichen Einheit gemessen wie X.
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e Sind die Ausprigungen ai,...,a; mit (relativer) Haufigkeitsverteilung hy, ..., hg
bzw. f1,..., fr gegeben, so gilt

g=1

k
= D fila;—2)?
j=1

e [st aus dem Kontext klar ersichtlich welches Merkmal betrachtet wird, so lasst man
das X in der Notation auch hiufig weg, schreibt also einfach 52 und 3.
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Beispiel: Statistikbiicher.

Haufigkeiten
alp — h1:2
CL2:1 h2:2
CL3:2 h3:4
CL4=3 h4:1
as = 12 hs =1

o

o

e o o
LA S ST N B .
0 1 2,3

x0.25=1

Mittelwert x=2.5

Median x,,cq =2

0.75=2
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Berechnung der Varianz iiber die urspriingliche Formel:

1 n
52 o — -—_2:
§° = n;:1(:1:z T)
1

— E((O —2.5)2+ (0 —2.5)°+ (1 —2.5)% + (1 — 2.5)°
+(2-25)2+(2-25)+(2-25)2+(2—-2.5)"+ (3 —-2.5)* + (12 — 2.5)%)
108.5
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Berechnung iiber die Haufigkeitsverteilung:

T o[ (-5 (57 (-2
1 2 | 0-2.5=-25 6.25 12.5
2 1 | 2 -1.5 2.25 4.5
3 2 | 4 -0.5 0.25 1
4 3|1 0.5 0.25 0.25
5 12 | 1 9.5 90.25 90.25

Summe 10 ns? = 108.5

— 52 =10.85

Standardabweichung:

§=+v10.85 ~ 3.29 (Einheit: Biicher)

3 Lage- und StreuungsmaRe 146



Statistik | fiir Soziologen 3.2 StreuungsmaBe

Transformationen: Wie andert sich die Varianz bei linear affiner Transformation eines
Merkmals?

Satz 3.7.

Sei xq,...,x, die Urliste eines mindestens intervallskalierten Merkmals X mit sx > 0
und y1,...,y, die zugehorige Urliste des Merkmals Y =a - X + b.
Dann gilt
5y =a*- 5%
und

<§Y = |CL‘ - SX.
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Bemerkungen:

e Die additive Konstante b spielt keine Rolle. Diese bewirkt lediglich eine Verschiebung
der Werte, andert aber nicht die Form und damit das Streuverhalten.

e Vorfaktoren sind bei der Varianz quadratisch , herauszuziehen”,
e Eine spezielle Transformation, die sogenannte Standardisierung, ist der Ubergang

zum Merkmal Z mit -
r; — T

2z =
1 gX
Z besitzt arithmetisches Mittel 0 und (empirische) Varianz 1.
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Verschiebungssatz: Es gilt

. 2
5% = — Za: %sz =22 — (7)°
i=1

Achtung (sehr haufige Fehlerquelle):

Der Verschiebungssatz ist sehr bequem zum Berechnen der Varianz. Allerdings kdnnen

bei sehr groBen Auspragungen beim Verwenden von Taschenrechnern starke Rundungs-
fehler auftreten, die das Ergebnis eventuell verfilschen.
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3.2 StreuungsmaBe

Beispiel: Statistikbiicher.
Berechne die empirische Varianz mit Hilfe des Verschiebungssatzes.

Anzahl Biicher: X

Person i T 72
1 0 0
2 2 4
3 1
4 2
5 2
6 3
7 0
8 12
9 1
10 2

Summe 25

Mittelwert
§% =12 — (2)2=171-(2.5)*=10.85,  5x =3.29
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Varianzzerlegung / Streuungszerlegung: Varianz bei geschichteten Daten.

Zur Erinnerung: Daten liegen oft in Schichten vor.
Beispiel: Daten iiber Einkommensverteilung geschichtet nach Bundesland.
Bei der Berechnung von & waren die einzelnen Besetzungszahlen sehr wichtig.

Schicht L,...,0,...,z
z
Besetzungszahlen nq,...,n;...,n,; g ng=n
=1
Mittelwerte 775 IR 7 IO 8
- =2 =2 =2
Varianzen STy S1yeee, 8

Fir das arithmetische Mittel gilt
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Seien nun
z
57 —1 > s
innerhalb n l
=1
sowie
1 z
~9 L Z _ —\2
S ywischen *— nl(xl o ZC)
n
=1
o 32 - durchschnittliche Varianz innerhalb der Schichten
innerhalb
e 5% . ... Varianz der Durchschnittswerte zwischen den Schichten
Wann ist
~2 L :?
® Szwischen — O
~2 _
® Sinnerhalb _ O?

Wie setzt sich die Gesamtvarianz aus den beiden Bestandteilen zusammen?
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Varianzzerlegung Es gilt

Gesamtvarianz = Varianz in. d. Schichten + Varianz zw. d. Schichten
=2 _ 2 =2
S e Sinnerhalb + S wischen
Bemerkungen:
e Im Detail gilt also mit den Urlisten {x1;, z2;,...,Zpn,} in Schicht [l =1,...,z2

—Y szl—x Zszl—xl + — anxl—a:
1=1

l—l 1=1

e Diese Zerlegungsmoglichkeit gilt nur fiir Vartanzen, nicht aber fiir andere Streuungs-
maBe. Letztendlich ist sie der Grund fiir die Beliebtheit der Varianz — trotz anderer
Unannehmlichkeiten. Deshalb sollte man eher von der Varianzzerlegung als von der
Streuungszerlegung sprechen.

e Bei vielen Verfahren werden Varianzzerlegungen betrachtet; dies ist ein ganz grund-
legendes Prinzip in der Statistik.
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Interpretation der Varianzzerlegung
Beispiel: Einkommen der einzelnen Bundeslander:

Die Wichtigkeit (Erklarungskraft) der schichtbildenden Variable kann bewertet werden:

. . ~9 . . ~9 ~ . . . " .
je groBer 57, .. im Vergleich zu s° bzw. 57 . . ist, desto , mehr Variation® wird

durch die Schichtungsvariable erklart.

. 22 - - 22
Was bedeutet: 52 .., groB im Vergleich zu 52 . ., *
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Korrigierte empirische Varianz:

Neben der empirischen Varianz existiert noch eine alternative Definition der Varianz, die
korrigierte empirische Varianz.

Sei x1,...,x, die Urliste eines intervallskalierten Merkmals X. Dann heiB3t

1 n
2 . L =)\2
°X T T ;:1:(5’% z)

die korrigierte empirische Varianz oder korrigierte Stichprobenvarianz von X.
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Bemerkungen:

e Der Sinn des Vorfaktors —— wird erst in Statistik Il deutlich: s% hat theoretisch

schonere Eigenschaften als 5% .
e Fiir groBen Stichprobenumfang n nahern sich s5, und §5 an, weil dann n — 1 ~ n.

e Auch fiir die korrigierte Varianz gilt die Aussage zu linearen Transformationen, d.h.
ist x1,...,x, die Urliste eines mindestens intervallskalierten Merkmals X mit sx > 0
und y1,...,Yy, die zugehorige Urliste des Merkmals Y = a - X 4+ b. Dann gilt

53 =a” - s%.
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3.2.2 Weitere Streuungsmalle

Variationskoeffizient:
Definition 3.8.

Ist z > 0, so heiBt die GroBe

l

X
VX = —

T
Variationskoeffizient des Merkmals X.

Bemerkungen:

e Gemessen wird hier die Streuung relativ zum Mittelwert. Insbesondere ist vx dimen-
sionslos.

e Der Variationskoeffizient erlaubt beispielsweise auch den Vergleich der Streuung von
Preisen, die in verschiedenen Wahrungen gemessen wurden.
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Inter-Quartils-Abstand:
Sind xg 25 und zg 75 das obere und das untere Quartil eines Merkmals, so heil3t

dox = To.75 — T0.25

der Interquartilsabstand.

Median-Absolute-Deviation:

Der Median der Werte |x; — Tpmeq|, © = 1,...,n heiBt Median-Absolute-Deviation von
X (MADy).

Spannweite:
Die GroBe

RX = ZC(n) — ZC(l)

heiBt Spannweite von X.
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Bemerkungen

Alle betrachteten StreuungsmaBe sind nur fiir (mindestens) intervallskalierte Merk-
malse sinnvoll definiert, da sie auf Abstinden (typischerweise dem Abstand der
Beobachtungen zu einem LagemaB) beruhen.

52,5, 5%, s sind die gebriuchlichsten StreuungsmaBe.

5%, 5, s%, s sind sehr empfindlich gegeniiber AusreiBern! Das Gleiche gilt fiir die

Spannweite R. MAD und dg hingegen entstammen der sogenannten robusten
Statistik, die sich um ausreiBerresistente Methoden bemiiht.

Gilt z1 = 29 = ... = x,, so weisen alle StreungsmaBe den Wert 0 auf. Mit Ausnahme
von dg und M AD gilt auch die Umkehrung: Sind die SteuungsmaBe (auBer eben dg
und M AD) = 0, so sind alle Werte der Urliste gleich.

Eine haufige Ursache fiir Verwirrung und Missverstandnisse liegt darin, dass der
Begriff ,,Streuung” in der Statistik in einem doppelten Sinn gebraucht wird:

— in einem allgemeinen Sinn: Streuung als Phdnomen (,,Die Daten streuen stark").
— in einem speziellen Sinn: als eine MaBzahl fiir dieses Phanomen.
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Beispiel: Statistikbiicher

vx = Sx /T = 3.29/2.5 = 1.316 (dimensionslos, normiert)

Toos =1 xgrs =2

Rx =12

Auspragungen

>
<.

0
1
2
3
12

R = B NN

2

10

= dezl
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3.3 Box-Plot

Ziele:

e einfache Darstellung von Verteilungen und ihren Kennzahlen

e |dentifikation von potentiellen AusreiBern
= nicht ausreiBeranfallige MeBzahlen verwenden.

Idee:
i) markiere den Median
ii) symbolisiere Lage der ,, mittleren Werte" durch eine Box
iii) wie weit reichen ,weitere nicht atypische” Werte

iv) identifiziere potentielle AusreiBer: atypische (ungewohnlich groBe, ungewdhnlich
kleine) Werte, die genauerer Untersuchung bediirfen
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zu ii) wahle mittlere 50%: Box hat Lange dQ = z¢.75 — ©0.25

zu iii) als ,, nicht atypisch® gelten alle Werte, die nicht weiter als 1.5dQ) von der Box
entfernt sind

Also bestimme:

® Tp.25, X0.50, L0.75-

e Interquartilsabstand: dgox = o.75 — Z0.25

e Zaune z,, 2,, die am kleinsten bzw. groBten Datenpunkt im Bereich ¢ 25 —1.5-dgx;
To 75 + 1.5- dQX Iiegen.

e Ausserhalb der Zaune werden alle Punkte eingezeichnet; sie sind ausreiBerverdachtig.
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Bemerkungen:

e Der Box-Plot gibt einen kompakten Uberblick iiber die Form der Verteilung (Zentrale
Tendenz, Variabilitdt, Schiefe, extreme Werte).

e Vorsicht bei der Anwendung von Software! Vor allem auBerhalb der Box sind auch
andere Darstellungen iiblich (z.B. Zaune immer bis x(;y und x(,)). Manchmal z.B.
Unterscheidung zwischen
- AusreiBern (1.5 - dgx bis 3 - dgx von Randern der Box entfernt) und

- Extremwerten (mehr als 3 - dgx vom Rand entfernt).
Oft wird der Median durch einen dicken Punkt ausgedriickt.
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Box-Plots konnen auch zum graphischen Vergleich von Verteilungen verwendet werden:
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