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Statistik | fiir Soziologen

Grafische Darstellungen geben einen allgemeinen Eindruck der Verteilung eines Merk-
mals, u.a. von

e Lage und Zentrum der Daten,
e Streuung der Daten um dieses Zentrum,
e Schiefe / Symmetrie und Unimodalitdt / Multimodalitdt der Daten.

Oft ist (zur weiteren Informationsverdichtung) die Beschreibung einer Verteilung durch
eine bzw. wenige MaBzahlen gewiinscht:

e LagemaBe sollen die zentrale Tendenz (das Zentrum) eines Merkmals beschreiben.

e StreuungsmaBe beschreiben die Variabilitit eines Merkmals.
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3.1 Lagemale

LagemalBe beantworten Fragen iiber die Lage der Haufigkeitsverteilung, wie:

e Wo liegen die meisten Beobachtungen?
e Wo liegt der ,,Schwerpunkt” einer Verteilung?
e Wo liegt die , Mitte” der Beobachtungen?

e Was ist eine ,, typische” Beobachtung?
Bemerkungen:

e Es gibt nicht das LagemaB schlechthin. Die unterschiedlichen Lagemale sind je nach
Situation unterschiedlich geeignet.

e Die Eignung ist insbesondere abhangig von der Datensituation und dem Skalenniveau.
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3.1.1 Arithmetisches Mittel

Definition 3.1.

Sei x1, ..., x, die Urliste eines (mindestens) intervallskalierten Merkmals X. Dann heiBt

n
B 1
ZCI:—E XI;
n -
1=1

das arithmetische Mittel der Beobachtungen x4, ..., z,.

Bemerkungen:

e Das arithmetische Mittel ist also das LagemaB, das typischerweise als Mittelwert oder
Durchschnitt bezeichnet wird.

e Das arithmetische Mittel muss nicht mit einer der beobachteten Auspragungen
zusammenfallen.
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Beispiel: Anzahl von Statistikbiichern, die die Studierenden jeweils besitzen

Person | Anzahl der Biicher
i xT;
1 0
2 2
3 1
4 2 T =
5 2
6 3
I 0
3 12
9 1
10 2
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Alternative Berechnung basierend auf Haufigkeiten:

Hat das Merkmal X die Ausprdgungen ag, ..., a; und die (relative) Haufigkeitsverteilung
hl, .. .,hk bzw. fl, .. .,fk, SO gl't

||
||3blﬂ};
i M o~

a;fi
1

Im Beispiel: Haufigkeitstabelle:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
| |

bzw.
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Berechnung aus den Merkmalsauspragungen:

1
T=o5 (04241424243 +0+12+1+2) =

Berechnung aus der Haufigkeitsverteilung:

8l
I

J— CL.. .
n 4 Y
g=1
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3.1 LagemaBe

Beispiel: Einfacher Tabellenmietspiegel

Nettomiete in Euro/qm (Fallzahlen)

Wohnflache

Baujahr bis 50 gm 51 bis 80gm | 81 gm und mehr
bis 1918 9.00 (45) 7.88 (164) 7.52(200) 7.83 (409)
1919 bis 48 6.90 (42) 6.87 (94) 6.50 (52) 6.78 (188)
1949 bis 65 9.04 (129) 7.84 (237) 7.95 (70) 8.21 (436)
1966 bis 80 10.05 (173) | 7.97 (313) 7.80 (156) 8.49 (642)
1981 bis 95 10.59 (45) 9.53 (162) 9.72 (63) 9.75(270)
1996 bis 2001 || 10.60 (15) 10.28 (58) 9.69 (35) 10.14 (108)

9.43 (449) 8.20 (1028) 7.93 (576) 8.39 (2053)
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Beispiel: Augenfarbe

hy _
0: grin | 2 v
1: grau | 2
2: rot 0
3:blau | 6
Bemerkungen:

e Das arithmetische Mittel setzt zwingend ein intervallskaliertes Merkmal voraus.

e Auf einem niedrigeren Skalenniveau ist die Addition nicht erlaubt, und daher sind die
entsprechenden Mittelwertsbildungen sinnlos und nicht interpretierbar (auch wenn sie
das Software-Paket berechnet!).

e Einzige Ausnahme: Bindre Merkmale (mit nur zwei Auspragungen), deren Auspragun-
gen als 0/1 kodiert werden. In diesem Fall kann das arithmetische Mittel als Anteil
von Beobachtungen mit Auspragung 1 interpretiert werden.
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Transformationen

e Die Intervallskala erlaubt Transformationen der Form aX + b, die Verhaltnisskala
Transformationen der Form a - X, wobei a und b feste Konstanten sind.

e Aus der Urliste x1,22,...,2, kann man eine Urliste, namlich der transformierten
Werte y1,y2,...,y, mit y; = ax; +b, 1 =1,...,n bestimmen.

Wie verandert sich das arithmetische Mittel bei diesen oder allgemeineren Transforma-

tionen?
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Beispiele

e Linear affine Transformation Y =a-X + b
X jahrliche Ausgaben von Studierenden 2010 in Euro

Y jahrliche Ausgaben von Studierenden 2010 in USD ohne Studiengebiihren

e Nichtlineare Transformation
Beispiel: 3 quadratische Zimmer mit den Seitenldngen 7, 4 und 10m.
Sei X die Seitenlange, dann ist

Y = g(X)=X? die Zimmerfliche,

und es gilt

Sl
|

Nd
I
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Satz 3.2. Arithmetisches Mittel und lineare Transformationen.

Gegeben sei die Urliste x1,...,x, eines (mindestens) intervallskalierten Merkmals X.
Betrachtet wird das (linear transformierte) Merkmal Y = a - X + b und die zugehorigen

Auspragungen y1,. .., Yn.
Dann gilt:

Nagd
|
)
8l
+
S~

Beweis: Von der Urliste z1...x, von X zur Urliste y; ...y, von Y lbergehen.
Dabei gilt fiir jedes i: y; = a - x; + 0.
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1 1
- Z_ - T b_
y = - y——nE:(aw-F)—

1=1 1=1

Bemerkungen:

e Ist X verhiltnisskaliert, so geht fiir b # 0 der natiirliche Nullpunkt fiir Y verloren.

e Der Satz gilt im Allgemeinen nur, falls die Transformation von X auf Y linear ist.
Z.B.ist bei Y = X? im Allgemeinen ¢ # (z)? (wie im Beispiel gezeigt).
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3.1 LagemaBe

Weitere Eigenschaften des arithmetischen Mittels:

e T ist derjenige Wert, den jede Beobachtungseinheit erhielte, wiirde man die Gesamt-

summe der Merkmalsauspragungen gleichmaBig auf alle Einheiten verteilen.

e I ist der Schwerpunkt der z1,...,x,, d.h. es gilt:
Y (xi—x)=0
i=1

Vorstellung: Fiir jede Beobachtung 7 im Punkt x; Gewicht mit 1kg hinlegen.

o 1 2+3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Schwerpunkt
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e Die Schwerpunktseigenschaft macht auch deutlich, dass extrem groBe und kleine
Werte auBerordentliche Hebelwirkung haben: lasst man die Beobachtung 12 im

Beispiel weg, dann gilt:

1
a_c:—gz 1.44.
9

Das arithmetische Mittel ist sehr ausreifferanfdillig, d.h. ein falsch gemessener Wert
kann ,,den ganzen Mittelwert zerstoren“oder ein tatsachlich extremer Wert ein vollig
falsches Bild entstehen lassen.

e Befiirchtet man AusreiBer, so weicht man gelegentlich auf das sogenannte «-
getrimmte Mittel aus, bei dem man die a% groBten und kleinsten Werte (z.B.
a=D5) weglasst; meist verwendet man den sog. Median (s.u.).
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3.1 LagemaBe

Gruppierte Daten: Haiufig hat man die Daten nur in gruppierter Form vorliegen.

Wie lasst sich in diesem Fall ein sinnvoller Mittelwert definieren?

Typisches Beispiel: Einkommensverteilung

Anzahl 1/
0 <z <750 3
750 < & < 1250 8
1250 < z < 1750 6
1750 < - < 2250 2
2250 < x < 3250 1
S 20
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Definition 3.3.

3.1 LagemaBe

Sei X ein intervallskaliertes Merkmal, das in gruppierter Form mit k& Klassen

[co,c1), [c1,¢2), ..., |[ck—1,c] erhoben wurde. Mit h), [ =1,...k, als absoluter Haufig-
keit der [—ten Klasse, f] als zugehdriger relativer Haufigkeit und m; := % als der
jeweiligen Klassenmitte definiert man als arithmetisches Mittel fiir gruppierte Daten

k k
— . ]‘ h/ e /
L grupp = ” (M = fimi.

Im Beispiel:
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Bemerkungen:

e Bei nach oben offener letzter Kategorie (Einkommen groBer als 2250) ware die
Klassenmitte nicht definiert.

e Im Allgemeinen gilt  # Z.,,; nur in Extremfallen, z.B. wenn das Merkmal in jeder
Gruppe gleichmaBig verteilt ist, erhdlt man die Gleichheit.

® T,y hangt von der Gruppenmitte und damit von der gewahlten Gruppierung ab:
Fasst man z.B. die ersten drei Gruppen und die letzten beiden jeweils zusammen, so

erhalt man
h; my
0<x<1750 17
1750 < x < 3250 | 3
und

k
T = —1 h!
T — E my
grupp n &= l
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e Im Allgemeinen ist Z,.,, nur eine grobe Approximation fiir den ,,echten”, d.h. auf
ungruppierten Daten beruhenden, Mittelwert. Eigentlich kann man nur mit Sicherheit
folgende Abschatzung geben: Jeder in der [-ten Gruppe verdient mindestens ¢;_; und
hochstens ¢;. Damit ergibt sich als Abschatzung fiir das arithmetische Mittel

lCl

_Zhlcl—l <x %

||M?r

Diese Abschatzung ist oft relativ grob. Andererseits ist sie aber oft das Beste, was
man ohne uniiberpriifbare Zusatzannahmen aus den Daten herausholen kann.

e Sind die ungruppierten Daten erhiltlich, so ist & vorzuziehen, da jede Gruppierung
Informationsverlust mit sich bringt.

e Andererseits sind gruppierte Daten leichter (und oft wahrheitsgetreuer) erhebbar.
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Geschichtete Daten

Insbesondere bei Tertidranalysen hat man haufig nicht die Urliste zur Verfiigung, sondern

nur Mittelwerte Z; in einzelnen Schichten [ =1, ..., z, in die die Grundgesamtheit zerlegt
Ist.
X: Q=R

Ql — I

QQ — I9

T <—
O, | — T, ‘
?

Beachte: hier wird nicht das Merkmal sondern die Grundgesamtheit in Gruppen eingeteilt.
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Beispiel:

z; Durchschnittseinkommen in den einzelnen Bundeslandern (I =1,...,16)

Tz  Durchschnittseinkommen in der BRD

Mittelwert der Mittelwerte 2>~/ @, ?

3 Lage- und StreuungsmaBe 116



Statistik | fiir Soziologen

3.1.2 Median & Quantile

3.1 LagemaBe

e Wie lasst sich ein , Mittelwert“bei ordinalskalierten Merkmalen definieren?

e Das arithmetische Mittel besitzt die Schwerpunkteigenschaft

n

> (xi—x)=0.

1=1

e Eine andere mogliche Schwerpunkteigenschaft: Rechts und links des Mittelwerts
liegen jeweils (mindestens) 50% der Daten. Dies ergibt den Median.
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Definition 3.4.

Gegeben sei die Urliste x1,...,x, eines (mindestens) ordinalskalierten Merkmals X.
Jede Zahl z,,.4 mit

Hﬂxz < xmed}‘ Hﬂxz > xmed}|

> (0.5 und > 0.5
n n
heiBt Median.
Beispiel: Klausurnoten
1,11, ...,1 2,22, ...,2 3,3,3,...,3 444 ..., 4 55,5,...,5
65 mal 06 mal 91 mal 78 mal 53 mal
17% 25,1% 23,8% 20,4% 13,8%
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Verallgemeinerung: Quantile

Gegeben sei die Urliste

Ti,...,T, eines (mindestens) ordinalskalierten Merkmals X und eine Zahl 0 < a < 1.
Jede Zahl z, mit

{iloi Swadl o o Wilmizza}l o
n n

heiBt o« - 100%-Quantil.

Spezielle Quantile:
e Median: g5 = x4
[ Quartile: X0.25, L0.75-

e Dezile: xo.1, o2, . . ., To.8, To.9.

Beispiel Klausurnoten:

X0.25 — Lo.1 —

3 Lage- und StreuungsmaBe 119



Statistik | fiir Soziologen 3.1 LagemaBe

Bemerkungen:

e Alternative Definition des Medians iiber die geordnete Urliste vy S xoy < ... <
:U(n)i
% (a:(%) -+ x(%ﬂ)) fiir n gerade

T (np1) fiir n ungerade

Lmed +—

Ahnliche Definitionen sind fiir andere Quantile moglich.

e Diese Definition ist insofern inkonsequent, als sie die bei ordinalen Daten evtl. nicht
mogliche (bzw. nicht zuldssige) Addition verwendet.

e Bei intervallskalierten Daten hingegen spricht vieles fiir diese Definition: In manchen
Fallen kdnnen Quantile im Sinne der urspriinglichen Definition nicht eindeutig sein.

e |n vielen praktisch relevanten Fallen sind beide Definitionen miteinander vertraglich.
Fiir n ungerade fallen sie stets zusammen, fiir n gerade stimmen sie iliberein, falls

“(3) T ()
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e Quantile kann man einfach an der empirischen Verteilungsfunktion ablesen:

1 — aX
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e Bei linearer Interpolation fiir gruppierte intervallskalierte Merkmale definiert man die
Quantile analog iiber den Schnittpunkt mit der Verteilungsfunktion:
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Transformationen: Wie andert sich der Median bei Transformation der Daten?
Satz 3.5.

Sei x1,x9,...,x, die Urliste eines (mindestens) ordinalskalierten Merkmals X, g eine

streng monoton steigende Funktion und y1 = ¢g(x1),...,yn = g(x,) die Urliste des
Merkmals Y = ¢g(X). Dann gilt:

Ymed — g(xmed) .

g streng monoton
Merkmal X Merkmal Y

Lmed Ymed
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Beispiel: Drei quadratische Zimmer

Fiir die Merkmale X (Seitenlinge) und Y = f(X) = X? (Fliche) galt ja mit den Daten
331:7, ZCQI4, 333:10

und y1=2%=49 9y =125=16 y3=a5=100
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Gegenbeispiel mit nicht monotoner Funktion: g(X) = (X — 6)? ist nicht monoton,
sondern u-formig.

e Fiir das Merkmal Z = g(X) = (X — 6)? ergeben sich die Merkmalsauspriagungen
21 = 1,29 =4 und z3 = 16 und damit der Median z,,.q = 4

e Fiir den transformierten Median gilt aber g(xeq) = g(7) = 1.
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Der Median ist wegen seiner Invarianz gegeniiber beliebigen streng monotonen Trans-
formationen ein geeignetes LagemaB auch in allen Situationen, in denen es trotz
Intervallskala keine natiirliche MaBeinheit gibt

e Bei vielen Messungen nicht klar, ob man auf einer linearen oder auf einer logarithmi-
schen Skala messen soll.

= Betrachtung von sogenannten Rangstatistiken, d.h. von Verfahren, die nicht den
genauen Wert einer Beobachtung an sich verwenden, sondern nur den Rangplatz.
(,, Verteilungsfreie Verfahren")
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3.1.3 Modus

e Gesucht: geeignetes Lagemall bei auf Nominalskala gemessenen Daten

e Der exakte Wert der als Merkmalsauspragungen vergebenen Zahlen ist inhaltlich
vollig bedeutungslos, d.h. (etwas formaler): beliebige eineindeutige Transformationen
verandern die inhaltliche Aussage nicht (z.B. Parteienprdferenz: ob man die Partei
alphabetisch durchnummeriert oder anhand ihrer Stimmenanteile bei der letzten Wahl
andert nichts).

e Als LagemaB dient der hdufigste Wert: genauer die Auspragung a; mit der groBten
Haufigkeit h;.

Definition 3.6.

Sei x1,...,x, die Urliste eines nominalskalierten Merkmals mit den Auspragungen
ai,...,ar und der Haufigkeitsverteilung hq, ..., hy. Dann heit a;« genau dann Modus
Tmod, Wenn h« > h;, furalle j =1,... k.
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Bemerkungen:

e Der Modus wird auch als Modalwert bezeichnet.

e Existieren mehrere Auspragungen mit der gleichen groBten Haufigkeit, so ist der
Modus nicht eindeutig.

e Der Modus bleibt unter beliebigen eineindeutigen Transformationen erhalten: Be-
trachtet man das Merkmal X, eine eineindeutige Transformation g und das Merkmal

Y = g(X), so gilt
Ymod — g(mmod)-

e
Merkmal X g SIneindettis Merkmal Y

|

Modus x,,04 Modus Ymod
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3.1.4 Vergleich der LagemaBe

e Bei intervallskalierten Daten kann man auch den Modus oder den Median angeben,
am besten zusatzlich zum arithmetischen Mittel.

e Der Median geht nur auf die Ordnung der Beobachtungen und nicht auf die Abstande
ein, der Modus gibt nur die am starksten vertretene Auspragung an.

e Anschaulich gesprochen ist der Median der mittlere Wert, was oft umgangssprachlich
auch als Mittelwert bezeichnet wird. Immer genau angeben, welchen Mittelwert
man verwendnet (Median, arithmetisches Mittel, ...); Vorsicht beim Lesen von
Veroffentlichungen!

e Median und Modus sind unempfindlich gegeniiber AusreiBern.
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Beispiel: Einkommensverteilung

e Wird die groBte Beobachtung verhundertfacht, so andern sich Median und Modus
nicht, das arithmetische Mittel reagiert dagegen stark.

e Generell ist bei der Betrachtung von Einkommen das arithmetische Mittel meist
deutlich groBer als der Median: Laut dem dritten Armuts- und Reichtumsbericht der
Bundesregierung (2008) ist fiir das reale Bruttojahreseinkommen aus unselbststandi-
ger Arbeit unter den Vollbeschaftigten fiir 2005

— das arithmetische Mittel 33678
— der Median 30157.
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3.1 LagemaBe

Beispiel: Statistikbiicher. Haufigkeitsverteilung und graphische Veranschaulichung:

Haufigkeiten
&120 h1=2
a2:1 h2:2
&3:2 h3:4
&423 h4:1
CL5:12 h5:1
o
o
e o o
R
0 1 2|3 12

Mittelwert x=2.5

560.25:1 Median Tmed =2 560.75:2
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3.1 LagemaBe

Allgemeiner gilt: Die relative Lage von T, Z,,ed, Tmod zueinander kann zur Charakterisie-
rung von Verteilungen herangezogen werden:

Absolute Werte

ln.

Absolute Werte

1mill

1

symmetrisch:
linksstell:
rechtssteil:

T

SIERS]
NV U

Lmed
Lmed
Lmed

ANV

Lmod
Lmod
Lmod
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T = 6.43

Tmed = 1

i H Lmod =
s I L ET AL

Absolute Werte
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